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14. CHARAKTERISTICKA ROVNICE
RACIONALNI FUNKCE V MATICI

Budiz A libovolna ¢tvercova matice stupné n. Z odst. 9.2
vime, Ze k matici A prislusi charakteristicka rovnice

o(2) = |A— JE| = 0. (48)

Znadi-li f(A) = g(A)/h(A)libovolnou racionélni funkci v ma-
tici A, ma tato racionalni funkce opé&t charakteristickou rovnici,
ato

|f(A) — 2E| = 0.
Mezi kofeny obou charakteristickych rovnic plati uréité vztahy,

které odvodime.

14.1. Véta. Necht g(A) je polynom v matici A. Pak determi-
nant |g(A)| ptedstavuje rezultant polynomu g(2) a charakteristic-
kého polynomu ¢(2) = |A — AE| matice A.

Dikaz: Necht
g(A) = api™ +a "M+ L+ oa, =
=ag(d —h)(A—hy)...(2=h,).
kde hy, ..., h,, znaci kofeny algebraické rovnice g(2) = 0. Zfejmé je
g(A) = a,A" + oo + auE = ao(A — hE)(A — hE) ...

...(A = h,E),
takze

|9(A)| = df|A — h,E|.|A — h,E|.....|A — h,E|.

Oznatime-li ¢(2) = |A — ZE| charakteristicky polynom matice A,
z pfedeslého vztahu obdrzime

|9(A)| = af o(hy) . o(hy) ... o(h,,) . (49)
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Jsou-li 4, 4,, ..., 4, kofeny charakteristické rovnice ¢(1) =
= 0, pak je

(A =(=1"(A—A4)(A - 4)...(A = 4).
Proto podle (49) dostavame

l9(A)) = ab (= 1) (hy = 2)) (hy = 25) ... (hy — ).
(=1 (hy = 2,) (hy = 23) ... (hy = 4) .

(=1 (hy = 20) (hyy = 23) oo (hy — 4,) .

Odtud plyne, Ze rovnice ¢(%), g(%) maji spole¢ny kofen h, = 2
pravé kdyz je
lg(A)| = 0.

Tim je véta dokdzdna.

14.2. Poznamky. 1. Ze vztahu (50) plyne

l9(A)] = g(41) g(42) - g(%) - (51)

2. Z predeslé véty 14.1 plyne (vzhledem k vlastnosti rezul-
tantu algebraickych rovnic), Ze matice g(A) je singularni, pravé
kdyz algebraicka rovnice g(}.) = 0 a charakteristickd rovnice
@(%) = 0 matice A maji spole¢ny kofen.

14.3. Véta o kofenech charakteristické rovnice matice f(A).
Jsou-li 4, ..., 2, kofeny charakteristické rovnice matice A a znaci-
li f(A) racionaini funkci v matici A, pak plati tvrzeni

1 A(A) = £ 1G) - 1) (52)

2. charakteristickd rovnice matice f(A) ma kofeny

SRS () ().

Dukaz: 1. Je-li f(A) polynom v matici A, prvni tvrzeni je
spravné podle vztahu (51), polozime-li g(4) = f(4). Necht je tedy

s =44
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kde g(A), h(A) jsou polynomy v matici A, pficemz |h(A)| % 0.
Pak podle (51) mame

|9(A) = 9(4) 9(%2) - - 9(4,) »
|h(A)| = h(2,) h(4,) ... h(4,) .
Odtud plyne
|7(A)] = |g(A)| . |h(A)~" = g(A,) ... g(A) [P(2)) ... h(2)] " =
_ 92 g(h) _ ;
_h(/ll) . h(}) f( 1) f(‘n)'
2. Pro kazdé 4 je
LA — f(A)

racionalni funkce v matici A. Tedy podle pfedeslého tvrzeni je

|iE — f(A)| = |AA° — f(A)| = [247 = f(2,)] [249 = f(25)] ...
R A (VR R VN VR | RN (VS | P A (VR
Avsak leva strana této rovnice je aZ na soucinitele (—1)" charak-

teristicky polynom matice f(A), kdezto prava strana je jeji rozklad
v kofenové faktory.

14.4. Poznamka. Je-li (%) = |A — iE|, pak plati vztah

|o(A) — JE| = (—4)". (53)
Skutecné podle véty 14.3.2 ma charakteristickd rovnice
|o(A) — JE| = 0 matice ¢(A) kofeny
o(21), o(22)s s @(2) .

ficemz / N ;.7, Ve /. jsou kofeny charakteristické rovnice ¢(/) =
1 2 n /7
= 0. Proto je

i

o(2,) = 0.

To znamena, Ze rovnice |¢(A) — ZE| = 0 ma viechny kofeny rovné
nule. Odtud plyne vztah (53).

Tento vysledek pozdgji (v odst. 15.6) upiesnime, kdyZ uka-
zeme, Ze ¢@(A) je vzdy nulova matice.

o(4,) = @(is) = ...
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