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15. MINIMALNI POLYNOM MATICE

15.1. Definice vzajemné nezavislych matic. Nechtf A, B, ..., M
znaCi matice téhoZz typu.

Uvedené matice se nazyvaji vzdjemné nezdvislé, struénéji
nezdvislé, kdyz maticové rovnici

xA+x,B+...4+x,M=0 (54)
Ize vyhovét ¢isly x,, x,, ..., x,, jen tehdy, je-li
Xy =Xx;=..=x,=0.

V opacném pripadé se uvedené matice nazyvaji vzdjemné
zdavislé, struénéji zdvislé.

Kdyz zejména A, B,..., M jsou vektory v n-rozmérném
prostoru, dava definice 15.1 pojem vzajemné nezavislych, strué¢ngji
nezavislych vektort (7.4).

Priklad 17. UkaZme, Ze pii kaZzdém pfirozeném &isle p < n?
predstavuje kazdych p vzajemné riiznych matic, které jsou vybrany
mezi maticemi E (j.k = 1,2,....n), matice vzajemn& nezavislé

Reseni: Necht vybrané matice jsou

E . .E

FiSpy TTr2s2Y Y sy o

pficemz ovSem ry,r,,....r, a podobn€ s,.s,....,5, jsou jisté

kombinace (s opakovanim) utvofené z ¢isel 1, 2, ..., n. Pfedpokla-

dame, Ze tyto matice jsou vzajemné ruzné; disledkem toho je, Ze

kazdé dvé dvojice jejich indexi se 1isi alespoii v jednom Cisle.
Rovnice (54) ma nyni tvar

‘\‘rl.s,Ens; + '\‘rz»\:Er.'-“: + ..t '\"'p-‘p rosp o
(kde jsme misto x,, x5, ..., X, psali vhodn&ji X, . X, -0 X, )

Levd strana této rovnice je matice n-tého fadu |c | jejiz prvky
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Crisis Crysys -5 Crps, JSOW CiSlA X, o0 X, 000 00 X, 5, kdeZto viechny
ostatni jsou rovny 0. Hofej$i maticové rovnici lze tedy vyhovét
jenom &isly x, ., =0, x,,,, =0,...,x, = 0. Tim je dikaz pro-
veden.

Vidime, Ze af zvolime pfirozené &islo p £ n? jakkoli, vidycky
existuje p matic stupné n, které jsou vzijemné& nezavislé.

Naproti tomu vic nez n? vzajemné& nezavislych matic stupné n
neexistuje. To je obsahem nasledujici véty.

Ny

risy

15.2. Véta. Libovolné ¢tvercové matice n-tého stupné
ALA, .. A .. A,
v poétu n? + k > n? jsou vidy vzajemné zavislé.
Dukaz: Rovnice
XA + x,A, + ...+ x,A, =0, kde r=n>+k,

zastupuje celkem n? linedrnich homogennich rovnic o neznimych
x, v poétu r = n? + k. Tyto rovnice maji vZdy netrivialni feSeni.
nebot neznamych je vic neZ rovnic.

15.3. Poznamky. 1. Z véty 15.2 plyne, Ze kazdy systém
vzajemné nezavislych &tvercovych matic stupné n obsahuje nejvys
n? matic.

2. Je-li A ¢tvercova matice libovolného stupné n, pak ve
skupiné matic

AC A A% AT (rzn?) .
existuje matice A? takova, Ze matice
A%, A A% . AF!
jsou vzajemné nezavislé, kdezto matice
A° A A% AP AP

jsou vzajemné zavislé.
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15.4. Definice minimalniho polynomu matice. Je-li p = 1 celé
Cislo, o némzZ je fe¢ v poznamce 15.3.2, a jsou-li ay, ay, ..., a,
takova Cisla, Ze a, + 0 a plati
agA? + a, AP + .. +a,A"=0,
pak nazyvame minimdlni polynom matice A polynom

Y(2) = agi? + a2 + ..o+ a, (55)

15.5. Poznamky. 1. Minimalni polynom matice A je uren
jednozna¢né az na konstantni od nuly riizny faktor.

Vskutku, necht plati

agA? + a, AP"' + .+ a,A =0,
boAP + b AP"' + ...+ b,A" = O,
kde agby #+ 0. Pak pfi p = ay/by (# 0) mame
(ay — pub)) . A" + ..+ (a, — pub,) A° = O.
Odtud vzhledem ke vzajemné nezavislosti matic A°, ..., AP~!

plyne: a; = ub,, proi =0,1,..., p.
2. Z definice minimalniho polynomu plyne, Ze W(1) = 0 je

4. y(A) = O.

3. Mezi charakteristickym polynomem (p(/'.) a minimalnim
polynomem /(1) téZe matice A stupné n plati jednoduché vztahy.
NeZ je odvodime, dokazZeme nasledujici dilezitou vétu, kterd se
nazyva Cayleyova-Hamiltonova.

15.6. Véta. Je-li A libovolnda Ctvercova matice stupné n
a ¢(2) jeji charakteristicky polynom, pak matice ¢(A) je nulova,
takZe
p(A) = O.
Dukaz: Necht
¢(24) = |A — ),El =cod" + A"+ L+ ¢, kde ¢o =(—1)".

Matice adj (A — ZE) ma za prvky Aj algebraické dopliiky prvki
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v matici A — AE. Proto prvky 4 jsou polynomy stupné nej-
vy§ n — 1 v proménné 1. Je tedy

n—1

— h
Aj =Y ajh",
h=0

takze
n—1 n—1
adj (A — 2E) = [Au] = | X ajud"]| = 2 Aaul] =
h=0 h=0
n—1
. =Y A,
h=0
pfitom je
Aygp oo Aypp
A, =: :
an]h annh

Podle definice adjungované matice plati

(A — JE)adj (A — JE) = |A — JE|E,
takze
n—1 n
(A= E)S A, = (Y o) E.
h=0 h=0
Odtud je

n—1

n-1 n
AY A, = S AL =Y (cpE) 2
h=0 h=0 h=0

Porovnanim koeficient pfi 2% 4, ..., 2" obdrZime (doporucujeme
&tenafi, aby si ov&fil, Ze tento postup je dovolen)
AAO = an ’
AA, — A, = ¢,_E,
AAZ - Al = Cn-2£ s
AAn—l - An—2 = ClE »
- An-l = C()E .
Nasobime-li zleva tyto rovnice postupné maticemi A°, A, ..., A",
sé¢itanim dostaneme

AA, + (A’A, — AA)) + (APA, — A’A) + ... — A"A_, =
= ¢(A).
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Jak patrno, na levé strané se vSechny ¢leny navzajem rusi, takZe
¢o(A) = 0.
Priklad 18. Pftimym vypoctem dokaZme, Ze pro étvercovou
matici A stupné 2 je
(p(A) = 0.

Reseni: Poloime A = [a b

]. Pak bude
c d

i : |
a—4b !

o(2) = =(a — 2) (d — /)= be =

¢ d — 7

=/~ (a+d)2+ ad — bc.

A2 — abllab] a* + bc ab + bd
cdilec d ac + cd be + d* |

a? + be ab + bd
ac + cd be + d?

_ [ula + d) bla + d) N ad — be 0 _
cla + d) d(a + d) 0 ad — be

Dale je

Proto

p(A) = A* —(a+d) A+ (ad — be) E :[

_[a*+ be—a* —ad + ad — be ab+ bd — ab — bd _
a [a(' +cd —ac—cd be +d* —ad —d* + ad — bc] -
Too0

“[oo]
Je tedy
¢o(A) = O.

15.7. Poznamka. Z ptedeslé véty plyne, Ze pro stupeii p
minimalniho polynomu libovolné matice A n-tého stupné plati

n,

IIA

p

takze matice A%, A, A2, ..., A" jsou vidy vzajemné zavislé.
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15.8. Véta. Necht A je Ctvercova matice stupné n. Necht
(%) je jeji minimalni polynom, kdeZto g(2) je libovolny polynom,
pro ktery plati
g(A) = 0.

Pak polynom g(4) je délitelny polynomem /().

Dukaz: D&me polynom g(4) polynomem y(2). Pak podle
algoritmu déleni se zbytkem plati

g(A) = ¥(A). h(2) + r(2),

kde h(%) znaci podil a (1) zbytek, ktery je stupn& niZiiho neZ
polynom (4) nebo je nulovy.
Odtud plyne

O = g(A) = y(A). h(A) + r(A).
ProtoZe Y(A) = O, plyne odtud r(A) = O.

Vzhledem k tomu, Ze () = 0 je rovnice nejniZsiho stupng,
které matice A vyhovuje, je r(2) nulovy polynom. Je tedy

g(A) = Y(A) . h(2),

takZe minimalni polynom (%) dé&li (beze zbytku) polynom g(2).

15.9. Disledek. Podle vét 15.6 a 15.8 je charakteristicky poly-
nom ¢(4) kazdé matice dé&litelny jejim minimalnim polynomem.
Proto kazdy kofen minimalniho polynomu je ziroven koienem
charakteristického polynomu téZze matice.

15.10. Véta. Necht A je ¢tvercova matice stupné n. Minimal-
ni polynom /() matice A je az na konstantu ¢ (#0) roven podilu
charakteristického polynomu ¢(4) matice A a nejvétsiho spolec-
ného délitele d(%) viech minort (n — 1)-ho stupné v matici A — JE,
takZe

RS T—(/—)
d(2)
Dukaz: Rozvineme-li determinant ]A - ,{E! ve shodé s La-
placeovou vétou podle prvki nékterého fadku, jsou v tomto
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rozvoji koeficienty téchto prvkl jejich algebraickymi dopliiky,
tedy minory stupné n — 1, ndsobené islem + 1 nebo —1. Je tedy
polynom ¢(2) = |A — AE| délitelny nejvétsim spole¢nym délitelem
d(2) vsech minor@ stupné n — 1, takZe

o(2) = a(2) d(4),

piicemz g(2) znaci vhodny polynom stupné = 0.

Dale je
(A — JE)adj(A — iE) = ¢(A)E.

Prvky matice adj (A — ZE) maji nejvétiiho spole¢ného délitele
d(2), takze
adj (A — AE) = d(). B,

kde B znaci vhodnou matici, jejiz prvky jsou nesoudélné polynomy
v proménné /.

Vidime, Ze je
d(z). (A — JE)B = ¢(2) d(2) E,

a odtud plyne
(A— AE)B = g(4) E (56)

pro viechna /. pro néz d(2) # 0. Tudiz odpovidajici si prvky (poly-
nomy v /) v maticich (A — ZE) B, g(4) E se sob& rovnaji pro neko-
neéné mnoho ciscl 4, a proto jsou si rovny pro kazdé 4. Tedy
rovnost (56) plati pro kazdé /.

Nech( x znaci stupeft polynomu d(2). Pak polynom ¢(2) je
stupné n — z a prvky matice B jsou polynomy stupné < n — x —
— 1. Polozme

n—x-1

n-—a
B=Y B,. q(3) =Y dy ",

h=0 h=0
pficemz oviem B, B,...., B, _,_, zna¢i vhodné (Ciselné) matice.
Podle (56) pak mame
n—-a-1 n-

(A= JE) Y B, =
h=0 h

x

2 h
dy—g-nt E .
0
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Porovnanim koeficientl p¥i A°%, 4, ..., A"~ obdrzime

ABO = an—aE ’
AB, - B, =da,_,E,
ABn—z—-l Bn—a—Z alE
Bn—1~l = aOE
Nasobime-li zleva tyto rovnice postupné maticemi A, A, ..., A""%

po secteni dostaneme
O = AB, + (A’B, — AB)) + ... + (A"""B,_,_, —
- An—z—an—1~2) - An&aBn—x-l
= agA""* + a A" 4+ oa, A = g(A).

Je tedy
4(A) = O.

Proto (podle v&ty 15.8) je polynom ¢(%) délitelny polynomem y(2).
Je-li p(4) pfislusny podil, mGZeme psat

q(%) = ¥(%) p(7) - (57)

Ukazme, Ze také naopak je polynom t//().) délitelny polyno-
mem ¢(2), takZe p(4) je rovny nenulové konstantg.

Vedle 2 vezméme v Givahu dalsi proménnou u a poloZme
Y(2) — (p) = (A — p) F(24, p),

kde F(4, p) znaci vhodny polynom proménnych 4, j.
Odtud je N

W(A) E — W(A) = (AE — A) F(4, A).
Jezto Y(A) = O, obdrzime
W(A) E = (JE — A) F(J, A)
a odtud nasobenim polynomem ¢(4) plyne
W(2) q(A) E = (GE — A) q(2) F(4. A).
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Vzhledem k vztahu (56) mame odtud
(%) (A — JE) B = —(A — JE) q(J) F(4, A).

Protoze ]A - AE] #% 0 pro vSechna 4 s vyjimkou koneéného poctu
hodnot, existuje matice (A — 2E)™" a plati vztah

W) B = —q() F(2 A)

pro viechna / az na kone¢ny pocet vyjimek. Odtud (podobné jako
v ditkazu rovnosti (56)) soudime na jeho platnost pro viechna A.
ProtoZe prvky matice B nemaji spole¢ného délitele v proménné 4,
existuje ke kazdému kofenovému &initeli 2 — 4, polynomu g(4)
aspoil jeden prvek b, v matici B, ktery neni délitelny timto kofe-
novym ¢&initelem, a tedy ani polynomem (4 — 2,)*, kde =, znaci
nasobnost kofenového &initele 4 — 7, v polynomu g(2).

Oznalime-li Fj prvek v j-tém fadku a k-tém sloupci matice
F(4, A), z posledni rovnice plyne vztah

W(4) b = —a(2) Fy.,

takZe polynom y(4) je délitelny vyrazem (4 — o).
Z toho soudime, Ze polynom w(7) je délitelny polynomem

q(%)-

Proto ze vztahu (57) mame
p(4) = ¢, (58)
kde ¢ je nenulova konstanta. Odtud vychazi

@(2) = cp(2) d(7),
takZe
cp(7) = '8(/) .
(1(/.)
ProtoZe (7) je minimalni polynom, je také cy(4) minimalnim
polynomem.

15.11. Véta. Kazdy kofen charakteristického polynomu
¢(2) libovolné matice A je kofenem jejiho minimalniho polynomu.
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Diikaz: Z rovnice (56) plyne
|A - AE| . |B] = [a(A)]" |E| = [a(A)]",
kde n zna¢i stupefi matice A. Odtud podle (57) a (58) mame

o(2) |B] = c"[¥(A)]" = e.[V(D]".
Ostatni je uz ziejmé.
15.12. Poznamka. Z odst. 159 a z piedeslé véty 15.11
plyne, Ze charakteristicky polynom ¢(1) mé tytéZ kofeny jako

minimalni polynom (1) téZe matice A; jen nasobnost kofent
nemusi byt stejna.

Priklad 19. Uréeme minimalni polynom matice

0-1 1 0
-2 1 1 =1
A= 2 -1 =1 |
0 2-2 0

Reseni: Uréime nejprve charakteristicky polynom (7).
Obdrzime

B I 0

-2 1= 1 -1,
"’()'>"§ p S R R S L

S0 2 -2 —A

Minory 3. stupné v matici A — AE jsou

—A(32 + 4), =222, —2;2, —8)

i+ 2), —2(A+ 1), =22, —2)(0 +2),

k=2, 2 —I2(h = 1), =204 - 2),
2, J2, 52, — (32~ 4).

Jejich nejv&tsi spolecny délitel d(2) = /. Proto minimélni polynom
matice A je

Y(A) = (p(l) — 3
i d(4)
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Odtud podle definice miniméiniho polynomu soudime, Ze je

A+0, A2+0, A'=0.

15.13. Véta. Je-li g(A)/h(A) racionalni funkce v matici A,
existuje takovy polynom p(1), Ze plati

9(A)

h(A)

Dukaz: Necht 4,,...,4, jsou kofeny charakteristického

polynomu ¢(4) matice A a necht y(4) je jeji minimalni polynom.
ProtoZe |h(A)| + 0 a kromé toho podle (52) je

|n(A)| = h(z,). h(25) ... h(2,),

nevymizi h() pro zadné z ¢&isel 4,, ..., 4,. Proto Zadny kofenovy
¢initel 2 — 2, polynomu ¢(2) neni délitelem polynomu h(4),
a proto téZ zadny kofenovy Cinitel polynomu (2) nedé&li polynom
h(4). Proto polynomy h(2), ¥(2) jsou nesoud&lné. Existuji tedy
takové polynomy p(4), ¢(2), Ze plati

h(2) p(2) — ¥(2) a(2) = g(4).

= p(A).

Odtud mame

h(A) p(A) = g(A).
takze

_9(4)
p(A) = WA

15.14. Prvni véta o nilpotentnich maticich. Charakteristicka
rovnice matice A ma viechny kofeny nulové pravé tehdy, existuje-li
prirozené Cislo k takové, Ze plati

A =0.

Dikaz: Jsou-li 2,,..., 4, kofeny charakferistické rovnice
¢(~) = 0 matice A, pak podle véty 14.3.2 ma charakteristickd
rovnice matice A* kofeny

1k 1k
AL e Ay
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pfi kazdém celém k = 0. KdyzZ tedy pro uréité celé k > 0 plati
A* = O, pak kofeny rovnice

|A* — JE| = |0 — JE| = (=4 =0
jsou vesmés nuly, takZe

M=2=...=i=0,
a proto
M =Ay=..=4=0.

KdyZ naopak pro n&jakou matici A je

o(2) = (-4,
pak podle 15.12 mame minimalni polynom
Y(2) = i*
pfi vhodném celém k > 0. Odtud vychazi

0= u,b(A) = Ak
neboli
A =0,

15.15. Druha véta o nilpotentnich maticich. Necht A je &tver-
cova matice stupné n a necht pti vhodném celém k > 0 je

AL = 0.

Pak je-li B zaménitelna s matici A, plati

|A + B| = |B|. (59)
Specialné pro B = E mame

|A+El =1. (60)
Dikaz: a) Nejprve dokaZeme vztah (60). Podle véty 15.14 je

o) = |A — JE] = (~ 3

odkud pro A = — 1 dostavame vztah (60).
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b) Necht matice A, B jsou vzdjemn& zaménitelné. Pak jsou
téZ vzajemné zaménitelné matice tE + B, A pfi kaZdém t. SkuteCné

(tE + B) A =tA + BA = At + AB = A(IE + B).

Odtud plyne, Ze téZ (tE + B)™!, A jsou vz4jemné zaménitelné za
pfedpokladu, Ze tE + B je regularni.
Ozna¢me
X = (tE + B)"'A.
Pak je
X* = [(tE + B)™' A]* = (tE + B)™* A* =
=(tE+ B0 =0.
Proto podle (60) je
IX + E| =1
neboli

l(tE + B)™'A + E| = 1.
PoloZzme

Y=X+E=(E+B)"'A+E.
Pak je |Y| = 1 a krom& toho
(fE+ B)Y = A+ (tE + B)E = A + (tE + B).

Matice tE + B je regularni pro nekone¢né mnoho hodnot 1,
a proto rovnost

|tE + B| = |A + B + 1E]|

plati pro nekonecné mnoho hodnot t. ProtoZe jde o rovnost dvou
polynom, plati tato rovnost identicky. Pro t = 0 obdrZime

|B| = |A + B|.

103



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T22:22:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




