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18. NORMALNI SOUSTAVA VEKTORU

18.1. Definice vektoru Fadu k. Necht A je libovolna Ctvercova
matice stupné n.

Vektor x, ktery se linearni substifuci o matici A¥ transfor-
muje v nulovy vektor 0, kdeZto linearni substituci o matici A¥™!
v nenulovy vektor, pfi¢emz k = 1, nazyvame vektor fddu k mati-
ce A (struengji: vektor Fadu k).

Pro vektor x fadu k (= 1) tedy plati vztahy
Ax =0, A7'x + 0.1’
18.2. Umluva. O matici A stupné n budeme pfedpokladat,
Ze md «-nasobny charakteristicky kofen 0, kde « = 1, a Ze
2a,>0

jsou charakteristicka Cisla pfislu$n4 ke kofenu O.

Jak vime, maji matice

A A% LA
nulity

Ay Oy + Opy o0y + oo + 0, =,

pfiemZ vSechny dal§i mocniny matice A maji stale nulifu o.

V dalSich uvahéach opét poloZime
nul A* =y, ,
pficemZ pro 1 < k < r plati

ot, +Ot1+...+ot,‘='yk.
18.3. Véta. Necht matice A spliiuje pfedpoklady odst. 18.2.
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Necht 1 £ k < r. Pak existuje o, vektorl

xl, x2s eeey xak ’

které se vyznacuji tim, Ze vektory

(1) xyq, x5, vens Xg jsou fadu k ,
(2) Ax,, Ax,, .., Ax, jsoufaduk —1,

(k) A7'x,, A*"!x,, ..., A¥"!x, jsoufadul,
pfiemzZ viechny uvedené vektory jsou linearné nezavislé.

Dukaz: ProtoZe y, = nul A*, existuje y, nezavislych vekto-
rh, které se linearni substituci o matici A* transformuji v nulovy
vektor, napf. vektory

Xy Xge ooy Xy (837)

Oznaéme pro m = 1, 2, ..., y, vektory

1 1 2 k k+1
Ax,, = xL Ax) = xZ, ..., Axk = x*1 | (88)
takze je
1
x, = Ax,,
2 2
X = A Xy 5

....... e (89)

X xE T kL (90)

Jsou-li tyto vektory vesmés nulové, plyne z pfedposledni rovnosti
(89), Ze se vektory (87) transformuji v nulové vektory linerni
substituci o matici A*~!. Tato matice m4 nulitu rovnou y,_,, takZe
nejvétsi polet nezavislych vektorili, které transformaci o matici
A*~! prejdou v nulovy vektor, je roven y,_,. ProtoZe y, > yi—1,
dogli jsme ke sporu. Odtud soudime, Ze mezi vektory (90) je aspoi
jeden nenulovy.
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Necht h(=1) znadi nejvétsi pocet vektorti (90), které jsou
nezavislé, a necht jsou oznaleny tak, Ze jsou to pravé vektory

Xkt (1)

Pak kaZdy vektor (90) je linearni kombinaci vektori (91), takZe
je

neboli
h
k~-1 — k-1
Alx, =% a, A 'x,,
v=1

kde a,,, jsou vhodné konstanty. Posledni rovnost miZeme psat ve
tvaru

h
A x, — Y a,x,]=0.
v=1
Odtud vidime, Ze vSechny vektory
h
Xon — Z Ay Xy
v=1

jsou linearnimi kombinacemi vhodnych, pro vSechny vektory tychz
nezavislych vektorit v poétu y,_,, nebof nul A*~! =y, _,. Odtud
pak plyne dale, Ze viechny vektory (87) jsou linearnimi kombi-
nacemi t&hto nezavislych vektorit (v po&tu y,.,) a vektorl
Xy, ..., X,, V poétu h, tedy celkem h + y,_, vektoru.

ProtoZe vektory (87) jsou nezavislé a je jich y,, mame

Yk S Yx-1 + A
neboli
h 2y = -1 = %-.

Tim jsme zjistili, Ze vektory
X1 Kk (92)

jsou linedrn& nezavislé.
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Nyni ukaZeme, Ze pro p = 0, 1, ..., k — 1 jsou vektory
A'x,, A'x,, ..., A'x,,

vektory fadu k — pu.

Nuze, pro f = 1, 2, ..., a, plati vztahy

1

AH(AMXg) = Afxg 0,
ATE AR = A = xpT %0,
¢imz je tvrzeni dokazano.
Zbyva zjistit,Zeprop = 0,1, ...,k — laproff = 1,2, ..., %
jsou vektory
Ax,
nezavislé.

V opacéném piipadé¢ plati relace tvaru

Ak e Ak

ZaoﬂXﬁ + ZalﬂAXﬂ + see + Zak._l’ﬂAk‘xxB = 0, (93)
=1 g=1 p=1

v niZ vSechny koeficienty a,,; nejsou nulové. Vynéasobenim rovnosti
(93) matici A*~* obdrzime

@K
Yagpxp ' +0+...+0=0,
=1

odkud plyne a,; = 0 vzhledem k tomu, Ze vektory (92) jsou neza-
vislé. Podobn& vynasobenim matici A*~2 obdrzime

aw=0, atd .y

takze v relaci (93) jsou viechny koeficienty a,, nulové. Tim docha-
zime ke sporu, ¢imz je diikaz proveden.

18.4. Véta. Necht matice A spliiuje pfedpoklady odst. 18.2.
Pak existuje « = o; + ... + o, vektorl

1, 2 2

1 . r r
X3, o X5 XYy X2 X XD (94)

s témito vlastnostmi:
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1. vektory

xi, ..., x, jsouftadur,
xi, .., x2_ jsoufadur —1,
xi, ..., x; jsoufadul;
2. prok =1,2,...,r — 1plati
Kk Jk+1 k k1
Axl =Xp s Axar—kn - x‘zr-k+l ’

3. vektory (94) jsou nezavislé.

Dukaz (uplnou indukei): Je-li r = 1, je véta spravna podle
pfedchazejici véty 18.3. Budiztedy r = 2. Nechtk = 1,2,...,r — 1
a predpokladejme, Ze existuji vektory

xhoxbs gk, Xk (95)

ar? Ar-k+1?

které maji tyto vlastnosti:

1. vektory

Xi, .., X}  jsoutadur,

k k . vz .

Xy, .o Xg _, Jsoufadur — k + 1 ;
2. prol £ u =k —1plati

Mo e+l u — gtt1

Ax{ = x{"', .., Ax‘,r_uH = Xg i1

3. vektory

Axi, ..., Ax% . jsoufadur — k

A kxk L AR jsou fadu 1 ;

Ar-k+1

4. vsechny vektory (95) a (96) jsou nezavislé.
Tento pfedpoklad je splnén pro k = 1, jak plyne z véty 18.3,
piseme-li v ni r misto k. UkaZeme, Ze pak existuji dalsi vektory

Xt xkr (97)

-

takové, Ze o vektorech (95) a (97) plati hofejsi vyroky 1 aZ 4,
v nichZ misto k piSeme k + 1. Tim bude diikaz véty 18.4 proveden.
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NuZe oznaCme

ko Jk+1 k o Jk+1
Ax] = xi7%, .., Axa'_k“ =X i1

takZe hofejsi vzorce plati i pro p = k. ProtoZe
nul Ar—k = Yr-k>

existuje y,_, nezavislych vektorl, které se linearni® substituci
o matici A"™* transformuji v nulovy vektor. Podle pfedpokladi
3 a 4 jsou vektory
k+1 k+1
Xyt xg
fadu r — k, a tedy se linearn{ substituci o matici A"~ transformuji
v nulovy vektor a jsou nezavislé. Existuji tudiz dalsi vektory

k+1 k+1
ar-k+1t 12 000 Bypoy

v poltu y,_, — &,_x4 takové, Ze se viechny vektory

k+1 k+1
xi, L, x

R R

transformuji linedrni substituci o matici A""* v nulovy vektor
a jsou nezavislé.

Prom = 1,2,..., y,_, 0znaCme

k+2 k+1
xt=Ax, ..., X

m m m
takze
k+2 k+1
x, = Ax," ",
r _ r—k—=1_k+1
x =A X, .
0 — Ar——kxk+l

m

Vezméme nyni v tvahu vektory
b YR (98)

Mezi témito vektory je aspon «,_,., nezavislych vektord, totiz
(jak plyne z pfedpokladu 4) vektory

r
Xr~k+1 "

r
XG0 X
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Podobné jako jsme v ditkazu véty 18.3 zjistili o vektorech (podle
tamngjsiho oznaceni) (90), zjistime i nyni, Ze mezi vektory (98)
je aspon h nezavislych vektori, kde

h g Yr=k = Vr—k-1 = %—k -

Pfi vhodném oznaceni jsou tedy nezavislymi vektory

r
Ar—k *

X1y iy X
Nyni ukazeme, Zze pro p = 0,1,...,r — k — 1 jsou

n k+1 n k+1
A*xT0, L., Afx

Ar ~k
vektory fadu r — k — p. Pro g = 1,2, ..., a,_, plati totiz vztahy
Ar—k-u(Apx;-*]) — Ar—-kxz-f] = 0’

A'_k_"—l(A“X’;,+l) — Ar-—k—lx;«H — X;] 4: 0

Zbyva zjistit, Ze vSechny vektory

xh ’x1,’
k+1 k+1
x] s axz,.-k,
+
A Ak

Ar—k—lx’i+l’ s Ar—k—lxk+1

Ar -k

Jsou nezavislé. V opatném pripadé totiz plati relace tvaru

ar Ar -k oy -k
1 k+1 k+1
Yoapx, + o+ Y apr g XY ap, AT 4+ L+

v=1 vt v=1

Ap -k
+ Y a, A =0,
v=1
pricemZ v8echny koeficienty a,.. ..., a,, nejsou rovny 0. Nasobime-
li vsak tuto rovnost postupné maticemi AT' A% . . A°,
zjistime, Ze viechny koeficienty a,,, ..., a,, jsou rovny nule. Tim
Jsme dospéli ke sporu a diikaz véty je ukonéen.
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Soustava o vektorii (94) o uvedenych vlastnostech se nazyva
normdlni soustava vektori pFislusnd k (a-nisobnému) charak-

T

teristickému korenu 0 matice A. Tento pojem nyni roziifime.

18.5. Definice. Nechf A je libovolni matice stupné n, necht
Ags ..oy A Jsou vSechny vzdjemné rizné charakteristické kofeny
matice A a necht «, B, ..., ¢ znaci nasobnosti té€chto kofen, takZe

w4+ B+ ... +0=n.

Pak kofen O charakteristické rovnice matice

A — A,E je a-ndsobny ,
A — A,E je B-nasobny,

A — AE je o-nasobny.
Necht normalni soustava vektori pfistuSnych k charakteristickému
kofenu 0 matice

A—-JLE je a,,a,,...,a
A — LE je by, b, ..., by, (99)

A—-JAE je s, s, ...,8,.

Pak soustava viech vektorf (99) v pottu n je tzv. normdlni soustava
vektori matice A.

18.6. Véta. Vektory soustavy (99) jsou nezavislé, takZe
étvercova matice stupné n ¢
[ay,....a, by, ..ibp sy 5y, .0y 8,]
je regularni.
Dukaz: Ve skupin€ vektor ay, ..., a, necht jsou vektory

uspofadany tak, Ze vektory vyS$§iho fadu predchéazeji vektory
nizsiho fadu. Podobné tomu budiZ v ostatnich skupinach soustavy

(99).
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Predpokladejme, Ze vektory (99) nejsou linearné nezévislé,
takZe existuje linedrni relace

a 8
Yma,+Ynb + ...+ ps, =0, (100)
n=1 v=1

pfiCemZ né€ktera z Cisel m,, n,, ..., p, nejsou nuly. MiZeme pfed-
pokladat, Ze n€ktera z ¢isel p, nejsou nuly, nebot v opa¢ném pfi-
padé€ si obdobnou situaci opatfime vypusténim posledniho souctu,
popf. nZkolika poslednich souttdi vlevo. Ozna¢me relaci (100)
strué¢né symbolem

{ay,..,a, by, .. by sy, .8} =0,
KdyZ vektor na levé a na pravé strané v relaci (100) vynasobime

matici A — A,E, obdrZime

-3

Y m,[(A - LE ] + . +n=§l (A - AE)s]=0.

=

(101)
Kdyz vektory a, ..., a, oznatime tak jako v (94), vidime, Ze
vzhledem k relaci (88) je

-2

Y mJ[(A - A4E)a,] = mxi+ mx3+ ...+ m,x +
n=1
Tt M XG, = A, L+ 1,0, s+ M, A,
Dale napf. je
n[(A - 2,E)b] = nJ[(A — 4,E) + (1, — 1,) E]b, =
= nv(A - 'IZE) bv + nv(ll - '11) bv s
takZe
[
Y n[(A-AE)b] = (A — A) [nby + ... + ngby] +
v=1
+ nlb,,”+1 + ...,

pficemZ f,, je posledni charakferistické ¢islo matice A — 4,E pfi-
slusné ke kofenu 0.

Je tedy relace (101) tvaru

{@y41s - @by, by sy, .85} =0.
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Ptipadnymi dal$imi n4sobenimi matici A — A,E a pak maticemi
A— /,E ..., A— ], Edojdeme k relaci

{s5,....8,} = 0. (102)

Podle pifedpokladu nejsou vSechna &isla p,, ..., p, rovna nule.
Je-li napf. p; + 0, podobné jako vyse obdrZime

pi[(A—=AE)s ] = p,[(A— AE) + (A, — 1)) E]s, =
- pi(2y — A)) sy + pys,, + ...,

kde o, > 1. Je tedy koeficient pfi s, v relaci (101)
pi(% — 7).

Podobn& koeficient pfi s, v relaci (102) je p,-krat soucin
vhodnych mocnin rozdiltt 4, — 2, pro i # k. Je tedy tento koe-
ficient rizny od nuly. To je viak nemoZné, nebof podle vyznamu
jsou vektory s, ..., s, linearné nezavislé. Tim je véia dokazana.

18.7. Invariantni podprostory urfené normalni soustavou vek-
tori. V tomto odst. necht T znadi téleso komplexnich Cisel.

Bud A ¢tvercova matice stupné n nad félesem T a V, arit-
meticky n-rozmérny vektorovy prostor nad télesem T. Bud dale
o zobrazeni prostoru V, do sebe urcené matici A, takZe pro kazdy
vektor x eV, je /x = Axel,.

Bud 7, charakteristicky kofen matice A's nasobnosti x(=1)
ada,, ..., % prislusna charakteristicka Cisla. Podle véty 18.4 existuje
normalni soustava vektorit pfislusnych ke kofenu 2,

1

aj,....a, ,
2 2

ai, ...... La; ., (103)
r r

ay, . ,a;,

Tato soustava se vyznacuje tim, Ze se kazdy vektor, pokud jcho
symbol neni v poslednim fadku, transformuje matici A — 4,E
ve vektor, jehoZ symbol je pravé pod nim, kdeZto vektory v posled-
nim fadku se transformuji ve vektor 0.
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Plati tedy vzorce
(A-JE)a! =a"*! pro 1 <
(A-/E)a" =0 pro U=r

(V = 19 R OCr—u+1) ’

=

IIA

~
I

neboli
Ad!

I

i@ +a  prol S

IIA
|

Ad, = /,a) pro w=r.

Tyto vzorce ukazuji, Ze vektory, jejichZ symboly stoji v tabul-
ce (103) v témze sloupci, uréuji v prostoru V, podprostor, ktery
je pfi zobrazeni &/ invariantni. Rozmér tohoto podprostoru je
dan poctem vektorl v onom sloupci.

Napf. podprostor v prostoru V, urfeny vektory v prvnim
sloupci tabulky (103) je pfi zobrazeni «/ invariantni, protoZe
«/-obraz kazdého z téchto vektori leZi opét v fomto podprostotu:

. 1 2 5 2 -
da; = /.4, + aj.a; = ),a; + a;,...,dd," =
PP Lo | r r__ 7 A .
=40, " + a}, &a| = /4] ;
uvazovany podprostor je ziejmé€ r-rozmérny.
Vidime, Ze normalni soustava vektort pfisluSnych k charak-

teristickému kofenu £, matice A urcuje v prostoru V, podprostory,
které jsou pfi zobrazeni ./ invariantni, a sice

7, podprostori r-rozmérnych ,
7,1 — %, podprostorit r — l-rozmérnych ,
o, — 2, podprostorl I-rozmérnych ,

celkem tedy «, invariantnich podprostord.

Ke kazdému charakteristickému kofenu 4, ..., 2, matice A
patii takova soustava podprostort v prostoru V,, z nichZ kazdy je
pii zobrazeni ./ invariantni. Pfi oznaceni jako v definici 18.5
tvofi baze téchto podprostort dohromady bazi prostoru V,

a,...a;b, .. bS8,
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Prostor V, je tedy pfimym souétem onéch invariantnich podprosto-
i, jichZ je celkem a; + B, + ... + o, pfiCemZ oviem ay, B, ...
..., 0y znadi nejvétsi charakferistické ¢islo patfici ke kofenu Ay, 4,,
..., 4. Podle odst. 8.4. ma matice soufadnych vektort &/-obrazii
prvkl uvedené baze diagonélni tvar.

Napt. matice soufadnych vektorit &/-obrazit prvkl baze
aj, ..., @} invariantniho r-rozmérného podprostoru o némZ byla
vyse fe, je vzhledem k oné bazi

" T4 00 ...00)
1 4,0 .00

Viimnéme si, Ze podle odst. 8.4. plati vztahy
B = Q— ! AQ s
pfi¢emZ B znadi matici soufadnych vektori o/-obrazi prvka hofej-

§i baze prostoru ¥, a Q matici této baze.
Dosli jsme k tomuto vysledku:

K matici A existuje ¢tvercovd matice B stupné n, kterd md
tvar

B=Q 'AQ
a je blokové diagonalni
B = diag (B, ..., By).

Pritom kazda z (Stvercovych) matic By, ..., B, patfi k n¢kterému
kofenu a matice A a je tvaru

a0...00
1a...00 (104)
00...1a

Podet matic patficich k témuZ kofenu a je roven nejvétimu
z charakferistickych &isel matice A pfisluSnych k tomuto kofenu.
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