Zéklady teorie matic

22. Pfehled teorie elementarnich délitelti

In: Otakar Bortivka (author): Z4klady teorie matic. (). Praha: Academia, 1971. pp. 152--161.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401351

Terms of use:

© Akademie véd CR

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/401351
http://project.dml.cz

22. PREHLEQ TEORIE ELEMENTARNICH
DELITELU

V nasledujicich odstavcich 22.1.—23.7. uvedeme struény
prehled dulezité teorie elementarnich délitelti, ktera pochazi od
K. Weierstrasse (v. 20.1.). Véty uvadime vétSinou bez dikazi.
T znadi t€leso kombplexnich &isel.

22.1. Definice svazku matic. Nechf A, B znaci Cétvercové
matice téhoz stupné n nad télesem T, pficemz A je regularni.
MnoZina étvercovych matic stupné n tvaru

AA + B,

kde 2 znaci libovolné cislo, se nazyva reguldrni svazek matic
uréeny maticemi A, B.

22.2. Zavedeni pojmu elementarnich délitelu regularniho svazku
matic.

1. Necht D, znali(pro k = 1, 2, ..., n) nejvétsiho spolecného
délitele vSech minor( k-tého stupné v matici ZA + B.

Je tedy D, polynom proménné 4 stupné =<k. Zvlasté¢ pak
D, = |AA + B| je polynom stupné n, nebof |A| = 0.

Snadno se zjisti, ze pro k= 1,2,...,n — 1 je polynom
D, . délitelny polynomem D,, takZe

Diss .
D,
je polynom proménné A.

2. Zvolme libovolny polynom A — a (a je komplexni &islo),
zvany struén€ zdklad. Oznaéme h, exponent nejvy$§i mocniny
zakladu A — a, kterd déli polynom D,. To znamena, Ze kdyZ
A — a nedéli D,, pak je h, = 0. KdyZ ale 4 — a d¢li D, pak také
(4 — a)™ d&li D,, zatimco (2 — a)"*! ned&li polynom D,.
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3. Vlastnosti exponentll h, (pro libovolny zaklad A — a):
a) by < hyyy s

piicemZz znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz h,,, = 0.

b) KdyZ pro uréité j nastane h; = 0, h;,, > 0, pak

hy=h,=..=h;=0,
O<h;,y<..<h,.

4. Polozme

ey =hy, ey, =hy, —hy..,e,=h,—h,_;. (120)

Potom plati: a) e; = 0 jen tehdy, kdyZ h, = 0;

b) e; ey ... Z e

= %n>

¢) KdyZ pro urcité j plati e; = 0, e;,, > 0, pak je

ep=ey=..=¢;=0
€y >0,€4,>0,¢,>0. (121)
pficemz
€ior + iy + .+ ey =1, (122)

5. Jsou-li ¢ Cisla definovana vztahy (120) a plati-li (121),
pak polynomy

(2 =a) 1 (4 - a) it (2= a)t (123)

se nazyvaji elementdrni délitelé matice AA + B, popf. elementarni
délitelé svazku AA + B nebo téZ determinantu |1A + B| patfici
k zakladu A — a.

22.3. Véta. 1. Elementarni délitelé (123) mohou patfit jen
k zikladu 4 — «a, ktery d&li determinant |1A + B|.

2. Soucin elementarnich déliteld patficich k témuz zakladu
A — a je roven nejvyssi moeniné (4 — a)™, kterd dé&li determinant
|AA + B|.
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3. Soucin vSech elementarnich déliteltt patficich ke viem
moZznym zékladim je roven aZ na multiplikativni konstantu
determinantu |1A + B|.

Diikaz: 1. KdyZ A — a ned&li determinant |AA + B|, pak
viechna
hyo=h_,=..=h =0,
a tedy téz

e, =¢€e,_;, =...=¢€; =0.

\

2. Druhé tvrzeni plyne ze vztahu (122).
3. Tteti tvrzeni je disledkem druhého.

Priklad 22. Uréeme vSechny elementarni délitele svazku
AA + B, pfi¢emZ matice A, B jsou

a; 0 0 0 by 0 0 0
10 a;, 0 0 {0 b, 0 0
A= 0 0 a, 0 |’ B = 00 b0}
0 0 0 a, 0 0 0 b,
a aja, £ 0.

Reseni:

la, + b, O 0 0

_ 0 Aay + by 0 0

PA+B=1 0 a,+b, 0

0 0 0 Aay, + b,

Ziejmé je |1A + B| = (la, + b,)* (Aay + b,) = aja, (A + b,[a,)’.
. (A+b,/a,). Piedpokladejme, Ze (b,/a,) # (b,/a,). Pak eJementérni
délitelé mohou pfisluset pouze k dvéma zikladim, a to A + b,[a,,
A+ byla,.

1. Pro zéklad A + b,/a, ziejmé je

hy=0,h,=1,hy=2h, =3,

e; =0,e; =1,¢y =1,e, =1.
PtisluSni elementarni délitelé jsou tfi a jsou vesmésrovnid + b, /a,.
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2. Pro zaklad A + b,/a, zfejmé je
hl =O,h2=0,h3=0,h4=1,
e; =0,e; =0,e3 =0,e; =1.

PrisluSny elementarni délitel je A + b,/a,. Soudin vSech elementar-
nich délitell je roven

1

a?az

(A + byfa,)* (A + byfa,) = |AA + B|.

22.4. Definice. Necht polynom A — a déli determinant
|AA + B|a necht (pro k = 1,2, ..., n) maji &sla h, vyznam uvede-
ny v odst. 22.2.2.

Kazdy minor k-tého stupné v matici AA + B, délitelny
mocninou (A - a)"", se nazyva reguldrni minor k-tého stupné
vzhledem k zakladu A — a.

22.5. Véta. 1. KaZdy regularni minor stupné k (pro k =
=2,3,...,n) v matici 1A + B vzhledem k zdkladu A — a
obsahuje aspoii jeden regularni minor stupné k — 1 vzhledem
k témuz zakladu 4 — a.

2. Kazdy regularni minor stupné k — 1 v matici AA + B
vzhledem k zakladu A — a je jako minor obsaZen v aspoii jednom
regularnim minoru stupné k v matici AA + B vzhledem k témuz
zakladu 4 — a.

Diikaz viz napt. [13], 7—11.

Na zakladé uvedenych vét se da dokazat nasledujici véta.

22.6. Weierstrassova véta. Necht A, B jsou libovolné matice
stupné n, z nichZ A je regularni. Necht

(A =a)" (A= ay)? .., (42— a,)™
predstavuji vSechny elementarni délitele determinantu [AA - BI,
pti¢emzZ a,, a,, ..., a,, nemusi byt vzijemné& ruzné, takze
e, +e;+ ...+e,=n.
Pak existuji regularni matice H, K stupné n, pro néz plati
HAK = E, HBK =W,
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kde

a1 0...0 | b h
0 a;1...0 | Lo
.......... | 0 , 0 ey
000..1
000...a! Lo
) (a1 0.0 | W
10 a,1...0
0o ; ........... 0 ez
W= 000...1 | (129)
000..a,
a,1 0...0
0 a,1...0
0 0 I em
' 000..1
00O..aq,

22.7. Poznamky. 1. Matice AE — W je tzv. Weierstrassiv
kanonicky tvar svazku /A — B,

2. Vsimnéme si, Ze v uvedeném tvaru matice W se vyskytuji
pouze kofeny a exponenty elementarnich délitel svazku AA — B.

3. Véta 22.6 ma Cetné aplikace. Jednou z nich je napf.
nasledujici véta, kterd udava nové feSeni problému z odst. 20.1
o soucasné transformaci dvou matic.

22.8. Véta. Necht P, Q; P,, Q, znali dva pary matic téhoZ
stupné n a necht je napf. matice P regularni.

Pak existuji takové regularni matice H, K stupné n, Ze je
P, = HPK, Q, = HQK (125)

pravé tehdy, kdyz ]P,I + 0 a kdyZ oba svazky matic /P — Q,
/P, — Q; maji vechny elementarni délitele stejné.
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Diikaz provedeme jen v hrubych rysech. a) Uvedena pod-
minka je nutna. Existuji-li regularni matice H, K o vlastnostech
(125), dostavame

|P,| = |H[ [P[|K] + 0,
takZe P, je regularni. Dale pro libovolné &islo A je

P, — Q, = H(P — QK.
Odtud plyne

2, - @, = 1| ip - | lk| = P - @

kde ¢ # 0 je vhodna konstanta. Proto zaklady elementarnich déli-
teldt obou svazkt AP — Q, /P, — Q, jsou stejné. D4 se dokdazat
(dﬁkaz neuvadime), Ze i jejich exponenty jsou stejné.

>

b) UkaZeme, Ze uvedend podminka je postacujici. Necht
|P| + 0. [PI{ #+ 0 a necht

(2= a)" (2= a) . (4 = a,)m

jsou elementarni délitelé obou svazkt AP — Q, AP, — Q,. Podle
Weierstrassovy véty 22.6 existuji takové regularni matice H,, K,;
H.. K, stupné n, Ze je

HPK, =E, HQK, =W,
H,P K, =E, H,QK,=W,
kde W zna¢i matici kanonického tvaru. Odtud plyne
P, = (H;'H)) P(K,K;") ,
Q, = (H;'H)) Q(K,K;").

Existuji tedy takové regularni matice H = H; 'H,, K = K,K;'!
stupné n, Ze je

P, = HPK, Q, = HQK.
22.9. Véta o podobnych maticich. Dvé matice A. B téhoz
stupné n jsou podobné pravé tehdy, kdyZ charakteristické determi-

nanty téchto matic maji stejné elementarni délitele.
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Dtikaz: a) UkaZme nejprve, Ze uvedena podminka je nutna.
Necht matice A, B téhoZ stupné n jsou podobné. Pak existuje
takova regularni matice Q, Ze je

B = Q!AQ.

Zaroven plati
E=Q 'EQ, [E] =1.

Tedy podle ptedeslé véty oba svazky matic AE — A, AE — B maji
vSechny elementéarni délitele stejné. AvSak

|AE — A = (—1)"|A — E|, |iE — B| = (—1)"|B — if|.

Proto také determinanty |A — 1E|, |B — AE| maji stejné elementar-
ni délitele.

b) UkaZme nyni, Z¢ uvedena podminka stali. Nechf tedy
|A — JE|, |B - }.EI, a tudiz i |1E — A, |AE — B| maji stejné
elementarni délitele. Pak podle véty 22.8 existuji takové regularni
matice H, K, Ze je

E = HEK, B = HAK.

Odtud mame H = K™!, B = K" 'AK, takze matice A, B jsou
podobné.

22.10. Weierstrassiv neboli Jordaniv kanonicky tvar matice.
Bud B libovolna matice stupné n. Vezméme v tivahu matice E, B,
kde oviem E je jednotkova matice fadu n. Svazek matic AE — B
je zfejmé matici B jednoznacné€ uréen a je regularni.

PouZijme Weierstrassovu vétu 22.6 na matice E, B. Podle ni
existuje regularni matice K stupné n, pro niz plati

K 'BK = W,

»

kde matice W ma tvar (124). Pfitom a,, a,, ..., a,, znadi kofeny
a eye,,...,e, exponenty piislusnych elementarnich déliteld
svazku AE — B.

Matice W se nazyva Weierstrassiv neboli Jordaniiv kano-
nicky tvar matice B, struénéji kanonicky tvar matice B.

Vidime, Ze kazda ¢tvercova matice je podobna svému kano-
nickému tvaru.
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Priklad 23. Uréeme pro matici A z prikl. 19 a 20

1. elementarni délitele svazku matic AE — A;
2. Weierstrasstiv kanonicky tvar tohoto svazku;
3. kanonicky tvar matice A;

4. matici K, ktera pfevadi matici A na jeji kanonicky tvar.
Reseni: 1. UvaZovany svazek matic je

A 1 -1 0
2 i-1 -1 1

E-A=l 0 a1 o (126)
0 -2 +2 2
Protoie AE — A = — (A — ZE), li3{ se v maticich AE — A

a A — JE stejnolehlé minory 1. a 3. stupné pravé jenom zna-
ménkem, kdeZto stejnolehlé minory 2. a 4. stupné jsou stejné.
Odtud vzhledem k vypoétim v prikladu 19 (str. 100) mame

JE — A =%,

takZe elementarni délitelé svazku (126) patii pouze k zakladu A.
Dile dostavame s pfihlédnutim k oném vypocCtim

’11 =0,112:O,,13=1,h4=4,

I

ey =0,e; =0,e5 =1,¢, =3.

Elemenfarni dé&litelé svazku matic 2E — A jsou tedy 4, A°.

2. Weierstrassiv kanonicky tvar tohoto svazku je

0 0 0
i 04 —1 0
E-W=100 1 -

00 0 2

3. Kanonicky tvar matice A je matice W.
4. Matici K ur¢ime ze vztahu K~ AK = W neboli

AK = KW. (127)
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Oznacime-li

mame vztah (127) ve tvaru

0-1 1 0
-2 1 1 -1
2 -1 -1
0 2-2 0

a, b, ¢, d,

a, by, ¢, d
K=|% % ¢4

as by ¢z dy|’

a, by ¢y dy
a, b, ¢, d, a, b, ¢, d;}1{0000
az b2C2d2 _ (12 b2C2 (12 0010
ay by ¢5 ds| |a;y by cy dy||000 1
ay b4 Cq [14 dy b4 Cy 114 0 00 0

Odtud po vynasobeni obdrzime porovnanim stejnolehlych prvka na
obou stranach celkem 16 linearnich rovnic a 16 neznamych

ag, by, cy, .

.., d4. Obecnd teorie zaruCuje, Ze tyto rovnice maji ne-

trivialni feSeni, tj. Ze vSechny neznamé nejsou rovny nule.

Dostavame rovnice

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
()
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
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—a; +
— b, +
— ¢, +
—d, +
—2a; + a, + a; —
—2b, + b, + by —
—2¢, + ¢4 + 3 —
—=2d, +d, + dy —
2a, — a, — d; + a,
2b, — b, — by + b,
2c; —cy — ¢y + 4
2d, —d, — dy + d,
2a, — 2a,
2b, — 2b,

2¢;, — 2¢y =
2d, — 2d,

a; =0,
b3=0,
=b1‘

dy =

C3

a, =

by



ProtoZe rovnice (13), (14), (9), (10) jsou nésobky rovnic (1), (2),
(5), (6), mtZeme je vypustit, takZe k Fefeni zbyva tato soustava
rovnic

(1*) a3 = a,, (5*%) a, = —2a, + 2a,,
(2%) by =b,, (6%) by = —2b, + 2b,,
(3*) ¢y =b,4+c;, (T ¢4 = —=2¢, +2, +b, —b,,
(4%) dy=c¢, +d,, (8%) dy = —2d, +2dy +¢; — ¢y,
(9%) ¢y = —2¢; +2¢;, + by + by,
(10%) dy = —=2d; 4+ 2dy + ¢, + ¢5 + by,
(I1%) by = 2¢, —2¢, — 2b, = —2b,,
(12%) ¢, = 2y — 2dy — 26, = —2¢, .

Z rovnic (9%) a (7*) plyne
b, =0,
kdezto 2 (8*) a (10*) mame
2¢, = —b, .
Dosadime-li tyto dva vysledky do predeSlych rovnic, dostaneme

ay = dy, dy= d, +¢;, dy= =2d; +2d;,+ ¢, +1b,
by =by=0, a; =2a, — 2ay;. 2¢, = —b,.
2¢5 = by, by = =2b,, cy = —2¢¢

Mame tedy 10 rovnic pro 16 neznamych. Muzeme proto 6 velicin
zvolit (ale tak, aby matice K byla regularni).

Zvolime-li napt. a, =0, b; =2, ¢, =0,d, =1, a, =1,
dy =0, pak bude b, =0, ¢, = —1, ay=1, by =0, ¢ =1,
dy=0,a,=2by,= —4 ¢; =0, dy = —1 a obdrzime

0 2 0 1
I 0 -1 0
K=l o 1 of
2 -4 0 —1
pfitom |K| = —4, takZe matice K je regularni.
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