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23. KLASIFIKACE REGULARNICH PARU
MATIC

V této kapitole struén€ pojedname o klasifikaci regularnich
part matic, zaloZené na pfedchazejici teorii. Nejprve uvedme na-
sledujici vétu (dikaz viz napf. [19]. 39—41):

23.1. Véta. Jsou-li a,,a,,....a, libovolna ¢&isla, kdezto
€, €,, ..., e, libovolna pfirozena ¢isla, pronéZjee, + ¢, + ... +
+ e,, = n, pak svazek matic

/E — W

stupng n, kde W znaci matici (124) (odsi. 22.6) utvofenou z Cisel
Ay Ay ..., €y, €y, ...,e, Mmad pravé tyto elementarni délitele

(), - al)e,’(;~ - az)c}q LR ) (}' - (Inl)e'" N

Podle této véty existuji tedy svazky matic libovolného stupné
n, které maji predem dané elementar:i délitele.

23.2. Definice regularniho paru matic. Reguldrnim pdrem
matic rozumime par ¢tvercovych matic téhoz stupné, z nichz asponi
jedna je regularni, pfiCemz si je myslime uspovadany tak, ze vidy
prvni matice je regularni.

23.3. Segreova charakteristika regularniho parusmatic. Necht
A. B je regularni par matic stupné€ n a necht polynomy

(4 - u,)c:". - al)":’h .
(A= ar) ' (2= ay) ke

pfedstavuji véechny elementarni délitele svazku A — B, pficemz
cisla ay, a,, .... a, jsou vzajemné razna.
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Pti oznaceni elementarnich délitelt jsme volili takové uspota-
dani. Ze exponenty ¢; pfislusné k témuZz zdkladu s rostoucim in-
dexem nerostou, takze je napf.

ey 2 ey = ...z e atd. .

a kromé& toho k, = k, = ... = k,.

Dale ovsem plati
iAo e+ el =0, (128)

Pak k regularnimu paru matic A. B pfifazujeme tzv. Segreovu
charakteristiku pdaru matic A. B:

[(ereover) (el el) (e iel)] . (129)

Tedy kazdy regularni par matic A, B ma urcitou Segreovu charak-
teristiku, kterd udava
1. pocet vzajemné raznych zakladt elem. déliteld svazku
+A — B.
2. exponenty elem. délitela. pfisluSnych ke kazdému zakladu.

V pfipadé A=E mluvime o Segreové charakteristice matice B
Segreovou charakteristikou matice B rozumime Segreovu
charakteristiku regularniho paru matic E, B.

Priklad 24. Urcéeme Segreovu charakteristiku matice A
uvedené v prikladu 19.

eSeni: Svazek matic JE — A ma elementarni  délitele
(viz ptiklad 23)

takZe pocet ruznych kofent ay je h = . Prislu§né exponenty uspo-
fadané podle velikosti jsou e, = 3 > ¢, = |. Proto Segreova
charakteristika matice A je [(3. 1)].

23.4. Pocet vzajemn¢ ruznych Segreovych charakteristik regu-
larnich part matic stupn¢ n. Vezméme v Gvahu mmnoZinu viech
regularnich pari matic stupnd n. kde n znaci libovolné (ale
pevné) prirozené Cislo.




Kazdy regularni par matic ma jistou Segreovu charak-
teristiku (struéné charakteristiku), avSak vzajemné rtznych cha-
rakteristik je pouze konecny pocet. To plyne z toho, Ze Cisla kazdé
charakteristiky jsou pfirozena a podle (128) je jejich soucet roven n.

Mysleme si vSechny rozklady ¢isla n v prirozené scitance
usporadany tak, Ze na prvnim mist€ je rozklad obsahujici pouze
jediného s¢itance (tj. ¢islo n samo), pak rozklady o dvou scitan-
cich, pak o tfech s¢itancich atd., az kone¢né rozklad o n s¢itancich
rovnych jednick&m.

Tak napf. pro n = 4 mame rozklady
4:3,1:2,2: 2, 0,1 L1,

Zatadme nyni Cisla kazdého uvazovaného rozkladudo i = 1,2, ...
..., n skupin (pokud to jde) a uspofadejme je v kazdé skupiné tak.
aby nerostla. Mimoto uspofadejme vSechny tyto skupiny podle
poctu Cisel tak, Ze prvni skupina obsahuje nejvice ¢isel, atd. Pocet
viech mozZnych charakteristik regularnich part matic stupné n
je zfejmé nanejvys roven poctu téchto usporadanych skupin.

Napf. pro n = 4 dostancme celkem 14 skupin tvaru
pro =1t 4; (3,0): (2,2); (2,1,1): (1.1.1.0):
proh = 2: 3,17 2,25 (2.0),05 (11).2; (1)) (L)
proh = 3: 2.1.1; (1,1),1,1;
proh =4: 1,1,1,1.

Vratme se opét k obecnému n. Z véty 23.1 plyne, Ze existuji
regularni pary matic fadu n, které maji predepsanou charak-
teristiku. Odtud plyne, Ze vSech moznych charaktéristik regular-
nich part matic stupné n je pravé jenom tolik, kolik je skupin,
o nichZ jsme vpfedu mluvili.

Tak napf. kazdy regularni par matic stupné 4 ma jednu
z téchfo charakteristik

[4], [G.0]) [(2.2)) [.1.0] [(L61D] 5

[3.1]. [2.2], [(2,1).1], [(1.0,2], [(L0.(n0] ()]s
2,017, [(L0, 0] 1],
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23.5. Definice t¥idy regularnich paré matic. MnoZina viech
regularnich pard matic stupné n, které maji stejnou Segreovu cha-
rakteristiku, se nazyva tfidou uvaZovanych regularnich para matic.

MnoZina v$ech regularnich pari matic stupné n se tedy roz-
pada na kone¢ny pocet tfid, pfi¢emz viechny pary téze tiidy se daji
regularnimi maticemi pfevést na stejny kanonicky tvar téhoZ typu.

PFiklad 25. Uvedme v kanonickém tvaru vSechny tfidy

regularnich pard matic stupné 4.

Reseni: Znadi-li E jednotkovou matici fadu 4, pak kazdy
regularni par matic stupné 4 se da pfevést na jeden z téchto kano-
nickych tvaru:

(1) E

(5) E

(1) E

) E

ra, 1 0 07
0 a, 1 0
0 0 a, 1
0 0 0 a,]
ra, 170 01
0 a4, 0 0
0 0 a 1
0 0 0 a]
4, 0 0 01
0 a, 0 0
0 0 a0
Lo 0 0 a]
ra, 10 01
0 a, 0 0
0 0 a L
0 0 0 a,]
ra, 0 0 07
0 a, 0 0
0 0 '!a, 1
0 0 0 a,

(2)

)

(6)

(8)

(10)

E,

m

ra; 10 107
0 a; 110
0 0 a,;O
0 0 0 a]
rfa, 110 07
0 a,'0 0
0 0 a0
0 0 0 !a
a;, 1 0 EOj
0 a; 110
0 0 a0
0 0 0 ia,]
ra, 1,0 01
0 a; 10 0
0 0 ia|

0 0 0 a
Fa, 10 0 0
0 ia, 10 0
0 0 la,i0
0 0 0 a,]
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ra; 10 0 01 fa, 110 01
ST |
0 a, |0 O 0 a,'0 0
E '___w_“_____] . ‘_-_
(1) E 0 0 ia (0 |’ (1) E, 0 0 iayjo |’
[0 0 0 |a, [0 0 0 ja;
fa, 10 0 01 fa,'0 0 01
0 ia,'0 0 0 ia, 0 0
(13) E, 0.0 (a, 0| (14) Elg ay 0
0 0 0 |a; (0 0 Oia,

Tyto pary maji charakferistiky uvedené v odst. 2.4. Napf.
par (1) ma charakteristiku [4], par (2) charakteristiku [(3,1)],
atd. Zdluraznéme, Ze pismena a, s rliznymi indexy znaéi rtzna
Cisla.

23.6. Poznamka. Uvedli jsme, Ze se vSechny regularni
pary matic stupné n, které patii do tézZe tiidy, daji pfevést regular-
nimi maticemi na tyZ kanonicky tvar. Pfitom ¢&isla a, vyskytujici
se v kanonickém tvaru jednoho paru nejsou vidy rovna ¢&islim a,
vyskytujicim se v kanonickém tvaru druhého paru. To oviem
souvisi s tim, Ze charakteristika kazdého regularniho paru matic
A, B udava pocet h vzajemné rfiznych zakladli elementarnich
délitela svazku 1A — B a exponenty elementarnich délitelt patfi-
cich k jednotlivym zakladiim; neudava vsak tyto zaklady, tj. pfi-
slusna ¢isla a,.

Napf. regularni par matic E, A stupné 4, kde A znac¢i matici
uvedenou v pfikladu 23, mé charakteristiku [(3,1)] a jeho kano-
nicky tvar je

0100 .
0010 .
E, 0000 ,takZea, = 0.
0000
Regularni par matic E, B, kde
1100
0110
B~ oot1of
0001
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ktery je jiz v kanonickém tvaru, ma téz charakteristiku [(3,1)],
takZe patifi do téZe tfidy jako pfedesly par E, A, tfebaze a, = 1.

23.7. Véta. (souvislost mezi Weyrovou a Segreovou charak-
teristikou matice). Bud A &tvercova matice stupné n a 4, n&ktery
jeji kofen o nasobnosti a. Budte

oy

v

a4 = ... 2 2, (>0) (130)
charakteristicka ¢isla matice A patfici ke kofenu 4, a
e 2e 2 ... 2e(>0) (131)

exponenty elementarnich déliteld svazku AE — A pfisluSnych k za-
kladu A — Z,.

Pak je j = «; a mezi Cisly (130), (131) jsou vztahy

€ = .. = (’ar = Fr N
by = ..o =€, =r—1,

Dukaz: Podle odst. 18.7 existuje Ctvercovd matice B
stupné n, kterd je podobna matici A a ma blokové diagonalni
tvar

B = diag (B, ..., B)).

Pfitom kazda z (Etvercovych) matic B, ..., B, patii k n&kterému
kofenu a matice A a je tvaru (104).

Pfi vhodném oznaleni matic B; (i = 1, ..., k) patii ke kofe-
nu 4, matice

B, ,...B, stupnér,

., stupnér — 1,

tedy celkem x, matic.
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Matice B’ (sdruZena s B) ma tyz tvar jako matice W (124),
pfiemz je
e, =...=¢ =T .4 =..=¢ =r-—1;...
ey = .o =€, = 1.
Podle véty 23.1. jsou
(A =2 (A = 4= (132)
vichni elementirni délitelé svazku AE — B’ patfici k zakladu
l - )'l'
Matice B’ je podobna matici B (19.8) a tato matici A.
Matice B’ je tedy podobna matici A (19.2.3). Polynomy (132) pied-

stavuji tedy vSechny elementarni délitele svazku AE — A patfici
k zékladu 2 — 4, (22.9). Tim je dikaz proveden.
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