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Uvod do teorie grup. 3

I. MnoZiny.

1. Zadkladni pojmy o mnoZinach.

V. matematickém néazvoslovi uzivime slova mnoZina nahradou za
slovo mnozstvi, které ma v Sesti rtiznych padech stejnou koncovku a proto
jest po jazykové strance méné vhodné. V nasi matematické literatute
slovo mnozina zdomacnélo a oznacuje jeden z nejdulezitéjsich pojmi;
z toho diéivodu se zda jeho prijeti do oficidlniho slovniku ¢eského jazyka
jenom otazkou ¢asu. :

MnoZinou rozumime souhrn néjakych véci, které nazyvame proky
mnoziny. Kazda mnozina jest svymi prvky jednozna¢né urcena; kdyz dvé
mnoziny A, B maji tytéz prvky, nazyvame je tdentické anebo rovné a pi-
feme A = B, kdezto v opadném piipadé je nazyvame rizné a piseme A = B.
Piiklady mnozin jsou: [1] mnozina skladajici se z nasledujiciho znaku: a
[2] mnozina slov oti§ténych v této knizce [3] mnozina vSech prirozenych
¢isel 1,2,3,... V na8ich tvahach budeme c¢asto jednati o mnozinich
mnozin, t. j. o mnozinach, jejichz prvky jsou opét mnoziny; z jazykovych
divodi Fikdme radéji systém mnoZin misto mnozina mnozin. Prikladem
jest [4] mnozina, jejiz prvky jsou mnoZiny pfirozenych ¢&isel, z nichz
jedna se sklada ze vSech prvocisel 2, 3, 5,7, 11, ..., dalsi ze vSech soudint
vidy dvou prvodisel, dalsi ze vSech soudint vzdy t¥i prvocisel, atd.

Nejdastéjsim obsahem nagich Gvah bude zkoumdni vztaht nlezi
mnozinami a jejich prvky. Nékdy bude tdelné nékteré mnoziny a prvky
od ostatnich odlisiti a pak si je pojmenujeme. K tomu si stanovime po-
~ v8echnou smérnici, Ze mnoziny budeme zpravidla oznacovati velkymi
latinskymi pismeny, na pt. 4, a prvky mnozZin latinskymi pismeny ma-
Iymi, na p¥. a. V pFipadé systémt mnozin vede toto pravidlo k oznacovani
jak systémt mnozin tak i jejich prvka velkymi latinskymi pismeny a pro-
to se od ného odchylime; systémy mnozin budeme oznadovati velkymi
latinskymi pismeny s pruhem, na p¥. 4, a jejich prvky, tedy opét mno-
Ziny, malymi latinskymi pismeny s pruhem, na pf. a.

Pro nékteré pojmy a vyroky, které se v nasich tvahich vyskytnou,
zavedeme vhodné nazvy a symboly. VSeobecné feGeno, mohou se mate-
matické spisy bez takovych pomticek obejiti jenom stézi, ale doporuduje
se nazvy a symboly zavadéti s rozumem. Ostatné ani v dennim Zivoté ne-
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mdme na pr. pro zeté syna bratrance nevlastni matky zvlastniho nazvu,
kdezto symbolu m k oznaceni metru uzivime napotad.

Kdyz a, b zna¢i tutéz vée, piseme a = b, kdezto opaény pmpad vy-
jadiujeme symbolem @ = b. Kdyz néjaka véc a jest prvkem mnoziny 4,
piseme a € 4. Kdyz néjaka mnozina A4 jest souhrn véci, které jsme ozna-
¢ili @, b, c, ..., piseme 4 = {a, b, c, ...}. Na pI. jest {a} symbol hotejsi
‘mnoziny [1] a {1, 2, 3, ...} jest symbol mnoziny [3]. Také si jednou pro-
vidy stanovime, Ze se zavedenych nazvi nebudeme drzeti vzdycky do-
slovné, nybrz prihlizejice k duchu jazyka si dovolime odchylky, pokud
ovSem nebudou na Gjmu presnosti vykladu. Tak na pf. misto ,,mnozina A

jest souhrn prvki a, b, ¢, ...* muZeme Fici ,,mnozina A se skladé z prvki
@,b,c, ... anebo ,mnoZina A ma prvky a, b, ¢, ...""; misto ,.a jest prvek

mnoziny A mu/eme fici ,,a jest prvek v mnoziné A anebo ,,a pat¥i do
mnoziny A, atp.

Jako mnozinu zavadime také t. zv. prdzdnouw mnozinu, kterd jest
charakterisovana vlastnosti, Ze nema vibec Zadnych prvkia. Protoze
kazd4a mnozina jest svymi prvky jednoznaéné urcéena, jest jenom jedna
prazdna mnozina. Budeme ji oznacovati symbolem 9. Pti dalsi ¢etbé po-
zname, ze zavedeni pojmu prazdné mnoziny jest vyhodné pii formulaci
avah.

Kazda mnozina, jejiz prvky jsou néjaké symboly, na pr. pismena,
jejichZ vyznam neni bliZze vymezen, nazyva se abstrakini; na p¥. hotejsi
mnozina [1] jest abstraktni. Kazda mnozina, ktera se sklada jenom z ko-
ne¢ného poctu prvka, nazyva se koneénd, kdezto v opatném pripadé ne-
koneénd; na pr. jsou mnoziny [1], [2] kone¢né, kdezito mnoziny [3], [4]
jsou nekonetné. Rdadem libovolné koneéné neprazdné mnoziny rozumime
pocet jejich prvki; dale jest pro nas cel vhodné prisouditi kazdé neko-
negné mnoziné rad 0. Prazdné mnoziné rad nepiisuzujeme.

Necht 4, B znati néjaké mnoziny. Kdyz kazdy prvek v A jest sou-
Casné prvkem v B pravime, ze A jest podmnoZina v B anebo B jest nad-
mmnofina na A. Nékdy tento vztah vyjadrujeme také tim, Ze A jest édst
mnoziny B anebo B obsahuje mnozinu 4. Piseme pak 4 c B anebo B > A.
KdyZz A c B, mnozina B muZe ale nemusi obsahovati prvky, které do 4
nepatii. Obsahuje-li B alespoil jeden prvek, ktery nepatii do 4, vyjadiu-
jeme tuto okolnost piivlastkem wlastni a ¥ikame, Ze 4 jest vlastni pod-
mnozina v B anebo, Ze B jest vlastni nadmnozina na 4. Na p¥. mnozina
viech prvocisel jest vlastni podmnoZina v mnoZiné [3], nebot kazdé prvo-
&islo jest prvkem mnoziny [3] a tato mnoZina obsahuje také ¢isla, jako na
pt. éislo 4, ktera prvodisla nejsou. Kdyz 4 jest podmnozina v B, ale nikoli
vlastni, pak nejenom jest kazdy prvek v A4 také prvkem v B, nybrz
ikazdy prvek v B jest prvkem v A4, t. j. plati sou¢asné oba vztahy 4 c B,
B c A; jest ziejmé, Ze tyto vztahy dohromady vyjadfuji rovnost 4 = B.
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Vidime, Ze kazd4 podmnoZina v B jest bud vlastni anebo jest identicka
s B. Pri této prilezitosti si viimnéme, Ze rovnost 4 = B jest ekvivalentni
se vztahy A ¢ B, B c A a sice v tom smyslu, Ze kdyz plati, pak plati sou-
Casné tyto vztahy a naopak. Nejcastéji sezname rovnost dvou mnozin
pravé tim zpusobem, Ze o kazdé z nich zjistime, Ze jest podmnoZinou
v druhé.

Soudtem mmnozin A, B rozumime mnozinu viech prvki, které patii
alesponi do jedné z nich. Protoze touto definici jsou vymezeny vsechny
prvky, které patii do sou¢tu mnozin 4, B a protoze kazda mnoZina jest
svymi prvky jednozna¢éné urcena, jest jenom jeden soucet mnozin 4, B;
oznacujeme jej symbolem 4 V B anebo B V A. Z nasi definice plyne, Ze
kazda z obou mnoZzin A, B jest podmnoZzinou v 4 V B, nebot skutetné
kazdy prvek na pf. mnoziny 4 patii alespoi do jedné z mnozin 4, B
a sice do 4; muzeme tedy psiti A c A V B, B AV B. Na p¥. soudet
mnozZiny viech kladnych sudych ¢isel a mnoziny vSech kladnych lichych
¢isel jest mnozina [3]:{2,4,6,...} V {1,3,5,...} = {1, 2,3, ...}; soucet
mnoziny skladajici se z jediného slova ¢ a mnoZiny [2] jest opét mnozina
[2]. Pojem souc¢tu dvou mnoZzin se dé snadno rozsifiti na pojem souctu
systému mmozin: Soudtem libovolného systému mmno#in A rozumime
mnozinu viech prvki, které patii alespoii do jedné z mnozin, které jsou
prvky systému A. Opét plati, Ze systém A ma pravé jeden soucet a 7e
kazdé mnoZina, kterd jest prvkem systému A, jest podmnozinou v soudtu
systému A. Soudet systému A oznadujeme zpravidla symbolem sA
a jestlize jsme prvky systému A4 oznadili pismeny @,, s, ..., oznacujeme
jej symbolem @, V @, V ..., stru¢néji Xa, anebo podobné, jak vidycky
bude z vykladu patrno.

Pranikem mnozin A, B rozumime mnoZinu viech prvki, které patii
do obou mnozin 4, B. Podobné jako u souctu zjistime, Ze jest jenom
jeden prinik mmozin A4, B a oznacujeme jej symbolem 4 n B anebo
B n A. Z nasi definice plyne, Ze A n B jest ¢asti kazdé z obou mmoZin
A, B, nebot kazdy prvek v A n B patii na pt. do mnoZiny 4. Viimnéme
si, Ze 1 kdyZ mnoziny A, B nemaji spole¢nych prvka, ma definice priniku
mnozin 4, B smysl a sice jest v tom pFipadé A n B prazdnd mnoZina.
Zde jiz poznivame, %e zavedeni pojmu prazdné mnoZiny jest vyhodné,
nebot jinak mohli bychom mluviti o priniku jenom u nékterych mnozin.
Presto jest uc¢elné, abychom méli zvlastni ndzev pro mnoziny, které maji
spoletné prvky a pro mnoziny, které jich nemaji. Maji-li mnoziny 4, B
spole¢né prvky, nazyvaji se incidenini, kdezto v opa¢ném pripadé se na-
zyvaji disjunkini; prvni piipad jest charakterisovan nerovnosti A n B =0,
kdezto druhy rovnosti 4 n B = ¢. Ptikladem incidentnich mnoZin jest
mnozina skladajici se z jediného slova @ a mnozina [2], jejichZ prinikem
jest prvni mnozina; p¥ikladem. disjunktnich mnozin jest mnoZina viech
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kladnych sudych ¢isel a mnozina vSech kladnych lichych &isel, jejichz
prinik jest zfejmé . Pojem priniku dvou mnozin se d4 opét rozsititi na
pojem priniku systému mnozin: Prinikem libovolného systému mno-
7in A rozumime mnozinu viech prvki, které patii do kazdé z mnozin,
které jsou pivky systému A. Opét plati, Ze systém 4 ma pravé jeden
prinik a Ze tento prinik jest podmnozinou v kazdém prvku systému A.
Prinik systému 4 oznaéujeme symbolem pA a v piipads, %e jsme oznadili
prvky systému A pismeny @, @, ..., symbolem a, 0 @, N ..., struéndji
Ila, atp.

Cviceni. 1. AV@=4; AVA=A4; And=90; 4nd=A4.

2.AVAnB)=4; An (AV B) = A.

3. Kdyz A c B, pak AV B = B, A n B = A; naopak, kdyZ plati
jedna z téchto rovnosti, pak 4 c B.

4. AVBYVC=AV BV, AnB)nC=4n0(Bn0).

5 (AVB)nC._(AnO)V(BOC) AnB)VC=AV(O)n

(BV 0)
6. Kdyz mnozina 4 méa koneény pocet n = 0 prvki, pak méd 2% pod-

mnozin.

2. O rozkladech v mnozZinach.

Necht ¢ znaci (v8ude v této knizce) libovolnou neprazdnou mnozinu.
Rozkladem v G rozumime kazdy neprazdny systém neprazdnych pod-
mnozin v-@, z nichz kazdé dvé jsou disjunktni. Pojem rozkladu v mnoziné
jest jednim z nejdulezitéjSich a snad i nejslozitéjsim pojmem, které se
v této knizce vyskytuji a proto doporucujeme, aby si jej ¢tenai dobie
osvojil. Podle definice ma tedy kazdy rozklad v @ alespoii jeden prvek,
kazdy prvek rozkladu jest neprazdnd podmnozina v ¢ a zejména si zapa-
matujme, ze prunik kazdych dvou prvki rozkladu jest prazdnad mnozina.
Jednoduchym ptikladem rozkladu v mnoziné viech prirozenych ¢isel jest
systém skladajici se z jednoho prvku, jimz jest mnozina vsech kladnych
sudych &isel. Obecnéji jest prikladem rozkladu v G systém skladajici se
z jednoho prvku, jimZ jest libovolnd neprazdna podmnoZina v G. Systém
mnozin [4] na str. 3. jest ptikladem rozkladu v mnoziné vsech pr1r07enych
cisel = 2.

Necht A4 znadi libovolny rozklad v . Libovolny prvek v G mize
byti nejvyse v jednom prvku rozkladu 4, protoze kazdé dva prvky v 4
jsou disjunktni; miZe se oviem stati, Ze neni vibec v Zddném prvku roz-
kladu 4. Kdy# v¥ak rozklad 4 jest takovy, Ze kazdy prvek v @ jest v né-
kterém prvku rozkladu 4, pak pravime, %e rozklad A pokrijvd mno#inu G,
nebo Ze jest ma mnoZiné G anebo Ze jest rozkladem mnoZiny @. Je-li
tedy 4 rozklad mnoziny @, existuje ke kazdému prvku a e G prvek
a ¢ A takovy, 7e a ea. Na pi. v hotejsich prikladech jest posledni piikla-



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T19:38:01+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




