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42 Otakar Boravka:

9. Véty o isomorfismu grupoida.

Necht &, &* znaci néjaké grupoidy a predpoklidejme, ze existuje
néjaka deformace d grupoidu & na G*! V odst. 8. jsme ukazali, Ze roz-
klad G grupoidu @& patiici k deformaci d jest vytvoiujici. Necht & znaéi
faktoroid prislusny k vytvorujicimu rozkladu ¢. Kdy? ke kazdému
prvku @ e @ piiradime onen prvek a* e &*, z jeho vzora v d se @ sklida,
obdrzime jisté prosté zobrazeni faktoroidu & na grupoid &*; oznadme je i.
Podle definice zobrazeni i plati tedy rovnost i@ = da a sice pre kazdy
prvek @ e @ a'kazdy prvek a e a. Necht @, b znaci libovolné prvky v &
anecht a jest libovolny prvek va a b libovolny prvek v b. Pak plati vztahy
abeabcabe® aodtud plyne i(a* b) = dab = da . db = ia . ib. Méame
tedy rovnost i(a - b) =ia.ib, kterd vyjadiuje, Ze i jest deformace a tedy
(protoze jest prosta) isomorfismus faktoroidu & na &*. Tim jsme dosli
k poznatku, Ze kdyz existuje néjaka deformace d grupoidu & na &*, pak
na & existuje faktoroid isomorfni s G* a to faktoroid & prislusny k vy-
tvotujicimu rozkladu patiicimu k deformaci d, p¥i ¢emZ isomorfismus
jest vySe definované zobrazeni i.

Necht nyni naopak & znaéi libovolny faktoroid na & a necht d
znadi zobrazeni grupoidu & na & definované takto: Obraz v d libovol-
ného prvku a e & jest onen prvek @ e &, v ném a lezi, t. j. pro néjz plati
a €. Snadno ukéZzeme, 7e d jest deformace grupoidu & na &. Za tim
tcelem uvazujme o libovolnych prveich a,be® a o onéch prveich
a,b ¢« &, které obsahuji a, b, takie @ = da, b = db. Ze vztahti ab eab c
ca be® plyne abea b a dile dab = a - b = da - db, takze skutetnd
zobrazeni d zachovava nasobeni v grupoidech &, &. Vychézi tedy, Ze
se grupoid & da deformovati na kazdy faktoroid & lezici na & a to tim
zptisobem, 7e se kazdy prvek v & zobrazi na onen prvek v &, v némz lezi.
Odtud plyne déle, Ze se grupoid & da deformovati na kazdy grupoid G*,
ktery jest isomorfni s nékterym faktoroidem na .

Hotejsi vysledky stru¢né shrnuje t. zv. proni véta o isomorfismu
grupoidi:

Kdyz grupoid &* jest homomorfni s grupoidem &, pak jest tsomorfni
s jistym faktoroidem na &; kdyZz grupoid &* jest tsomorfni s nékterym fakto-
roidem na grupoidu &, pak jest homomorfni s .

Obsah prvni véty o isomorfismu grupoid jest znazornén na.prikladé
v obr. 7. V ném jsou vyznacena pole dvou grupoidi &, &* a jista defor-
mace d grupoidu & na &*. Pole grupoidu & jest mnozina boda uvnitt a na
obvodu velkého obdélnika, pole grupoidu &* se sklada z vyznacenych
bodi nad obdélnikem; deformace d zobrazuje vsechny prvky grupoidu &
lezici vzdy v nékterém mengim obdélniku na onen prvek grupoidu G*,
ktery jest nad nim, jak jest naznaceno ¢arami jdoucimi od vrcholit men-
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$ich obdélnikd k prvkam grupoidu G*. MnoZziny bodd uvnité a na ob-
vodech mensich obdélnika jsou prvky faktoroidu na &, ktery jest iso-
morfni s G*.

Necht nyni 2 znaéi libo-

volny faktoroid v & a B libo- S
volny podgrupoid v & a pred-
poklidejme, 7e B n sA =+ 0.
V odst. 8. jsme vylozili, Zze tato

dvojice jednoznac¢né urcuje jed-
nak obal B LA podgrupoidu B
ve faktoroidu Q[ a jednak prisek QA 11 B faktoroidu A s podgrupoidem B.
B LA jest podgrupoid v A a A B jest faktoroid v B. Podle definice
grupoidu B [ A ma kazdy prvek @ e B C Y a podmnozina B neprazdny
priunik * = a n B; tento prinik jest prvkem v A M V. Podle definice
grupoidu QA M B jest kazdy prvek z e A B neprazdnym prinikema n B
jistého prvku @ € QU a podmnoziny B; prvek @ jest tedy incidentni s B
a jest tedy prvkem v B C Q. Kdy# ke kazdému prvku a ¢ B C U pii-
radime prvek ¥ =a n B, obdrzime jisté zobrazeni, oznaéme je i, pod-
grupoidu B C A c A na faktoroid A r1 B. Ukazeme, #e i jest isomor-
fismus. Predevsim snadno zjistime, Ze zobrazeni i jest prosté. Je-li totiz
néktery prvek e m B obrazem v i nékterych prvki @, be B LA,
takie £ = a0 B = b n B, mame vztahy ¢ 42 ca n b a odtud plyne
@ = b, nebot dva rtzné prvky grupoidu B L Q incidentni nejsou. Dale
snadno ukéazeme, Ze i jest deformace. Za tim téelem uvazujme o libovol-
nych prveich a,beBCA. Necht z = ia, Y =ibeAM B, takie z —
=anB,y= b 0 B. Mame ukazati, e zobrazeni i zachovava nasobeni
v grupoidech B C A, AN B, t.j. ze z y = i(@'b). Z rovnosti & —
—=a n B, y=>bn B plynou vztahy ryc ab ca'be?A; podle definice
nasobeni v B, 7y ]ebt prvek v QA 1 B obsahujlu mnozinu %y
a podle definice faktoroidu M B existuje prvek ¢ e QA takovy, 7e Ty =
= ¢ n B. Vychazi tedy ¢ +2Zy ca'b n ¢ a odtud plyne ¢ = a- b, pro-
tore dva rizné prvky faktoroidu QI nejsou incidentni. Mame tedy rovnost
Zy =abn Ba tedy také Z-y = (a-b). Dodli jsme k vysledku, ktery
struéné vyjadiuje t. zv. druhd véta o isomorfismu grupoidi:

Obr. 7.

Obal libovolného podgrupoidu B c & v libovolném faktoroidu A
v® (B sd + 0) a prisek faktoroidu QU s podgrupoidem, B jsou isomorfni,
tj. BLA =AM V.

Kdy? zejména faktoroid Q[ jest na grupoidu @, pak hotejsi piedpo-
klad B 0 s4 = @ jest splnén a z nai véty vyplyva, Ze obal libovolného
podgrupoidu B c & v libovolném faktoroidu A na & a prisek fakto-
roidu QU s podgrupoidem B jsou isomorfni.
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Obsah druhé véty o isomorfismu grupoidit jest zndzornén na piiklads

v obr. 8. Pole grupoidu @ jest mnozina viech hodi v ndkresné roving,

pole faktoroidu Q[ se skldd4 z mno-

zin bod@ uvnitt a na obvodech

stejnych obdélnikd a pole pod-

grupoidu B z bodi uvnitt a

na obvodu vnitfniho obdélnika.

Obr. 8. Ridkym a hustym ¢arkovanim

jsou vyznaceny prvky obalu

BrCA a priseku A B. Podle hotejstho vysledku jest zobrazeni

kazdého prvku obalu B C QA na onen prvek priseku QA 1B, ktery obsa-
huje, isomorfismus podgrupoidu B C QU ¢ A na faktoroid A r B.

Jest jesté jedna dulezita véta o isomorfismu grupoidit a ta se tyka
zakrytu faktoroidu. Necht @&, znadi libovolny faktoroid na & a &, libo-
volny faktoroid na &,. Jak vime, vynucuje faktoroid @, jisty zakryt &,
faktoroidu ®,. PFipomeiime si, ze &, jest faktoroid na grupoidu &
a kazdy jeho prvek jest souctem viech prvkia faktoroidu &,, které jsou
obsazeny vidy v témze prvku faktoroidu &,. Kdy% ke kazdému prvku
a, € ®, piitadime onen prvek d, e B, ktery jest souttem viech prvku
faktoroidu &, lezicich v prvku a,, obdrzime jisté zobrazeni, oznatme je i,
faktoroidu &, na faktoroid &, Ukazeme, %e i jest isomorfismus. Pie-
deviim jest ziejmé, Ze zobrazeni i jest prosté. Abychom ukazali, Ze jest
deformaci, uvazujme o libovolnych prveich a,, b, € 8, a o soudinu’c, ¢ &,
prvku @, s prvkem b,! Podle definice ndsobeni faktoroidu S, plati pro
kazdy prvek a, e '®,. obsazeny v a,; a kazdy prvek b, e &, obsazeny v by,
vztah a," b, € ¢,. Necht @, znati onen pr vek zakrytu By, ktery jest soudtem
vsech prvki a a € 651 obsazenych v a,, tedy a, = 2a, (a,€a,) a podobne
necht b, = Xb, (b, € by), ¢, — X¢, (c; € ¢,), takie a, = ia,, by = 101, Cy =
—ic,e®, Pak ze vatahu @, b e (’1 (@, eay, by e b)) plyne predevsim
a bl c ¢, a dale @b, — Halb c Xa, b, c ¢, a odtud vychézi, 7e c2 jest
onen prvek faktoroidu &,, ktery obsahuje ashys takie Gy = @y by, Tato
rovnost se dé psati ve tvaru ic, — ia, - ib, a vyjadiuje, Ze zobrazeni i jest
deformace a tedy (protozZe jest prosté) isomorfismus. Dosli jsme k vysled-
ku, ktery struéné vyjadiuje t. zv. tfeti véla o isomorfismu grupoidi:

Libovolnyj faktoroid G, na néjakém faktoroidu ®, grupoidu O a zdkryt
®, faktoroidu &, vynuceny faktoroidem &, jsou isomorfni, t. j. G, ~ G,.

Obsah tieti véty o isomorfismu grupoidi jest znazornén na prikladé
v obr. 9. Pole grupoidu & jest mnoZina bod@ uvnitt a na obvodu velkého
obdélnika, pole faktoroidu &, se sklidé z mnozin bodi uvniti a na obvo-
dech mensich obdélnikii a prvky faktoroidu &, jsou mnoziny prvka fakto-
roidu @, patifci vidy do jednoho obdélnika vyznaceného silngjsi ¢arou;
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pole zakrytu &, faktoroidu &, vynuceného faktoroidem @&, se sklddai
7 mnozin bodd uvnitt a na obvodech téechto obdélnika. Podle hotejsiho
vysledku jest zobrazeni kazdého

rvku @ faktoroidu &, na INNZ\N\Z
prvku @, faktoroidu &, na onen // \\ : %

prvek faktoroidu &,, ktery jest ‘
souctem prvku faktoroidu &, le- \ \ 1 %\ ; /
#icich v a,, isomorfismus fakto- ' ’ . ' 4
roidu &, na faktoroid ®,. Obr. 9.

Cviceni. 1. Ujasnéte si véty o isomorfismu grupoidii na priklade
grupoidi 3, A, 3,. 34, 0 nichz byla fed v odst. 8.!

9. Kazdé dva faktoroidy v libovolném grupoidu &, takové, Ze kazdy

prvek jednoho jest incidentni pravé jenom s jednim prvkem druhého,
jsou isomorfni, pii temz isomorfismus jest dan incidenci prvkii.

DI

10. O vyznaénych druzich grupoida.

Ackoli nékteré vyznainé druhy grupoidii. o kterych pojedname, jsou
charakterisovany zvlastnimi vlastnostmi ndsobeni a vyklad o nich se pfi-
myka k odst. 5., pfistoupime k nému teprve nyni, abychom zddraznili, Ze
piedchazejici avahy plati pro vSechny grupoidy bez ohledu na néjaké
jejich zvlagtni vlastnosti. Pro nae dalsi avahy jsou dilezité zejména gru-
poidy asociativni a dale t. zv. grupoidy s jednozna¢nym délenim a gru-
poidy s jednotkou.

Asociativni grupoidy. Pojem asociativniho grupoidu & jsme jiz
vymezili v odst. 6., a sice vlastnosti, Ze kazda usporadand trojice prvki
v & m4 jenom jeden soudin, t. j. Ze pro kazdé tii prvky a,, a,, az e & plati
rovnost @,(asts) = (@,a5)a;. Asociativni grupoidy se nazyvaji také polo-
grupy. Nyni ukdzeme, ze kaZdy asociativni grupoid & se vyznacuje tim, Ze
kazdd usporddand skupina nékolika prokic v & md jenom jeden soucin, t. j.
Pro ay, ..., dye @ (n = 2) znadci symbol @, ...a, pravé jeden prvek
v &. Za tim Géelem uvazujme o libovolném asociativnim grupoidu &.
K dikazu pouzijeme metody apIné indukce. Nase tvrzeni jest spravné
kdy% n = 2, nebot v tom piipadé plyne bezprostiedné z definice ndsobeni
v &. Zbyvé tedy ukazati, ze plati-li nase tvrzeni o kazdé usporadané sku-
piné nejvyse n — 1 prvki v &, kde n znadi nékteré prirozené Cislo >2,
pak plati také o kazdé uspotddané skupiné n prvka v &. Necht tedy
Ay, - .., Gy ZnASE libovolné prvky grupoidu ® a predpokladejme, ze kazda
usporadand skupina nejvyse n — 1 prvkit v & mé jenom jeden soucin.
Pak kazdy symbol

Ay, Qg ... Qyy Ay, Qg oo Qny ooy Qg oo Gp—yy Un

znadi zeela urdity prvek grupoidu &, nebot podle naseho predpokladu
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