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nych z bodd a piimek, jako jsou rizné konfigurace bodt a piimek,
trojahelniky, kuzelosecky, atp. Tato geometrie jest podloZena Gplnou
grupou cuklidovskych pohybi v roviné v tom smyslu, Ze se dva Gtvary
povazuji za shodné, kdyZz se daji na sebe zobraziti nékterym eukli-
dovskym pohybem.

2. Grupoid, jehoZ pole jest mnozina 2n permutaci vrchola pravidel-
ného n-thelnika v roviné (n = 3), které jsme popsali ve cvié. 4. v odst. 4.,
a nasobeni jest definovano skladanim permutaci (v. evié. 2. v odst. 5.) jest
grupa, kterd se nazyva diedrickd grupa Fddu 2n. Tato grupa obsahuje
kromé nejmensi podgrupy dalsi viastni podgrupy: podgrupu fadu =
skladajici se ze vSech prvku odpovidajicich otoéenim vrchola pravidel-
ného n-tihelnika okolo jeho stfedu; » podgrup ¥adu 2 skladajicich se vzdy
z identické permutace a z permutace odpovidajici piifazeni k vrcholim
pravidelného n-thelnika vrcholtt soumérné polozenych vzhledem k né-
které ose soumérnosti.

3. Polet prvku, které jsou samy k sobé inversni, jest v kazdé ko-
ne¢éné grupé sudého (lichého) rddu sudy (lichy).

4. Kdyz ke kazdému prvku a libovolné grupy & prifadime inversni
prvek a—1, obdrzime prosté zobrazeni grupy & na sebe; kdyz grupa &
jest abelovskd, pak toto zobrazeni jest automorfismus.

5. V kazdé abelovské grupé tvori viechny prvky, které jsou samy
k sobé inversni, podgrupu. ’

6. Kdyz U c B jsou podgrupy v grupé &, pak AB = VA = BV,
A n B = A. Kdyz také € jest podgrupa v & a jest zaménitelnd s Q,
pak i podgrupa € n B jest zaménitelnd s QY.

7. Kazdé grupa ma centrum.

12. O rozkladech grup vytvofenych podgrupami.

Velmi dulezita vlastnost grup zalezi v tom, ze kazda podgrupa vlibo-
volné grupé uréuje na ni jisté rozklady. Uvazujme opét o libovolné grupé
& a o néjaké podgrupé QU c B! Necht a znadi libovolny prvek v &. Pod-
mnozina a v @, t. j. tedy mnozina souc¢intt prvku e s kazdym prvkem
v AU, nazyva se leva tFida proku a vzhledem k podgrupé U, anebo struénéji,
vime-li, Ze jde o podgrupu I, levd tFida proku a a podobné nazyva se pod-
mnozina Qa, t. j. mnozina souéini kazdého prvku v U s prvkem a pravd
trida proku a vzhledem k podgrupé U, struénéji: pravd tiida proku a.
Viimnéme si, Ze pole 4 podgrupy 2l jest soucasné leva i prava tiida
prvku 1 vzhledem k QI. V nékolika jednoduchych vétdch popiseme nej-
prve vlastnosti levych t¥id; vlastnosti pravych t¥id jsou analogické, a tie-
baze je kvuli Gspofe mista vyslovné neuvadime, doporu¢ujeme étenaii,
.aby si je rovnéZ promyslil. -
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Necht a, b znaci libovolné prvky v &.

1. Levad tiida a2l obsahuje prvek a. Skutetné, protoze | jest podgru-
pa, madme 1€ a odtud plyne a = al € a<l.

2. Kdyz a jen kdyZ a e U, jest a = A. Za tcelem dtikazu predpo-
kladejme nejprve a € Q. Protoze Q jest podgrupa, jest soudin prvku a
s kazdym prvkem v Q obsaZen opét v U, takze mame vztah a c 4.
Mimoto a—1eQl a pro libovolny prvek aeQl plati a'w e, takze
a(ax) e aQl; aviak a(a—1lx) = (aa—')x = la = x a tedy vychdazi x e aQl
a mame dalsi vztah 4 c a?l. Tedy jest skutetné a?l = 4. Necht nyni pro
néktery prvek a € @ plati rovnost al = 4. Pak kazdy souéin ax, kde
xe U, jest obsazen v U a tedy zejména (pro x = 1) jest prvek a obsa-
Zen v Q.

Zobecnénim véty 2. jest nasledujici véta

3. Kdy% a jen kdyz a—tbe U, jest a = b2l. Skutetnd, kdyz a—1be Ql.
mame podle véty 2.: a1 = A a tedy plati tyto rovnosti: bRl =
= (ae1)bA = a(a—1b)A = a(a—10A) = aR. Naopak plyne z rovnosti
A = a vztah (a—10)A = A a tedy a—tbe Q, podle véty 2.

4. Levé tFidy ad, 0 bud jsou disjunkini anebo jsou identicke. Tato
dulezitd vlastnost levych tiid plyne z této Gvahy: Maji-li obé levé tiidy
a?, b néktery prvek x spoleény, takze xe a®l, xe b2, pak jesta—lxe U
btz e a odtud podle véty 3. vychazi al = 2 = b2, takze obé levé
tridy a2, b jsou identické.

5. Levé tridy al, b jsou ekvivalentni mnoZiny. Mame ukazati, Ze
existuje prosté zobrazeni mnoziny a?l na b2l. Kazdy prvek v al(bl)
jest soudin ax (bx) prvku a (b) s vhodnym prvkem xe 2l a takovy prvek x
jest jenom jeden, nebot z rovnosti ax = ay (bx = by) plyne x = y.
Naopak, kdyz xze U, mame axe al (bxe bQ). Vidime tedy, Ze zobrazeni

(u;) jest prosté zobrazeni mnoziny a( na Ql a podobné (byic) jest prosté

zobrazeni podgrupy 2l na 6. Tedy jest (bg;) (a;c) prosté zobrazeni mno-

ziny a?l na b2l a tim jest nase tvrzeni dokazano.

Jak jsme se jiz zminili, maji pravé tiidy vzhledem k podgrupé 2
vlastnosti analogické. Mezi levymi a pravymi tiidami vzhledem k pod-
grupé Q jest tento vztah:

6. Levd trida al a pravd tiida Ub jsou ekvivalentni mnoZiny. Mame
ukdzati, %e existuje prosté zobrazeni mnoziny a2l na Ub. Podle véty 5.
existuje prosté zobrazeni @ mnoziny a2l na | a podobné (protoze vlast-
nosti pravych t¥id jsou analogické) existuje prosté zobrazeni b mnoZiny
Qb na A. Zobrazeni slozené b—'a jest tedy prosté zobrazeni mnoZiny

aR na Yb.
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UvaZujme nyni o systému viech podmnozin v &, které jsou levymi
tiidami vzhledem k  vZdy nékterého prvku v &! Podle hoiejsi véty 1.
jest kazdy prvek a ¢ & obsazen vlevé tiidé aQl a tato jest oviem prvkem
naseho systému; podle véty 4. jsou kazdé dva prvky naseho systému dis-
junktni. Systém, onéjz jde, jest tedy rozklad grupy &. Tento rozklad
grupy & se nazyva rozklad grupy & vlevé tiidy vytvoreny podgrupou U,
strucnéji: levy rozklad vytvoreny podgrupouw U, a oznacujeme jej &/A.
Podobné se ukdze, Ze systém viech podmnozin v &, které jsou pravymi
tiidami vzhledem k QI vzdy nékterého prvku v & jest rozklad grupy &
a sice t. zv. rozklad grupy & v pravé t¥idy vytvoreny podgrupou Q, struc-
néji: pravy rozklad vytvofeny podgrupow A, a oznacéujeme jej symbo-
lem &/,. :

Snadno ukazeme, Ze rozklady &/, U, &/, jsou ekvivalentni mnofiny.
Za tim Gcelem staci oviem zjistiti, Ze existuje prosté zobrazeni rozkladu
G/ na rozklad &/,2. V kazdém prvku e rozkladu &/,2 zvolme libo-
volny prvek a e &, takze a = a2l, a ptitadme k nému prvek QAa—! roz-
kladu &/,20! Tim definujeme jisté zobrazeni rozkladu &/ do rozkladu
G/, a (protoZe kazdy prvek v & jest inversni vzhledem k nékterému
prvku v @) dokonce na rozklad &/, a staci zjistiti, Ze toto zobrazeni jest
prosté. Jsou-li nékteré prvky ad, b e &/ zobrazeny na tyZz prvek
AUa—t = Ab—1, pak (podle véty analogické k hoiejsi vété 3.) plati vztah
a—1b € A a odtud podle véty 3. plyne, ze prvky al, 6 jsou identické a tim
jest dokazano, Ze naSe zobrazeni jest prosté.

V&imnéme si disledkt téchto vét v pripadé, Ze grupa & jest konecna.
Ozna¢me pismenem N fad grupy @, takze NV jest pocet prvka v & a pis-
menem % Fad podgrupy l, takze n jest pocet prvki v Q. Jednim prvkem
levého rozkladu vytvofeného podgrupou QI jest pole A podgrupy 2.
Tento prvek levého rozkladu sklada se tedy z n prvkia grupy & a tedy
(podle véty 5.) kazdy prvek levého rozkladu vytvoreného podgrupou A
se sklada z n prvka grupy &. Odtud plyne rovnost N = ¢n, kde ¢ znaci
podet prvki levého rozkladu vytvoreného podgrupou Q. Timto zpisobem
jsme dosli k dtlezitému vysledku, ze #dd kaZdé podgrupy U v libovolné
konecné grupé & jest délitelem fddu grupy &. Tento vysledek byva v lite-
ratufe oznacovan jako Lagrangeova véta a v teorii konec¢nych grup jest
povazovan za jeden z nejdilezitsjsich. Cislo g, t. j. tedy pocet prvki roz-
kladu &/;2l a soucasné i podil fadu grupy @ a radu podgrupy QU se nazyva
index podgrupy U v grupé &. Protoze rozklady &/, U, G/, jsou ekvi-
valentni mnoZiny, udavéa index podgrupy 2 v grupé & soucasné pocet
prvka rozkladu &/,2l. Dusledkem Lagrangeovy véty jest na pf., Ze libo-
volnd grupa, jejit vdd jest néjaké prvocislo, neobsahuje Zddnou vlastni pod-
grupu, kterd by byla réznd od nejmendi podgrupy. Viimnéme si, Ze tvrzeni
Lagrangeovy véty plati i kdyz grupa & jest nekonetnd (N = 0).
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Priklad. Uvazujme o grupé S, a jeji prvky oznaéme pismeny 1, a,
b,c,d,f, podobné, jako na str. 26. Z multiplika¢ni tabulky grupy &,
uvedené na str. 26., vidime, ze prvky 1, f tvofi podgrupu v S;; tuto pod-
grupu oznac¢ime .

Levé ttidy jednotlivych prvka v &; vzhledem k I jsou:

pravé tiidy jsou:
AL = Af = {1, f}; Ua = Ad = {a, d}; Ab = Ac == {b, c}.

Levy rozklad grupy &; vytvoteny podgrupou A sklada se tedy z prvki:
{1, f}, {a, ¢}, {b, d}, a pravy rozklad se skladd z prvku: {1, f}, {a, d},
{b, c}. V&imnéme si, Ze tyto dva rozklady jsou rizné! Rad grupy &,
jest 6, Tad podgrupy 2 jest 2, index podgrupy QU v S; jest 6 : 2 = 3 =
pocet prvki levého a soucasné i pravého rozkladu grupy &, vytvoireného
podgrupou .

Nage avahy rozsitime nyni na pfipad, Ze vedle podgrupy A mame
v & dalsi podgrupu B, kterd jest nadgrupou na U, takze plati vztahy
A c B c G. Predeviim si uvédomime, ze dvojici podgrup A c B jsou
jednoznadné uréeny dva rozklady v grupé & a sice levy rozklad B/,
a pravy rozklad B/, podgrupy B vytvoreny podgrupou 2. Dile bu-
deme uvazovati o tom, Ze kazdy prvek a e & urcuje jednak levou (pra-
vou) tiidu a®l (Ua) vzhledem k podgrupé U a jednak levou (pravou)
t¥idu aB (Ba) vzhledem k podgrupé B. Jest néjaky vztah mezi levymi
tfidami vzhledem k podgrupam QI, B a podobné mezi pravymi tiidami
vzhledem k I, B ? Nasledujici véta popisuje vztah mezi levymi t¥idami
a podobna véta i s disledky plati o pravych tiidach.

7. Kdyz nékteré dvé tridy all, bB jsou incidentni, pak ad c bB.
Skutecné, kdyz nékteré dvé levé tridy a, bB maji spoleény prvek
ce®, pak predevsim podle vét 1. a 4. plati rovnosti a?l = ¢, 6B = cB.
Z predpokladu A c B pak plyne vztah ¢AccB a tedy vychazi
a2l c bB.

Ztejmym dusledkem véty 7. jest, ze kazda leva tiida vzhledem k pod-
grupé B jest souctem vsech levych trid vzhledem k podgrupé I, které
jsou s ni incidentni. Odtud plyne déle, ze levy rozklad grupy & vytvoieny
podgrupou QB () jest zakrytem (zjemnénim) levého rozkladu vytvoieného
podgrupou [ (B), t. j. &/ B = &/, A. KdyZ naopak levy rozklad grupy &
vytvofeny néjakou podgrupou B c & jest zakrytem levého rozkladu
grupy & vytvofeného néjakou podgrupou U’ ¢ &, pak zejména pole B’
podgrupy B’ jest sou¢tem nékterych levych tiid vzhledem k podgrupé A’
a mezi témito levymi t¥idami jest pole A’ podgrupy ', nebot obé mno-
ziny B’, A" maji spoleény prvek 1 e &. Dosli jsme k tomuto vysledku:
KdyZ a jen kdyZ pro néjaké dvé podgrupy U, B v grupé & plati vztah
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A c B, jest levy rozklad grupy & vytvoteny podgrupou B (A) zdhry-
tem (zjemnénim) levého rozkladu grupy & vytvorfeného podgrupou A (B).

Necht nyni € znadi libovolnou dal§i podgrupu v & a piedpoklidejme,
ze podgrupy 2, € jsou zaménitelné. Za tohoto predpokladu jsou (podle
evic. 6. v odst. 11.) zaménitelnéiobé podgrupy € n B, QU a tedy existuje
podgrupa (€ n V). Uvazujme nyni o obalu € C B/, podgrupy €
v rozkladu B /21 a o priseku B/,RA M € rozkladu B/, s podgrupou ¢!
Ukazeme, Ze plati tyto rovnosti:

LECB/A = (€ n BVB)A/A; 2. B/ANE = (€ n B)/i(€ n A).

Abychom ukazali, Ze platirovnost 1., ukdZeme, Ze kazdy prvek roz-
kladu na pravé strané jest prvkem rozkladu na levé strané a naopak,
kazdy prvek rozkladu na lévé strané jest prvkem rozkladu na pravé stra-
né. Na pravé strané rovnosti 1. mame levy rozklad podgrupy (€ n B)U
vytvoteny podgrupou Q. Kazdy prvek a tohoto rozkladu jest tedy x%,
kde xze (€ n B)A, takZe x jest soudin ba jistého prvku beE n B
s jistym prvkem @ e Q. Odtud plyne a = (ba)l = b(al) = b2, nebot.
podle véty 2. mame al = 4. Protoze be B, A c B, jest bA e B/
a protoze b € €, jest b incidentni s €. Vychazi tedy vztah @ e € T B/,
a tim jest provedena prvni éast naseho dikazu. Necht nyni a znaéi libo-
volny prvek v € C B/, takze @ = b, kde b znadi jisty prvek v B
a dale b jest incidentni s €, t. j. existuje prvek ¢ € € takovy, Ze ¢ € b2l.
Ze vztahu ce b plyne podle vét 1. a 4. rovnost a=cl a odtud plyne dale
¢ e B, nebot @ c V. Mame tedy vztah ce € n B a tedy také ¢ = cle
€ (€ n V). Odtud aze vztahu A c (€ n B)A vychazi a e (€ n V)AL
a tim jest nas dikaz ukondcen.

P#i diikazu rovnosti 2. budeme postupovati podobné. Kazdy prvek o
na pravé strané rovnosti 2. jest a(€ n A) = a€ n al, kde a ¢ € n B.
Ze vztahu a € € plyne rovnost a€ = C, kde (' jest pole podgrupy ¢,
a protoze a € B, A c B, mame a e B/;RA. Odtud vychazi a =€ n
N aA e B/ 1 € a tim jest provedena prvni ¢ast dikazu. Necht nynia
znadi libovolny prvek rozkladu B/ 1 €, takie a = € n b, kde b jest
jisty prvek v B. Podle definice priseku rozkladu s mnozinou, neni a
prazdnd mnozina a tedy existuje prvek a e € n Q. Protoze a ¢ €, plati

naA = a(€ n QA). Uvazime-li, 7e ze vztaht be B, A c B plyne
bRl ¢ B, vidime, Zea e € n B a vychazia e (€ 0 BVB)/(€ n A) a tim jest
dikaz ukonden.

V&imnéme si zvlastniho pfipadu, Ze podgrupa B splyva s grupou G!
Pak € n B = € a z hoiejsich vzorca plynou tyto rovnosti:

CCLGMA=CAMA, GAME =E[(En A).

Podobnymi tsudky se dé ukazati, Ze pro pravé rozklady plati analogické
vzorce
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V. CCBHA=AE 0 V) A, 2. BLATTE = (€0 BV)/(€n A)

a jejich zvlastni pripady

COGE/HA=ACLA, GLAME=E/,(€ n A).
Zopakujme si, ze Q, B, € znadi podgrupy v grupé¢ & a Ze podgrupa QU
lezi v B a jest zaménitelnd s §.

Cviceni. 1. Kdyz grupa & jest abelovskd, pak leva trida libovol-
ného prvku a e @ vzhledem k néjaké podgrupé QA c & jest soudasné
pravou tiidou prvku @ vzhledem k Q; odtud plyne rovnost levého a pra-
vého rozkladu grupy & vytvotreného podgrupou 2.

2. Levy (a soucasné pravy) rozklad grupy 3 vytvoieny podgrupou
skladajici se ze vSech nasobku libovolného ptirozeného ¢isla n jest roz-
klad Z,, o ném# jsme uvazovali na str. 38.

3. Rad kazdé grupy, jejiz prvky jsou permutace néjaké koneéné
mnoziny Fadu n, jest délitelem ¢isla n!

4. Pocet prvki v libovolné konetné abelovské grupé fadu N, které
jsou samy k sobé inversni, jest délitelem ¢isla N.

5. Necht 2l znadi libovolnou podgrupu a B libovolnou podmnoZinu
v néjaké grupé &. Ukazte, ze 1. soucet viech levych (pravych) tfid vzhle-
dem k I, které jsou incidentni s B, jest B (UB), 2. soucet vSech levych
t¥id vzhledem k [, které jsou incidentni s nékterou pravou t¥idou a,
jest tyz, jako soucet vSech pravych tiid vzhledem k Q[ incidentnich s levou
t¥idou a2l.

13. O grupdach trid.

Necht  znaci libovolnou podgrupu v néjaké grupé &. Jak jsme vi-
déli v odst. 12., vytvoiuje podgrupa QU levy rozklad &/, a pravy rozklad
®/p2A grupy &. Polozme si otazku, zda na pt. levy rozklad &/ muze
byti vytvorujici.

Predpokladejme nejprve, ze rozklad &/l vytvorujici jest a uva-
zujme o dvou libovolnych prveich al, b € &/, takze a, b znaci libo-
volné prvky v &. Podle definice vytvorujiciho rozkladu existuje prvek
2 € &/, takovy, ze plati vztah

aA . A c .
Z tohoto vztahu plyne zejména abl = (al) . b c ¢, tedy abl c ¢,
a odtud opét ab = ab .1 e ¢, takze podle vét 1. a 4. na str. 59. mame
¢ = abA. Vychazi tedy predevsim vztah a?l . b2l c abl. Kazdy prvek
v levé tiidé ab jest sou¢inem ab.x prvku ab s nékterym prvkem xz e
a ziejmé plati vztahy abx = (al)(bx) € al . b; odtud plyne, ze soucasné

jest a?l . A o ab. Vychazi tedy rovnost
a JbA = ab, (1)

t. j., soucin levé tiidy a?l s levou tiidou b jest leva t¥ida ab2l.
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