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Uvod do teorie grup. 63

. CCBLA = AWE 0 BV)A, 2. BLANTE = (€ 0 B)/,(Cn A

a jejich zvlastni pripady

CLGHA=AEC,LA, G/,ATN E=E/,(€ n A).
Zopakujme si, ze Q, B, € znadi podgrupy v grupé¢ & a Ze podgrupa QU
lezi v B a jest zaménitelnd s €.

Cviceni. 1. Kdyz grupa & jest abelovskd, pak leva trida libovol-
ného prvku a e Qi vzhledem k néjaké podgrupé A c & jest soudasné
pravou t¥idou prvku @ vzhledem k Q; odtud plyne rovnost levého a pra-
vého rozkladu grupy & vytvotreného podgrupou 2.

2. Levy (a soucasné pravy) rozklad grupy 3 vytvoieny podgrupou
skladajici se ze vSech nasobku libovolného ptirozeného ¢isla n jest roz-
klad Z,, o ném# jsme uvazovali na str. 38.

3. Rad kazdé grupy, jejiz prvky jsou permutace néjaké koneéné
mnoziny Fadu n, jest délitelem ¢isla n!

4. Pocet prvki v libovolné konetné abelovské grupé fadu N, které
jsou samy k sobé inversni, jest délitelem ¢isla N.

5. Necht 2l zna¢i libovolnou podgrupu a B libovolnou podmnoZinu
v néjaké grupé &. Ukazte, ze 1. soucet viech levych (pravych) tfid vzhle-
dem k I, které jsou incidentni s B, jest B (UB), 2. soucet vSech levych
t¥id vzhledem k I, které jsou incidentni s nékterou pravou t¥idou a,
jest tyz, jako soucet vSech pravych tiid vzhledem k Q[ incidentnich s levou
t¥idou a2l.

13. O grupach trid.

Necht 2l znaci libovolnou podgrupu v néjaké grupé &. Jak jsme vi-
déli v odst. 12., vytvoiuje podgrupa 2l levy rozklad & /2l a pravy rozklad
®/p2AU grupy &. Polozme si otdazku, zda na pt. levy rozklad &/ muze
byti vytvorujici.

Predpokladejme nejprve, ze rozklad &/l vytvotrujici jest a uva-
zZujme o dvou libovolnych prveich a2, b2l € &/, takze a, b znaci libo-
volné prvky v &. Podle definice vytvorujiciho rozkladu existuje prvek
2 € &/, takovy, ze plati vztah

al . bA c ¢A.
Z tohoto vztahu plyne zejména abl = (al) . b c ¢, tedy abl c ¢,
a odtud opét ab = ab .1 e ¢, takze podle vét 1. a 4. na str. 59, mame
¢ = abl. Vychazi tedy predevsim vztah a2l . b2 c ab?l. Kazdy prvek
v levé tiidé abl jest sou¢inem ab.x prvku ab s nékterym prvkem xz e
a ziejmé plati vztahy abx = (al)(bx) € al . b; odtud plyne, ze soucasné

jest a?l . bA o abU. Vychazi tedy rovnost
a JbA = ab, (1)

t. j., soucin levé tridy aRl s levou tiidou b2 jest leva t¥ida ab2l.
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Z rovnosti (1) plyne zejména pro b =a—1: aQla—1 = al. (a—11) c
cal.a 1 = aa—1 = 2, a tedy vychazi aa—! c Q. Protoze a znadi
libovolny prvek v &, plati tento vztah i pro prvek a—1, a tedy mdme sou-
dasné a—Ua c A; odtud plyne QA = (aa—1)A(aa—1) = a(a—1Aa)a—"
c aQla—1, t. j. aRa—1 > QU. Vychazi tedy rovnost

aJa—1 = |,

anebo, coZ jest totéz, aQl = AUa, takze leva tiida kazdého prvku a e &
vzhledem k podgrupé 2 jest soucasné pravou tfidou prvku a vzhledem
k ., Dusledkem tohoto vysledku jest ov8em rovnost levého a pravého
rozkladu grupy & vytvoreného podgrupou 2, t. j. &/ = &/,U.

Predpokladejme nyni naopak, Ze podgrupa QA se vyznaduje vlast-
nosti, ze leva trida a2l kazdého prvku @ e & vzhledem k Q[ jest soudasné
pravou tiidou a prvku a vzhledem k 2. Pak pro kazdé dvé levé tridy
a?l, b plati tyto rovnosti: al . bA = a(AUbL)A = a(bA)A = ab(AA) =
== b a z nich plyne al . bRA = abl. Plati-li tedy nas predpoklad, pak
soucin levé tridy a?l s levou tridou bl jest leva t¥ida abQl a tim jest také
zjisténo, Ze rozklad &/ A grupy &, ktery jest ovsem rovny rozkladu
&/, jest vytvorujici. KdyZz néjaka podgrupa QU v grupé & se vyznaduje
vlastnosti, Ze leva a prava tiida kazdého prvku a e & vzhledem k pod-
grupé U splyvaji, kdyz tedy pro kazdy prvek a ¢ @ plati rovnost aQl =
= Qa, pak pravime, Ze U jest invarianini anebo normdlni podgrupa
v grupé &. V tomto pripadé ovsem levy a pravy rozklad grupy & vytvo-
feny podgrupou QI splyvaji v jeden t. zv. rozklad grupy & wvytvoreny
podgrupou A. PouZijeme-li téchto nazvi, miZeme nase hotejsi Gvahy
shrnouti v této vété: Je-li podgrupa QU invariantni v grupé &, a jenom
v tomto pFipadé, jest levy (pravy) rozklad grupy & vytvoreny podgrupou U
vytvorujici. Soucin libovolného proku a rozkladu grupy & wvytvorendho
podgrupon QU s libovolnym prokem bR jest pak prvek abl.

Pozoruhodna vlastnost grup zalezi v tom, Ze naopak kazdy vytvoiu-
jici rozklad libovolné grupy & jest rozklad vytvoreny néjakou invariantni
podgrupou. Uvazujme o libovolném vytvoiujicim rozkladu G grupy !
Protoze kazdy prvek grupy @ jest obsazen v nékterém prvku rozkladu ¢
a pravé jenom v jednom, existuje jisty prvek 4 e @, ktery obsahuje jed-
notku 1 grupy &. Dokézeme, Ze A jest polem invariantni podgrupy v &
a G jest rozklad grupy @ vytvoieny touto invariantni podgrupou. Za tim
Gelem piedeviim uvazme, Ze existuje prvek a e G takovy, %e 44 c a,
nebot rozklad @ jest vytvotujici. ProtoZe jednak plati vztahy 1 = 1.1 ¢
e 44 caajednak 1 e A, mame a = 4 a tim jest ukazdno, Ze mnoZina A
jest grupoidni. Prislusny podgrupoid QI obsahuje jednotku 1 grupy I
a jak nyni ukazeme, obsahuje s kazdym svym prvkem a také inversni
prvek a—1. Necht a ¢ A a necht b znadi onen prvek v G, ktery obsahuje



Uvod do teorie grup. 65

inversni prvek a—!. Protoze 1 = aa—! ¢ Ab, jest prvek 1 obsaZen v soudinu
Ab a oviem jest obsazen také v A. Protoze rozklad G jest vytvorujici
a protoze ob& podmnoziny 4b, A obsahuji prvek 1, mame 4b c 4. Odtud
plyne1.a—1e 4, t.j. a=1e A a tim jest zjisténo, Ze QU jest podgrupou
v ®. Zbyva ukazati, Ze QU jest invariantni v & a e kazdy prvek a e ¢
jest t¥ida libovolného prvku a e @ vzhledem k . Necht a ¢ & a necht
nyni ¢ znaci onen prvek v @, ktery obsahuje a, takZe mame vztahy
aeaeG. Kdyz x ea, pak jest « = 1.2 ¢ Aa a odtud plyne a c 4a; pro-
toze rozklad @ jest vytvotujici a obé podmnoziny Aa, @ obsahuji prvek a,
plati vztah Aa c a. Vychazi tedy Aa = a a podobné obdriime a4 = a,
takZe plati rovnosti

a = Aa = aA. , (2)
Ziejmé jest a4 c aA. Ukazme, 7e soudasné plati a4 c aA. Necht b znadi-
onen prvek v @, ktery obsahuje prvek a—!. Protoze rozklad G jest vytvo-
fujici a protoZe obé podmnoziny ba, A obsahuji prvek 1, jest ba c A a tedy
soutin a—1x prvku a—?! slibovolnym prvkem z € a jest obsazen v 4. Tedy
x = a(a—x) ead a vidime, Ze plati vztah a c a4. Odtud plyne ad c
cadA = aA. Vychazi tedy ad = ad a podobné se odvodi, Ze plati
rovnost Aa = Aa. Odtud a z (2) vychazi

a = al = AUa.
Tyto rovnosti predevsim ukazuji, Ze podgrupa 2 jest invariantni v &.
Protoze plati pro kazdy prvek a e & a onen prvek a e @, v ném# prvek a
jest obsaZen, plati také pro libovolny prvek a e @ a libovolny prvek a ea
a tedy ukazuji, Ze kazdy prvek a e ¢ jest t¥ida libovolného prvku a ea
vzhledem k Q.

Tim jsme uré¢ili v8echny vytvorujici rozklady grupy &:

Viechny vytvoiujici rozklady grupy & jsou prdvé jenom rozklady
grupy & vytvorené jednotlivymi invariantnimi podgrupams v &.

Uvazujme nyni o libovolném faktoroidu & na grupé &! Podle defi-
nice faktoroidu, jest pole faktoroidu @ jisty vytvoiujici rozklad grupy &
a jest tedy vytvoren, podle pravé odvozeného vysledku, jistou podgru-
pou I, ktera jest invariantni v &. Podle definice nasobeni faktoroidu,
jest soudin al - b libovolného prvku a e @ s libovolnym prvkem
bQA e B onen prvek faktoroidu &, ktery obsahuje mnozinu aQl . 6;
protoZe tato mnoZina splyva, jak jsme vidéli, s prvkem abQl ¢ &, mime
pro nasobeni faktoroidu @ tento vzorec: aQl - bA = ab.

Nyni ukazeme, %e faktoroid & jest grupa, v ni% jednotkou jest pole
invariantnd podgrupy U a prvek inversni vzhledem k libovolnému proku al
jest a—1Ql. Skuteéné, pfedevsim podle cvié. 4. v odst. 8. Jest @ grupoid
asociativni. Déle, podle cvié. 5. v odst. 10., jest pole 4 invariantni pod-
grupy U jednotkou grupoidu . Koneéné mame tyto rovnosti:
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U a1U; = aa—'Y = 1A = A4,
a z nich vidime, Ze a—!2 jest inversni prvek vzhledem k prvku aQl.

Kazdy faktoroid & na grupé & jest tedy grupou a jest jednoznaiéné
uréen jistou podgrupou 2l invariantni v & a to tim zpisobem, Ze pole
faktoroidu @& jest rozklad grupy & vytvoieny podgrupou Q. Faktoroid &
nazyvame grupa t¥id a pravime, ze jest vytvofena invariantni podgrupou
U; oznacujeme ji symbolem &/Q. Nasdimi tvahami jsme dospéli k pte-
hledu o vsech moznych faktoroidech na libovolné grupé &: Vechny
faktoroidy grupy & jsou prdvé jenom grupy tiid na & vytvofené jednotli-
vyme invariantnimi podgrupami v &.

Vsimnéme si nyni vlastnosti invariantnich podgrup! V kazdé grupé &
existuji alespont dvé invariantni podgrupy a sice nejmensi podgrupa &
a nejvétsi podgrupa &; grupa tiid &/E jest nejmensi faktoroid ®pmin
a grupa t¥id ®/® jest nejvétsi faktoroid Gpayx. VEimnéme si, Ze v grupach
mohou existovati podgrupy, které nejsou invariantni; na pt. podgrupa
v grupé &, skladajici se z obou permutaci 1, f (oznadeni jako na str. 61.)
neni invariantni v &;, nebot, jak jsme na str. 61, vidéli, mame na pt. al =
= {a, ¢}, YAa = {a, d}, takie al == WAa. KdyZ jsou dany v néjaké
grupé & dvé podgrupy 2, B a B jest nadgrupa na A, takze Ac B c &
a kdyZz podgrupa 2 jest invariantni v &, pak jest tim spiSe invariantni
v B. Kdyz ale naopak podgrupa QI jest invariantni v B, pak nemusi
nutné byti invariantni v &, nebot plati-li rovnost aQl = a pro kazdy
prvek a e B nemusi platiti pro kazdy prvek a ¢ . Kdy% na pf. néjaks
podgrupa 2 neni invariantni v &, jest sice invariantni v Q, ale nenf in-
variantni v &.

Kdyz néjaka podgrupa 2 c @ jest invariantni v &, pak jest zaméni-
telna s kazdou podgrupou € c &, nebot pak mame z = AUx pro kazdy
prvek z ¢ € a odtud vychazi, Ze podgrupy 2, € jsou zaménitelné. Kdyz
néjaké podgrupy I, € jsou zaménitelné, pak nemusi nutné néktera z nich
byti invariantni v &, jak jest tomu na pf. v ptipadé, kdyz QI neni v &
invariantni a ¢ = Q.

Necht nyni Q, B, € znaéi podgrupy v & a piedpokldadejme, Ze
jest invariantni podgrupa v B a Ze jest zaménitelna s €. Pak € CB/A
a B/A M € jsou faktoroidy v B. Ze vzoreh 1. a 2. na str. 62, vidime, Ze
faktoroid € C B/ lezi na podgrupé (€ n BV)A a faktoroid B/A M €
na podgrupé € n B; prvkem prvniho faktoroidu obsahujicim jednotku
1 grupy & jest ziejmé pole podgrupy 2 a prvkem druhého faktoroidu
obsahujicim 1 jest pole podgrupy & n . Odtud plyne, Ze Q jest inva-
riantni podgrupou v (€ n B)A a € n QA jest invariantni podgrupou
v € n B, a mame vzorce

CCB/A=(CnB)A/A, VAN E = (€ n B)/(€ n A).




Uvod do teorie grup. 67

Kdyz podgrupa B splyva s grupou &, pak podgrupa Q jest inva-
riantni v & a jest tedy zaménitelnd s kazdou podgrupou € c &; kromsé.
toho mdme € n Y = €. Kdyz tedy U, € znadi podgrupy v & a U jest
invariantni v @, pak podgrupa € n Q| jest invariantni v € a mame vzorce

COCB/A=CARA, G/AME = /(€ n A).

Tento odstavec ukonéime avahou o zakrytu grupy t¥id vynuceném
opét néjakou grupou tiid. Necht Q, znaéi libovolnou invariantni pod-
grupu v grupé @ a U, libovolnou invariantni podgrupu v grupé tiid &/, .
Prvky podgrupy I, jsou tedy ti¥idy vzhledem k invariantni podgrupé Q,
a mezi témito prvky jest pole 4, invariantni podgrupy 2I,, nebot 4, jest;
jak vime, jednotkou grupy tiid &/, a jest tedy prvkem kaZzdé podgrupy
v grupd &/;. Soudet viech prvki podgrupy U, jest tedy jistd nadmno-
Zina A, na A, a tedy obsahuje jednotku 1 grupy &:1 e 4, c 4,. Podgrupa
A, vytvoiuje na &/, grupu t¥id (B/,)/AUs, a jak vime z odstavee o gru-
poidech, vynucuje tato grupa t¥id jisty zakryt &, grupy tiid &/Q,.
Pripometime si, %e &, jest faktoroid na grupé & a kazdy jeho prvek jest
soudtem viech prvku grupy t¥id &/, které jsou obsazeny vidy v témie
prvku grupy t¥id (&/Q)A,. Zejména jest tedy mmozina A, prvkem
faktoroidu &, a protoze obsahuje jednotku 1 grupy &, plyne z hotejsich
vysledki, Ze 4, jest polem jisté invariantni podgrupy 2, v & a faktoroid &,
jest grupa tfid G/, A, jest invariantni podgrupa v Q[2, nebot méa tuto
vlastnost dokonce v @ a jest zfejmé, Ze plati rovnost A, = Ay/A;. Dosli
jsme k tomuto vysledku: Zdkryt grupy t¥id &/, vynuceny grupou t¥id
(B/AU,)/AU; jest grupa tFid &y, pFi demZ pole invariantni podgrupy AUs
v & jest soucet véech proki grupy G|y, z nichZ se sklddd invarianini pod-
grupa Ay v G/A,. A, jest grupa tFid Wy/A,.

Cvideni. 1. V grupé &, skladajici se ze vSech permutaci prvki
a, b, c,d, tvofi viechny permutace, které zobrazuji prvek d na sebe,
podgrupu S,'. Permutace, které zobrazuji prvky a, b, ¢ jako permutace
e, a, b nastr. 26. a prvek d nechivaji beze zmény, tvofi podgrupu v &,,
kter4 jest invariantni v &S, ale neni invariantni v S,.

2. Prinik a soudin kazdych dvou invariantnich podgrup v &
jest opét invariantni v &.

3. Necht Q jest libovolnd podgrupa v 3. MnoZina vSech prvku
a ¢ ® takovych, Ze a?l = a, tvoii nadgrupu N na A, t. zv. normalisdtor
podgrupy 2l. Podgrupa QI jest invariantni v R a kazda podgrupa v @,
v niZ jest  invariantni, jest podgrupou v N.

4. Centrum grupy ® jest invariantni podgrupa v &.

5. R4d grupy t¥id na libovolné koneéné grupé fadu N jest délitelem
¢isla N.
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6. Kdyz v néjaké konecéné grupé radu N (= 2) existuje podgrupa
radu N, pak tato podgrupa jest v ni invariantni. Na pr. v diedrické
grupé fadu 2 n (n = 3) mame invariantni podgrupu ¥adu n, kterd se
sklada ze vSech prvka grupy odpovidajicich oto¢enim vrcholt pravidel-
ného n-thelnika okolo jeho stiedu (v. cvié. 2, v odst. 11.).

7. V aplné grups euklidovskych pohybft na p¥imce nebo v roviné
jest ona podgrupa, kterd se sklada ze vSech euklidovskych pohybu
fla]l nebo f[a; a,b] invariantni (v. cvié. 1. v odst. 11.). Prislusna
grupa tiid mé pravé dva prvky; jeden se sklida ze vSech euklidov-
skych pohybu f[a] nebo f[x;a,-b], druhy pak z g[a] nebo g[x;a,b].

14. Deformace a véty o isomorfismu grup.

Deformace grup. Necht &, B* znadi grupoidy a predpoklidejme, Ze
existuje deformace d grupoidu & na G*. Kdyz jeden z grupoidia &, G*
jest grupa, co se da Fici o druhém?

Kdy% @ jest grupa, pak také &* jest grupa. Mimoto obraz v d jednotky
grupy & jest jednotka grupy &* a obraz proku tnversniho vzhledem k libo-
volnému proku a € & jest prvek inversni vzhledem k obrazu prvku a. Aby-
chom tato tvrzeni dokéazali, uvazme, zZe podle cvi¢. 2. v odst. 7. jest grupoid
®* asociativni. Necht 1* znadi obraz jednotky 1 grupy & v deformaci d,
takZe 1* = d1. Podle cvi¢. 4. v odst. 10. jest 1* jednotkou grupoidu &*.
Necht dale a* znadi libovolny prvek v &*. Protoze d jest zobrazeni grupy
® na G*, existuje alespoii jeden prvek a e & takovy, Ze a* = da. Z rov-
nosti aa—1 = 1 plyne d(aa—1) = dl, t. j. a*da—* = 1* a podobné z rov-
nosti a—a = 1 rovnost d(a—1a) = dl, t. j. da—!.a* = 1* a odtud vy-
chézi, ze prvek da—1 jest inversni vzhledem k a*, takze da—! = (da)—!.
Déle vidime, %e obraz v deprvku inversniho vzhledem k libovolnému
prvku a € & jest prvek inversni vzhledem k obrazu prvku a a tim jsou
naSe tvrzeni dokdzana. Stru¢né muzeme ¥Fici, ze kazda deformace zobra-
zuje grupu opét na grupu a zachovava v obou grupach jednotky a inversni
prvky. v

Z tohoto vysledku zejména vychazi, Ze jsou-lv néjaké dva grupoidy
®, B* tsomorfni a jeden z nich jest grupa, pak také druhij jest grupa. Nebot
jsou-li &, B* isomorfni, pak existuje isomorfismus grupoidu & na &*
a soucasné existuje isomorfismus (inversni) grupoidu G* na &. Tedy jest
kazdy z obou grupoidi &, &* obrazem druhého v jistém isomorfismu
a tedy, je-li jeden z nich grupa, pak také druhy jest grupa, jakoZzto iso-
morfni obraz grupy. Kazdy isomorfismus zachovava ovSem v obou gru-
pach, jako kazda deformace, jednotky a inversni prvky; dile zachovavs
podgrupy a jak se snadno presvédéime, i invariantni podgrupy.

O grupoidu & necinime nyni dal$ich predpokladd, ale o grupoidu G*
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