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72 Otakar Bortvka:

Jak vime z teorie grupoidii (odst. 9.), mame jesté t¥eti vétu o gru-
poidech a ta se tyka zakrytu faktoroidu. Necht I, znaéi libovolnou in-
variantni podgrapu v & a Q, libovolnou invariantni podgrupu v grupé
tiid ®/Q;. Podle tieti véty o isomorfismu grupoidi jest grupa t¥id
(®/,)/A; isomorfni se zakrytem 02 grupy tiid ®G/A; vynucenym
grupou t¥id (B/U,)/Ay, t. j. (B/A) /A, ~ &, a sice jest isomorfismus
zobrazeni, v némz jest ke kazdému prvku a e ($/2,)/2l, ptitazen soudet
a € &, viech prvkii a, e &/, lezicich v a. Podle odst. 13. jest soucet viech
prvki grupy tiid &/ leZicich v U, polem jisté invariantni podgrupy 2,
v & a B, jest grupa tiid G/Uy; mimoto mame A, = Ay/A,. Odtud plyne
ety véta o tsomorfismu grup:

Je-li A, invarianini podgrupa v & a U, invariantni podgrupa v G/U,.
pak soudet proki grupy t¥id &/, leficich v A, jest polem jisté invari-
antni podgrupy U, v & a plati vztah

(B/y)/(As/RAy) =~ &/As,
Pt Eem?Z isomorfismus prifazuje ke katdému proku @ grupy tiid na levé
strané soucet viech proki grupy &/, leZicich v a.

Cviceni. 1. Realisujte permutacemi abstraktni grupu 4. radu, jejiz
multiplika¢ni tabulka jest napsina jako prvni na str. 56.!

2. Kdyz jest ddna multiplikaéni tabulka néjaké koneéné grupy &,
pak symboly levych translaci na & obdrzime, kdyz pokazdé opiseme
vodorovné zahlavi a pod né napiseme jeden tadek tabulky. Podobné
sestavime ze svislého zahlavi a jednotlivych sloupett symboly pravych
translaci na .

3. Pravidelny osmistén ma celkem 13 os soumérnosti (3 prochazeji

vevs

vidy dvéma protéjsimi vrcholy, 6 prochazi stiedy vidy dvou protéjsich
hran a 4 stiedy vzdy dvou protéjsich stén). Viechna otoceni osmisténu
okolo os soumérnosti, ktera osmistén prevadéji v sebe, tvoii grupu
24. ¥adu, t. zv. grupu oktaedrickou (p¥itom se otoéeni okolo téZe osy o thly
lisici se o celé ndsobky 3600 povazuji za stejna); oznatme pro okamzik
tuto grupu Q. Kazdému otoceni, které jest prvkem v O, odpovida jista
permutace 3 os soumérnosti prochazejicich vzdy dvéma protéjsimi .
vrcholy. Kdyz ke kazdému prvku v O piifadime prislusnou permutaci,
obdrzime deformaci grupy © na symetrickou permutacni grupu ;.
Pouzijte této deformace a dokazte pomoci prvni a tieti véty o isomorfismu
grup, Ze grupa O obsahuje invariantni podgrupy radu 4, 12!

15. Cyklické grupy.
Libovolna grupa & se nazyva cyklickd, kdyz v ni existuje prvek,
t. zv. zdkladni, ktery se vyznacuje tim, ze kazdy prvek v & jest jeho
mocninou. KdyZ @ jest cyklickd grupa a a jeji zakladni prvek, pak grupu
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® oznacujeme zpravidla symbolem (a). Z prvniho vzorce (1) na str. 52,
plyne, Ze kazda cyklicka grupa jest abelovska.

Uvazujme o libovolné cyklické grupé (a). Jsou-li moeniny ai, a’
prvku a s kazdymi dvéma riznymi mocniteli 7, j razné, pak grupa (@) m4
rad 0, nebot obsahuje nekonetné mnoho prvku

P

v a2 at al al, a?, Ll (1)
protoze kazdy prvek grupy (a) jest nékterou mocninou prvku a, neni
v grupé (a) jinych prvka nez jsou tyto a vychazi, ze se grupa (a) sklada
z prvku (1). Predpokladejme nyni, Ze mocniny prvku @ s nékterymi
riznymi moeniteli ¢, j jsou rovné, takze at = af, v = j. Z této rovnosti
plyne a—7 . a® = a—7 . a/, t. j. a*—/ = 1. Protoze jedno z ¢isel ¢ —j, j —1
jest prirozené a mocniny prvku e s témito mocniteli jsou rovny 1, vidime,
ze existuji plirozena ¢isla @ hovici rovnici a® = 1. Mezi témito pfiroze-
nymi Cisly jest jisté ¢islo nejmensi: oznacme je n, takZe mame a” = 1.
Uvazujme o téchto prvcich grupy (a)

1, a, a2, ..., a1 (2)
Predev&im snadno zjistime, Ze kazdé dva z nich jsou rdzné; skuteéné,
plati-li pro nékteré z nich rovnost a? = a/, jest jedno z obou ¢isel ¢ — 4,
j — ¢ piirozené a mensi nez n a hovi rovnici a® = 1, ale to odporuje defi-
nici ¢isla n. Grupa (@) ma tedy alespon » prvki (2) a ma tedy fad bud 0
anebo > n. Déale snadno ukazéme, Ze grupa (a) jinych prvka nema, takze
jeji *ad jest n. Za tim GcCelem uvaZujme o libovolném prvku a® grupy (a).
Deélime-li ¢islo x ¢islem n obdrzime jisty podil ¢ a jisty zbytek r: x =
=gn +r amame 0 <r < n— 1, takze a” jest jednim z prvka (2). Ze
vzorcl (1) na str. 52. plynou rovnosti

a® = qMtr =q® q" = (a")?.a" =17.a" =1.a" = a”

a odtud vychazi, ze a® jest prvek a”. Tim jest zjisténo, ze grupa (a) se
sklada z prvkd (2) a ma tedy rad n. Dale plyne z nasi ivahy, Ze souéin
a® . @ libovolného prvku a? s libovolnym prvkem a’ grupy (a) jest prvek a*,
kde k znadi zbytek déleni ¢isla ¢ + j ¢islem n, nebot a'.al = ai+i.
Shrneme-li nase vysledky o cyklickych grupach, vidime, zZe #dd n kaZdé
cyklické grupy (a) jest bud 0 a v tom pFipadé se grupa (a) sklddd z proka (1),
anebo n > 0 a pak se cyklickd grupa (a) sklddd z proki (2). Soucin a® . o’
libovolného proku at s libovolniym prokem a’ grupy (a) jest v pronim pripadé
proek aiti; kdeZto v druhém pripadé prvek oF, kde k jest zbytek déleni éisla
© + § Cislem n. V druhém piipadé jest n nejmensi prirozené ¢islo takové, Ze
a® = 1. V&imnéme si, Ze v obou piipadech jest a”—? prvek inversni vzhle-
dem k prvku a'.

Uvazujme nyni o néjaké podgrupé 2 v cyklické grupé (a)! Kdyz se
podgrupa 2 sklada z jediného prvku 1, pak jest cyklickd a ma zakladni
prvek 1. Predpokladejme nyni, Ze podgrupa QI obsahuje kromé prvku 1
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néktery prvek at, kde 7 3=0. Protoze podgrupa Q obsahuje s prvkem a®
soudasné inversni prvek a—i a protoZe jedno z obou &sel 4, —i jest ptiro-
zené, vidime, Ze v podgrupé Xl existuji moeniny prvku a, jejichz mocni-
telé jsou prirozena disla. Mezi témito mocniteli jest jeden nejmensi;
oznaéme jej m, takZe mame a™ e QU a mocniny prvku @ s pfirozenymi
mocniteli mensimi nez m v podgrupé U neexistuji. Necht a* znati libo-
volny prvek v Q. Délime-li ¢islo x ¢islem m, obdrZime jisty podil q a jisty
zbytek r: x = gm +r a mame 0 < r < m— 1. Ze vzorcl (1) na str. 52. ply-
nou rovnosti a% = qm+r = g™ a” a odtud vychazi, Ze prvek a’ jest souin
prvku a— s prvkem a®. ProtoZe a—% jest inversni prvek vzhledem
k prvku (a™)?, ktery jako ¢-t4 'mocnina prvku a™ obsazeného v Q jest
rovnéz v U, vidime, Ze a— jest prvek v  a protoze také a? jest prvek
v Q, jest i sou¢in a— . a2, t. j. prvek a’, obsaZzen v podgrupé 2. Odtud
vzhledem k nerovnostem 0 < r <m-—1 a k definici ¢isla m vychézi
r= 0 a mame a® = (a™)?. Tedy jest kaidy prvek podgrupy U jistou
mocninou prvku am, takze podgrupa  jest cyklickd a ma zakladni
prvek a™. Touto Gvahou jsme dosli k vysledku, Ze kaZdd podgrupa v cyk-
lické grupé (a) jest cyklickd. Protoze cyklickda grupa (a) jest abelovska,
jest v ni kazda podgrupa invariantni.

Existuji v cyklické grupé () kromé prvku a jesté dalsi zakladni
prvky? Necht opét » znadi fad grupy (a) a predpokladejme, Ze néktery
prvek a” grupy (a) jest zdkladni. Pak zejména prvek a jest jistou moc-
ninou prvku a?, takZe mame a = a*¢, kde ¢ znadi jisté celé ¢islo. Je-li
n = 0, pak z této rovnosti plyne ¢ = 1, nebot v tom p¥ipadé kazdé dveé
mocniny prvku @ s rtznymi mocniteli jsou rtazné a odtud dale plyne
y = ¢ = 1 anebo v = ¢ = — 1. Kromé prvku a mize tedy jenom prvek
a—1 byti zakladni a vidime, Ze skutetné kazdy prvek a® grupy (@) jest
-i-tou mocninou prvku a—1. V pfipadé n = 0 ma tedy grupa (a) pravé dva
zakladni prvky: a, a—1. V§imnéme si, Ze jsou to jediné dva prvky v (a),
jejichz mocnitelé maji s ¢islem » (= 0) nejvétsi spoleénou miru 1, jinak
fefeno, jejichZ mocnitelé jsou s &islem = (= 0) nesoudélni. Uvazujme
nyni o pfipadu » > 0. Cyklickd grupa (a) se sklddé z prvka 1,a,
a?, ...,a™1. Znac¢i-li r zbytek déleni ¢isla »g ¢islem n, takze vq =
= ng’ + r, kde ¢’ jest podila 0 < r < n — 1, mame a*? = a* = a a odtud
plyne r = 1, nebot a, ar jsou z fady 1, a, a?, ..., a1, v niz kazdé dva
prvky s riznymi mocniteli jsou rizné. Mame tedy rovnost g — ng’ = 1
a odtud plyne, Ze disla », n jsou nesoudélnd. Znaci-li naopak » libo-
volné celé ¢&islo nesoudélné s n», pak existuji celda ¢isla g, ¢’ takova,
7ze vq —ng’ = 1 (v. pozn. pod ¢arou na str. 39.) a odtud plyne pro kazdé
celé ¢islo : © = »(¢qi) — n(¢'7) a mame a® = (a*)¥, takZe a” jest zi-
kladnim prvkem grupy (a). V piipadé n > 0 jsou tedy zakladnimi
prvky grupy (@) pravé ony mocniny prvku a, jejichZz mocnitelé jsou
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s Cislem » nesoudélni. Vidéli jsme, Ze tyz vysledek plati i v piipadé
n = 0, takZe nase vysledky muzZeme shrnouti vétou, Ze zdkladnimi proky
libovolné cyklické grupy (a) Fddu n = 0 jsou prdvé jenom mocniny proku a,
jejichZ mocnitelé jsou s &éislem n mesoudélni. V pFipadsé n =0 ma tedy
cyklicka grupa (a) pravé dva zakladni prvky, kdezto v ptipads » > 0
jich ma tolik, kolik jest viadé 1.2,..., n ¢isel nesoudélnych s n.

Diulezitym piikladem cyklické grupy ¥adu 0 jest grupa 3 a sice jest
3 = (1). Viechny podgrupy v 3 se skladaji, jak vime, ze vSech celych
nasobkti vzdy néjakého nezdporného ¢&isla n a jsou tedy, v souhlase
s hotejsim vysledkem, cyklické grupy (n). Necht n = 0 a uvaZujme o gru-
pé tiid 3/(n). P¥ipomeiime si, Ze kdyZz n = 0, pak se 3/(n) sklad4 z mnozZin
a; = {1}, kde i = ..., —2, —1, 0, 1, 2, ... a kdyZ = > 0, pak se sklada
z prvki a,, ..., ay,—1, kde @; zna¢i mnozinu viech prvka v 3 lidicich se od
¢isla ¢ jenom o néjaky cely nasobek &sla n; v obou ptipadech méa grupa
t¥id 3/(n) ¥ad n. Snadno ukaZeme, Ze grupa tiid 3/(n) jest cyklickd a ma
zakladni prvek a,. Skuteéné, podle definice nasobeni v 3/(n) jest libovoln4
1-t4 mocnina libovolného prvku a; € 3/(n) onen prvek v 3/(n), ktery obsa-
huje ¢islo 47 a tedy jest zejména a; =a,* a tim jest naSe tvrzeni dokdzano.
Soucasné jest tim zjisténo, Ze existuji cyklické grupy libovolného fadu
n = 0.

Avsak nejen kazdd grupa t¥id na grupé 3 jest cyklickd, nybrz i na-
opak jest kazda cyklickd grupa isomorfni s jistou grupou t¥id na grupé 3.
Skutecéns, uvazujme o libovolné cyklické grupé (a). Pak ke kazdému
prvku x € (a) existuje alespoii jedno celé ¢islo & takové, Ze aé = x a oviem
naoI;ak, je-li & libovolné celé ¢islo, jest a¢é prvkem v (a). Pfifadime-li
tedy ke kazdému prvku & e 3 prvek af e (@), obdrzime jisté zobrazeni d
grupy 3 na grupu (a). Kdyz &, % jsou libovolné prvky v 3 a d& = «,
dn = y, mime x = af, y = a" a tedy xy = afan = aé*n, takie d(é+n) =
= @y = d&dy. Odtud plyne, Ze zobrazeni d zachovavé nasobeni v obou
grupach 3, (a) a tedy jest homomorfismus. Vychazi tedy predevsim, Ze
cyklickd grupa (a) jest homomorfni s grupou 3. Podle prvni véty o iso-
morfismu grup, tvoii mnoZina viech vzort v d jednotky grupy (a) in-
variantni podgrupu 2 v 3 a grupa tiid na 3 vytvofena invariantni pod-
grupou 2 jest isomorfni s (a), t. j. 3/RA =~ (a). Necht n (= 0) znadi fad
cyklické grupy (a). Pak také 3/ ma ¥ad n a tedy se podgrupa 2 sklada
ze viech celych nasobku ¢isla n. Vychazi tedy, ze cyklickd grupa (a),
¥adu n, jest isomorfni s grupou t¥id na 3 vytvofenou podgrupou (n) v 3.
Zejména jest tedy kazdd cyklickd grupa fadu O isomorfni s grupou
3/(0) a tedy také s grupou 3.

Z¥ejmé jest kazda grupa isomorfni s néjakou cyklickou grupou fadu
n (= 0) opét cyklickd a ma Fad n. NaSe Gvahy obsahuji tedy tento vy-
sledek: Vechny cyklické grupy Fddu n = 0 jsow representovdny grupou
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trid 3/(n) na grupé 3 a to v tom smyslu, Ze kaidd cyklickd grupa Fadu n jest
womorfni s 3/(n) a naopak, kaidd grupa isomorfni s touto grupow t¥id jest
cyklicka a md 7dd n.

Jako priklad cyklické grupy fadu n > 0 uvedme grupu skladajici se
z koFenli rovnice x" = 1, pfi ¢emz nasobeni jest nasobeni v aritmetickém
smyslu. Kofeny této rovnice jsou*)

2t 4mi . 2(n—1)ni
n

g9 = 1, & = en £y == en, .. Ep—q = €
2mi
a tvoii tedy cyklickou grupu (e ). Body, jejich# soutadnice jsou realnf
a imagindrni ¢asti téchto kofent, jsou vrcholy pravidelného n-thelnika.
Na pi. pro n = 6 mame vrcholy pravidelného 6-thelnika (v.obr. 11.).
: 2 107

Zakladni prvky této grupy fadu 6 jsou e, e 6 .
Pojem cyklické grupy ma dulezity

i 2mi , . fo e «
o6 et vyznam i pro grupy, které nejsou nutné
cyklické. Uvazujme o libovolné grupé

®. Necht a znadi libovolny prvek v &.

Jednotlivé mocniny prvku a tvori cy-

-1 7 klickou podgrupu (a) v &. Rddem
prvku @ rozumime ¥ad cyklické pod-

grupy (@). Rad n prvku a jest tedy bud

0 nebo nejmensi prirozené &islo x, pro

st Toxi néz a®*=1; vidycky tedy plati a®=1.
e e’ Déle snadno zjistime, ze 7dd n kaZ-
Obr. 11. dého proku ae® jest délitelem Fadu N

grupy &, t.]. ze plati rovnost N = nd,
kde dznaci vhodné celé ¢islo. Toto tvrzeni jest dasledkem toho (str. 60.),
ze Fad kazdé podgrupy v & jest délitelem fadu grupy . Z rovnosti
N =nd plyne: a¥ = a"® = (g")? = 1% =1 a odtud vychazi t. zv. Fer-
matova véta pro grupy: V kaZdé grupé libovolného fdadu N jest N-td moc-
nina libovolného prvkw jednotka grupy.

Nage avahy ukonéime poznimkou o vytvoreni na p¥. levych translaci
néjaké konecéné grupy ryzimi cyklickymi permutacemi. Necht & znaci
libovolnou konec¢nou grupu a a libovolny prvek v &. Jak jsme vylozili
v odst. 14., jest leva translace ¢ grupy & permutaci grupy & a jest tedy
vytvorena (v. odst. 4.) koneénym pocétem ryzich cyklickych permutaci,
t. j. existuje rozklad G — {a@, ..., m} grupy & takovy, %e kazdy jeho
prvek a, ..., m jest v ot invariantni a c¢asteéné permutace ofy, ..., ofw
jsou ryzi cyklické permutace prvkia, ..., m. Libovolny prvek & rozkladu

*) Je-li « libovolné redlni Eislo, pak %, kde 7 = V:jl_ , jest definovano vzor-
cem e¥ — cosx - 7.sin .
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G se skladé z prvki cyklu x, Jta, (o2)%, ..., (o)F—1x, p¥i dem? x znadi
libovolny prvek v & a k nejmensi piirozené &islo takové, ie (ot ) = a.
Podle definice levé translace ,¢ mame 4tx = ax, (,#)2x = a2z, ..., ()l =
= a*1x a z rovnosti (,¢)x = a*x = 2 plyne a* = 1. Odtud vidime, Ze
nas cyklus jest x, ax, a2x, ..., a*—lx a dale, Ze mnoZina 1, a,a?, ..., ak—1
jest pole cyklické podgrupy (a) v ®. Prvek z jest tedy prava tfida prvku
vzhledem k cyklické podgrupé (a) a odtud plyne dale, Ze G jest pravy
rozklad grupy & vytvoteny cyklickou podgrupou (a). O ryzich cyklickych
permutacich, které vytvoruji libovolnou levou translaci «¢ v néjaké ko-
necné grupé &, plati tedy véta, Ze jejich cykly se sklddaji z téchze proki
jako pravé t¥idy vzhledem k cyklické podgrupé (a) v grupé &. V

Cvicéeni. 1. Prvek @ 4 1 v libovolné grupé & ma rad 2, kdyz a jen
kdyz jest sam k sobé inversni. ‘

2. V kazdé kone¢né grupé sudého fadu existuji prvky radu 2.

3. Ma-li prvek @ libovolné grupy & rad =, pak ¥ad kazdého
prvku cyklické podgrupy (a) v &, jest délitelem disla n.

4. Kazda grupa, jejiz Fad jest prvocislo, jest cyklicka.

5. Rad kazdého prvku a libovolné grupy tiid na néjaké koneéné
grupé & jest délitelem radu kazdého prvku v & obsazeného v a. Kdyz
¥ad prvku @ jest mocninou néjakého prvodisla p, pak v a existuje prvek
a, jehoz tad jest rovnéz mocninou prvocisla p.
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