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Medzi rie3eniami systému Y mbZe byt integrél g, definovany v is- ‘

tom intervale, ktory integrédl je vyzoadny tym, Ze jeho hodnoty v porovnani s hod-
notami Yubovolného rieSenia y € Y v &fslach, v ktorych obidve riesenia g,
y existuju, sdi vidy men3ie, lebo sa rovnaji hodnotém rieSenia y. Integrdl g
sa potom nazyva gg;mengi integrédl prechéddzajici bodom (§ ,4 ), strudne: naj- '

mend{ integrél v bode (f,%).

Obdobne definujeme najvi#i3f integrdl G prechddzsjici bodom (§ ,%2),

stru¥ne: najviéis{ integrdl v bode (j +»% )y tym Ze jeho hodnoty v porovnani
s hodnotami YTubovolného riedenia y € Y v &islach, v ktorych obidve rie3enia
G, y existuji, sd vidy viél3ie, alebo sa rovnaju.

Integrély g, G nazyvame sithrnne krajné, alebo extrémne integrily
pﬁechédzaiﬁce bodom (5 ? ), stru¥ne: krajné alebo extrémne integrdly v bode

(§,7)s

fahko vidime, Ze ak d. rovnica (a) w4 len jedno riedenie prechddza-
Jdce bodom (j » %), definované v ne jalkom infepvale J, potom toto rieSenie
je sdlasne najmen3im a najviisim integrdlom v bode (j y); neopak, ak.d.
rovnica (a) mé riedenie prechédzajuice bodom (§,%), definované v nejakom
intervale . j, ktoré je sufasne najmend3im a najvi&Sim integrélom v bode (§ )
potom toto rieSenie je jediné, ktoré prechédza bodom (¢, h) a je definovanél
v intervale J.

Podobne, ako sme definovali krajné integrdly v bode (§ r?,), defi-
nujeme tzve. kra'né zlo¥ené integr4ly v bode (§,%). '

Medzi rie§eniam1 systému Y mdZe byt integrdl h (H), definova-
ny v tom istom intervale, ktory integrdl je vyznamny tym, Ze jeho Cast v %{s-
lach x £ §{, poklal existuje, je najmen¥im (najvdi3im) a v &islach x £ §
pokial existuje, najvéé3im (najmen¥im) integrélom systému Y. Integrdl h
(H) sa potom nazyva dolnj (hornf) zlo¥eny integrdl prechddzajici bodom (§ ,% )
strutne: dol hor zloZeny integrdl v bode (§ ,%); sidhrnne potom tieto
integrdly nazyvame krajné alebo extrémne 2zloZené integrdly prechddzajice bodom

(3 ' 1) strufne: krajiné alebo extrémne zloZené integrély v_bode (§,%).

Vlastnosti irajnjch zloZenych integrédlov v bode (S »h ) - sd samozrej-
me dané vlastnostami najmendfch a najvitsich integrélov v bode (§,7).

4. Porovndvacie teorémy

P S R —p.

23, Metoda indukcie v Xontinuu

V d8kazoch porpvhévacich,teorém, ktoré sd hlavnym obsahom tejto ka-

pitoly, pouXijeme tzv. metody indukcie v kontinuu. Tito metodu vynasiel O,Per-
ron a v mnohych pripadoch preukdzal jej uZitoZnost.

Metdda indukcie v kontinuu Je prevedenim klasickej metody dplae] 1ndu]h
cie 2z mnoZiny prirodzenych &isel na uzavrety interval.
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Klasickd metodu dplnej indukcie pou%ivame, ako vieme, spravidla vtedy,
ak méme ku ka¥dému prirodzenému ¥{slu n priradeny isty vyrok Vv, a ak ide o
to dokézat, Ze v3etky vyroky )

’ Vl, V2, V3’ LN ] . (1)

sd sprévne. Postuphjemé tym spdsobom, Ze dokdZeme 1. sprédvnost vyroku Vi

2. %e pre kaZdé n (¥ 2), pre ktoré sd sprdvne vyroky Vis Voo eeey Vg
Jje sprdvny i1 vyrok Ve 7e potom vietky vyroky (1) sd sprévne, plynie 2z tej-
to dvahy:

Ak tomu tak nie je, sui nesprdvne vyroky priradené k istym priréd'zenym
g¢{slam a z nich jedno, oznaime ho m, Je najmen3ie.

PretoZe f)lat:( l., Jje m >1l. Podla definfcie ¥fsla m s vyroky
Vs V2, eeey Vooq sprévne,av3ak vyrok Vm Je nesprévny: To v3ak je spor,
pretbﬁe plati 2. $

" Majme teraz ku kafdému &islu x =z Yubovolného kompaktného intervalu -
[a, b] priradeny nejaky vyrok Vx. Chceme dokézat, Ze vdetky vyroky, prirade-

né k jednotlivjm &fslam x€ [a, b]) st sprévne.

Pokisme sa previest uvedend klasicku metodu na tento pripad. Postupu-
Jdc analogicky, najprv dokéZeme sprévnost vyroku V,. Potom by sme.mali doké-
zat, %e pre kaZdé x &€ [&, b); pre ktoré sd sprédvne vietky vyroky priradend
k jednotlivym &islam intervalu [a, x] , je sprévny aj vyrok, priradeny k ¢is~-
lu najbliZsie vdtS3iemu neZ x. Av3ak to nejde, nakolko také nabliZ3ie v#lsie
&islo neexistuje. ' o .

Tento spdsob prenesenia metody uplnej indukcie z mnoZiny prirodzengch
t{sel na né¥ interval teda sklame. Av3ak podstatni Zast tejto metc;dy wdZeme
prenieét’, ak ju trocha inak formulujeme, a to tekto:

Ak méme dokézat, te vietky vyroky (1) sd sprévne, dokdZeme né.jprv
sprévnost vyroku Vy. Ak nie.sd vdetky vyroky (1) ' sprévne, sd nesprévne vy=-
" roky priradené k istym prirodzenym &{elam a z nich jedno, ozna¥me ho nu, Je.
na jmen&ie.

1

PretoZe vyrok \£1 ,jg sprévny, Je m > 1. Podla definfcie ¥fsla
m, sd vyroky Vi, V,, oo V.., s8prévne, avdak vyrok V_ Jje nesprdvny. 2 oh-
to Udsudku sa snaZfme odvodit spor. (Spor dostaneme napr. vtedy, ked dok&'ieme,
te pre ka%tdé prirodzené ¥fslo n (2 2), pre ktoré si sprédvne vfiroky Vis V2,,'

seey Vn_l, Je sprévny 1 Verk Vn.).

‘Pri tejto formuldcii je prenesenie metédy Uplnej indukcie na uzavrety
interval jednoduché:

Ak méme dokdzat, Z%e vietky vyroky V., priradené k jednotlivym &fslem
x € [a, b] sd sprédvne, dokéZeme najprv sprévnost vyroku Va. Ak nie sud - vSetky
vyroky sprdvne, si nesprdvne vyroky priradené k urditym &fslem intervalu [a ,b)
a mno¥ina tychto &feel mé dolny hranicu ce€ [a, b]J. Je bud a <c <b, alebo
¢c=8, alebo c = b. 2 definfeis &isla ¢ vyplyva: '

V pripade a ¢ ¢ < b ad v3etky vyroky Ve pre x € [a,.c) sprévne
a vyrok V. Je alebo nie je sprédvny; ak je sprévny, potom v kaZdom rydzom oko-
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11 sprava &isla c¢ existuje aspoﬁ‘Jedno ¢{slo x, pre ktoré vypok Vx je ne-
sprévnye.

V pripade ¢ = a existuje v kaZdom rydzom okol{ sprava &isla c¢ as~-
pon jedno &fslo x také, %e vyrok, V., Jje nesprévny.

V pripade ¢ =b, Je vfrok V, nesprévny.
Z tychto usudkov sa snaZime odvodit spore.

24, Aplikdcia metody 4i1ndukcie v kon-
't41inuu na d86kaz nerovnosti

- £(x) = gx)
) Nech f, g Ui funkcie spojité a majd derivédcie v nejakom intervale
[8, b] .

Méme dokdzat, Ze plati: .
f(x) § g(x) pre xe[a, b] - (1)

prifom znamienko = méd platnost len pre x = a,.
Poufime k tomu metodu indukcie v kontinuu.
Usudzujeme takto‘:
Predovietkym zistime, Ze pre x = a tvrdenie f(a) = g(a) plati.

Ak neplatf nerovnost f(x) < g(x) vo v3etkych &f{slach x €. (a, b]
m4 mnoZina &isel, v ktorjych nerovnost neplati, dolnd hranicu c ¢ [a,, bJ .

l. Nech a £ ¢ < be. V kaZdom ryzdom okoli gisla ¢ sprava existu-
je bod x, v ktorom nada nerovnost neplati. Teda existuje postupnost &isel

{x.& ;1 konvergujica k ¢ takd, Ze ¢ < X, @ pre kaZdé x_ Je

f(xa )2 8(xy)
Odtial vzhladom na spojitost funkcii{ £, g vyplyva
f(q) 2 gle)
| Ak a = ¢ méme, ako sme ui zistili, f(e) = g(x). Ak a < c, méme

pre x € (a, ¢) : f(x) < g(x) a odtial vzhYadom na spojitost funkcii £, g
vyplyva f(c) & g(c) a teda opdt f(c) = gl(e), '

Méme teda - .
f(xg ) - £(e) g(xye) - gle)
R .
Xoe = C - X.= ¢

a odtial limitnym prechodom x _, —» ¢ dostaneme
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£°(c) 2 g8°(e)
v éislé c piatia teda vztahy:

£(e) = g(e), £'(e) 2 g°(e) (2)

pritom v pripade ¢ = a 1ide o derivédciu sprava.

2. Nech ¢ = b. Potom pre xé€ (a, b) Je £(x) < g(x), 2z &ho opht
vzhladom na spojitost funkeif ¢, g vyplyva f(e) g glc), aviak f£lc) 2 g(ec).

Teda jJe f(c) = g(c). Okrem toho je pre x € €a, c): .
f(x) - f£(¢) g(x) = gle)
>
X =C X -c .
a teda tieZ

£'(c) 2 g’(c)

tak¥e v &fsle ¢ platia opit vztahy (2), priZom ide o derivédciu zlava.

Vidime, %e k prevedeniu ddékazu platnosti vzdrca (1) stadi dokézat, Ze
plat{ rovnost f(a) = gla) a %e vztahy (2) spolu s vlastnostami funkcif £, g
obsahujd spor. ' '

25 Porovnédvacie teorémy

Nech sui dané dve diferenciélne rovnice,
(a) y  =f£(x,3); Y =F(x, Y) (A)

ktoré maji spolo¥ny nejaky defini¥ny obor o. Ak v niektorom bode (x, y)€& o’
platf{ nerovnost f(x, y) < F(x, y) alebo f(x,y) £ F(x, y), splnaji v tom-
to bode smernice dotyinfc kaZdych dvoch int. kriviek d. rovnic (a), (A) pre-
chddzajicich bodom (x, y), pokial existujd, td istd nerovnost. Z toho mbZeme
olakdvat, Ze ak jedna alebo druhd nerovnost plati v kaZdom bode oboru ¢, ma-
Ju int. krivky d. rovnfc (a), (A) prechddzajice Yubovolnym bodom (§ ,%)é€ o,
pokial existuju, tdto vzdjomnd polohu:

lasti int. kriviek d. rovnice (a) vpravo (vlavo) od bodu (§,%)
le?ia pod (nad) prisludnymi Zastami int. kriviek d. rovnice (A), alebo aspon
nie si ned (pod) nimi pokial, pravda, tieto Zasti existujﬂ. Porovndvacie teoré-
my vyjedrujdi presny popis tejto situdcie.

Prvéd porovndvacia teoréma. Nech v kaZdom bode (x, y) € ¢ plati ne-

rovnost

f(x, y) < ®(x, y)
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Potom kaZ2dé dva integi-ély ¥y, ¥ a. rovafc (a), (A) definované v nejakom spo-
loinom intervale J, prechédzajice spolo&nym bodom (§,%) & o, splhaji v
kafdom ¥{isle x € J nerdvr;osti:

y(x) > Y(x) . pre x <§

y(x) < Y(x) pre x > §

Obsah tejto vety mdZeme nézorne vyjadrit tym, Ze za uvedeného predpo-
Kladu mgjé keX1é dve int. krivky y, ¥ d. rovnfc (a), (A) prechddzajice tym is-
.tym bodom ( §,%) spoloinf préve len tento bod; vlavo od bodu (§,%) 1le-
Z{ krivka y nad krivkou Y, vpravo od nej krivka Y nad krivkou Yy, ) po-
kial, pravda, tieto Zasti kriviek y, Y existuju. :

Nech teda y, Y sd Yubovolné integrély d. rovnic (a), (A) defi-
nované v nejakom spolodnom intervale J, prechddzajice spolonym bodom ( §,
'Q) € o. .V d8kaze sa méZeme obmedzit na zistenie, Ze pre § < x €] Je
y(x) € Y(x). 2ZvySujica ¥ast dbkazu sa prevedie ba tento pripad tym, Ze sa
d. rovnice (a), (A) transformujd substitdciami X =-x, 2 =y; X = -x,
Z =Y.

Nech (f <) x € J Je TubovoIné 2islo. Zrejme stali zistit plat-
nost nerovnosti - :
y{t) < Y(t) pre 't € (§, x)

Podra predpokladu méme (% =) y(§ ) aY(§).

?ripustime, Ze’rxgrovnosf y(t) < Y(t) neplat{ vo v3etkych &islach
t € (} » X)e 2 vysledkov v predchéddzajicom odseku usudzujeme, Ze existuje
&1slo ¢ € [S, x]spiiig.jﬁce vzorce:

yle) = ¥Y(c)
y (e) 2 Y (e)
. - ’
prifom v pripade ¢ = § (¢ = x) 1de o derivéciu sprava (zlava). Z tychto

vzorcov a z tohp, Ze funkeie y, Y vyhovuji d. rovniciam (a), (A), vyché-
dza:

(e, y(e)) = y(e) 3 Y(e) = FG, Y(.-c)> = Fe, y(c))
takZe méme:
£(e, y(é)) - F(c, ;.r(c))
Této .nerovnosf ode je ,moZné, lebo podla predpokladu je v kaidom bode

obbru o a teda 1 v dode ,'(c, y(c)) hodnota funkcia f wmen¥dia sko hodnota
funkcie F. Tym je teoréma dokédzanéd.
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.Druhd_porovnédvacia teoréma. V tejto teoréme sl oproti prvej porovné-
vace] teoréme predpoklady rozdirené tym, Ze sa v kaZdom bode (x, y) € o pri-

pista platnost nerovnosti f(x, y) € F(x, y), alebo nerovnosti f(x, y) 2
F(x, y), av3ak siZasne si obmedzené poXiadavkou spojitosti jednej z oboch
funkecif napr. funkcie F.

Dbkaz druhej porovndvacej teorémy vyZaduje omnoho hlb8ie uvahy neZ v
predchddzajicom pripade. Tu sa obmedzime len na popis situdcie, v ktorej dru-
hé porovnédvacia teoréma plati, avS8ak od dbkazu upustime,

Nech (§,%) € ¢ znadf Yubovolny bod.
Vychddzame z nasledujuicej situédcie:

Majme ohraniZeny interval k obsahujici &1fslo 3 , kompaktnu mno-
}inu K< o, obsahujica bod (f,4), dalej postupnost funkeif E¢ (x,y)
definovanych aspon na mnofine K a postupnost bodov (j‘ ’ '2‘6) € K 81li~
oitou (f,%), pritom Je f_ €k, & =1, 2, ....

Predpokladajme, Ze tieto Utvary si v nasledujicich vztahoch:

l. Funkcia F » na mnoZine K spojitd a d. rovnica (A) mé v bode
(§f,4) dolny (hornf) zloZeny integrél he (HF) definovany v intervale kj

2. pre. (x, y) € X, £L=1, 2, ..., plat{ nerovnost:
F(x, y) < Fye (x,9)y, (Fx,¥))> F (x, y));_

" 3o postupnost funkcii Fo(. konverguje na mno%ine K rovnomerne k
funkcii F; ‘ N

4. kaZdé d. rovnica y' = E¢ (x, y), &£ =1, 2, ... mi integrél y.
prechddzajici bodom ( f oy @‘), definovany v intervale k a int. krivka y_
le2{ v mnoZine K.

Za tychto predpokladov platf druhd porovndvacia teoréma: Nech v ka%-
om bode (x, y) € o/, plat{ nerovnost

t(x, y) £ F(x, ) (£(x, y) Z F(x, y))

Potom kaZdy integrédl y 4. rovnice (&) prechédzajici bodom (f » %), defi-
novany v ne jakom intervale J spfr'xa v kaZdom &isle x &€ JNk nerovnost:

~ .
y(x) 2 hy(x) pre x $ § ; y(x) § hy(x) pre x 2 §
Q(x).é Ho(x) pre x £ ¢ ; y(x)2 Hp(x) pre x2 j)

Obsah tejto vety.mbZeme ndzorne vyjadrit tym, Ze za uvedenych predpo- .
kladov, v pripade £ £ F, ( 2 F), leif kazdé int. krivka y d. rovaice (a)
prechddzajica bodom ( 3 +% ), vIavo od tohto bodu nad (pod) a vpravo od nebo
pod (nad) inte krivkou by (Hp), pokial samozrejme tieto fasti kriviek y, h

H

F’
) existujd.
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