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Drulx) § £[x. ulx)] , Dtvix) 2 ¢ [x, v(x)]

V ddkaze vysiel od prirodzeného rozdirenia y = F(x, y) 4. rovnice
{a) na neohranileny dv. interval [ § , § +a]x (=ee, ~) aodpojmov dol=-
neJ a horneJ funkcie, ktoré pojmy majui v jeho ponatf o niedo iny zmysel. Perron
rozumie dolnmou funkciou kazdd funkeciu CP y ktoréd je spojita v intervale[j ’

}-& a] s Vychddza z bodu ( 3 +%2) a v kaidom &isle x tohto intervalu spi-
na nerovnosti

| D‘+‘-f’(x)<F[_x,L?(x)]

Ohdohne hornd’ funkcia ¥ spina nerovnosti:
D+¥Y(x)> F [x, Y (x)]

Napre. @ (x) = ulx) - £€(x - §) Je dolnoua ¥ (x) = vix) + € (x=§) Je
hornou funkciou pri kaZdom & > O,

V d8kaze sa zistuje, Ze hodnoty vZetkych dolnych funkcif{ v kaZdom &is-
le x é'[}, § +a)] majd istd hornd hranicu g(x) a hodnoty vSetkych hor-
n¥ch funkeif dolnd hranicu G(x) & %Ze platig nerovnosti ul(x) £ g(x) § G(x)g
g v(x)e Tym sd definované v intervale [f, § - a] dve funkcie g, G, ktoré
yychédzajd z bodu (§,%) a lezia v obore ¢. O nich sa dokdZe, Ze g Je
najuendim a G nejvid3im rieSenim d. rovnice (a) v bode (5 » ). '

Te Zédvislost integrélov od parsmetra

- - e L X T 1 1 B T 1 4 1 2 2 2 2 X X _ 4 3 r ------

J8. Nech Jje danég d. rovnica

y = f£(x, y; 8) | (a).

ktorej pravéd strana zévis{ od parametra s. Predpokladajme, %e oborom & x S
dif, rovnice (8) Jje nejeké otvorend mno2ina O a nejakd (neprédzdna) mnoZina
isel S o %e v kaZdom &fsle s € S Je f spojitou funkciou v mnoZine  o.

PodYa existen&nej teorémy prechédza pri kaZdom 8 € S ITubovolnym bo-
dom (xo, yo) € 0 aspon jedno rieSenie d. rovnice (a), ktoré je definova-
né v uréitom otvorenom intervale a je Uplné, takZie sa nedd roz3irit na inter-
val vi¢8{. V dal¥om méme na mysli vdy dplné rieSenie d. rovnice (a). VZeobec-
ne bodom (xo, yo) prechéddza cely zvizok riedenf{, vymedzeny najmen3im a najviél-
Bim integrdlom v tomto bode. Poznamenajme, Ze &ast najmendieho (najviésieho)
integrélu vlavo od &1isla X, ‘a ast najvéisieho (najmenSieho) integrédlu vpra-
vo 0od neho tvor{f dolny (horny) zloZeny integrél v bode (xo, yo). Ked d. rov-
mica:(e) (pri uvaZoveanom s € S) mé len jedno rieZenie prechédzajice bodom
Xy yo), vietky zmienené vyznalné integrdly s nim splyvaji. Podotknime, Ze

Jednotlivé riedenia prechédzajice bodom (xo, jo) v8eobecne zdvisia od volby
8‘318 -1
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39. Peanovsk?é funkcecie

Ked ku ka?dému bodu (x, y) € d, s € S prirsdime jedno slebo viac
rieSenf d. rovnice (a), urdenej &f{slom 8, Lktoré prechddzaji bodom (x, y),
dostaneme tzv. peanovski funkciu prislichajdcu k d. rovnici (a). quoborom
Je teda obor & x S 4. rovnice (a) a JjeJ hodnotami v kaZdom bode (x, y), 8
si urdité rie¥enia d. rovnice (a), urdené &fslom s, ktoré prechéddzaji bodom

(x, ¥)o
Vyzoamnymi priklaémi peanovskych funkcif su:

Plné peanovskéd funkcia, ktorej hodnotami v kaZdom bode (x, y) s s
vietky rieSenia d. rovnice (a), urdeneJ &fslom s, ktoré prechdédzaji bodom

(x, y)i ' ‘

hornd_ (dolné) pesnovské funkcia, ktord mé v kaZdom bode (x, y), s
jedind hodnotu, a to najvé&3f (najmendf) integrél 4. rovnice (a), urdenej &is-
lom s, v bode (x, y){

dolnéd (horné) 2loZenéd peanovské funkcia, ktord mé v kaZdom bode
(x , y) 8 Jjedind hodnotu, a to dolny (horny) zloZeny integrél d. rovnice (a),
urdeny &fslom s, v bode (x, ¥).

Predpoklady a oznalenia. Budeme sa zaoberat vlastnostami peanovskych
funkeif v bodock,v ktorfch tieto funkcie maji jedind hodnotu. Zd6raznime, Ze
sa také body (x, y) s mdZu vyznadovat tym, Ze ds rovnica (a) urdend &islom
8 mé evantudlne dalZie rieBenia prechddzajice bodom (x, y), no tieto riele-
nia nie sy hodnotami skimanych pesnovskych funkcif.

Vv dalZom znamend X Tubovolnd peanovskud funkciu prislichajicu k d.
rovnici (a). (x,, ¥,)»8, znamené IuboyoIny bod jej oboru O x S. Predpo-
kladéme, Ze funkcia #" _mé v bode (xo, yo),so Jedind hodnotu Y ; existend-
ny interval tejto funkcie budeme oznalovat Jo+ A» By ¢, znamenajui Tubovol-

né ¥asti mno%iny o, obsshujice bod (x )e

o? Yo

40. Pravidelnost peanovskeJ funkcie

Nech je k Tubovolné kompaktné okolie &1sla X,y ktoré.lez{ v inter-

vale Jo' k Jje teda kompaktny interval obsahujici &islo x, a kc Joe

a) Relativna pravidelnost. Hovorime,Ze funkcia A je v bode (xo,
yo), S, na mnoZine A vzhladom na interval k pravidelns, ked existuje oko-
lie O, xS, bodu (x;, ¥,), 8y, teJj. dvojica skladajica sa z kompaktného dv.
intervalu 06 80 stredom (xo, yo) a z kompaktného intervalu So so stredom
8,s 8 kompaktnéd mnoZina K € O, vyznalujuice satym, Ze kaZdd hodnota funkcie
T v kaZdom bode (x, y) € ANO,, 8 € SN S, existuje aspon v intervale

k a jej dast v tomto intervale leZf v mnoZine K.

Tahko sa dokéZe, Ze ked je funkcia T v bode (xo, yo), 8, vzhladom
na interval k .pravidelnd na mnoZine A a na mnoZine B, Je v nom vzhladom

na interval k pravidelnd na mnoZine A U B; a obrétene.
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Ked je funkcia f v &isle 8, spojitéd rovnomerne v nejskom okolil
bodu (xo, yo), exiatuJ\i (primerane malé) kompaktné okolia &1isla X9 vzhladom

na ktoré je funkcia T v bode (xo, yo), s, na mnoZine A pravidelns.

b) Celostnd pravidelnost. Okrem pojmu relativnej pravidelnosti, t.j.
pravidelnosti vzhladom na interval, peanovskd funkcé¢iu,definujeme pojem celost-
nej pravidelnsoti takto:

Hovorime, %e.funkcia X je v bode (x,y ¥,)» 8, na mnoZfine A .pra-
videlnd,.ked m§ tito vlastnost vzhladom na ka¥dé kompaktné okolie &isla x

o’
ktoré leZ{ v intervale 'jo'

Ked je funkcia T v bode (xo, yo), 8, pravidelnd na mnoZine A a
na mno¥ine B, je v nom pravidelné na mnoZine A o B; a obrétene.

41, Spojitost peanovske] funkcie

Nech je k Tubovolné kompaktné okolie &isla X, leZiace v intervale
Jo‘ ) '

a) Relativna spojitost Hovorime, Ze funkcia T je v bode (xgs yo) 8,
na mno%ine A vzhladom na interval k spojitd, ked ku kaZdému &fslu € > O
existuje okolie d x S, bodu (x,, y,), 8, také, Ze kaZd4 hodnota y funk-
cie T v kaZdom bode (x, y) € AN dq, 8€ SNS, existuje aspon v interva-

le k a v ka?dom &fsle x € k splna nerovnost | 7(x) - Y (x)l<£

Ked Je funkcia T v bode. (xo, yo), 84 | vzhladom na interval k spo-
jita'na mnoZine A a na wno¥ine B, Jje v nom vzhladom na interval k spoji-
t4 na mnoZine A UB; a obrétene.

Xed Je funkcia T v bode (xo, yo), 8, na unoZine -A vzhladom na in—

terval k spojitd, je v nom na mno¥ine A vzhYadom na interval k pravidel—
né,

b) Celostnd spg,jii:ost'. Okrem pojmu relativnej spojitosti peanovskej
funkcie, t.j. spojitosti vzhladom na interval, definujeme pojem celostnej spo-
Jitosti, strudnejidie spojitosti, takto:

Hovorfme, Ze funkcia T je v bode (x, Yo)» 8, na mnoZine A spo-
31td, xed mé tdto vlastnos{ vzhladom na kaZdé kompaktné okolie ¢isla x kto-

o’
ré leZ{ v intervale J,.

Ked je funkcia T v bode (xo, yo), 8, .spo,ji'té na mnoZ2ine A a na
mnofine B, Jje v nom spojité na mno¥ine A U B; a obrétene.

Ked je funkcia T v bode (xq9 Yol 8, na mno¥ine A spojitd, Jje
vy nom na tejto mno¥ine pravidelné. :

42, Zvléd3stne pripady

Viimnime si niektoré vyznamné pribady a celostnej pravidelnosti a
spojitosti peanovskej funkcie.

-
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l. MnoZina A . je totoZnd s mnoZinou o‘. Ked je funkcia [ relatfve
ne alebe celostne pravidelnd alebo spojitéd na mnoZine o, mé td istd .vlastnost
na ka¥dej &asti mnoZiny ¢, ktord obsahuje bod (xo, yo).

2y MnoZina A Je prienikom mnoZiny ¢ a dolného (horného) oboru
vzhradom na hodnotu Y, funkcie T v bode (xo, yo), 8,e 'V tomto pripade ho-
vorime o relativnej. g_celostnej pravidelnosti a spojitosti funkcie I v bode

(%45 yo}, s, zdola (zhora).

3, MnoZina A sa skladd z jediného bodu (x » Yo ). Potom pojmy pravi;
delnosti a spojitosti vyjadrujd vlastnosti systému 1ntegrélov d. rovnice (a),
ktoré prechddzaji bodom (xo, yo) a zdvisia 0d Jjednotlivych &isel mnoZiny S.
V tomto pripade hovorime o relativnej alebo celostnej pravidelnostl alebo spo-

jitosti funkcie T v bode (x,» J5)» 8, vzhladom na parameter.

4, MnoZina S sa skladé 2z jediného &1isla 8y° Potom ide o d. rovnicu
.{(a) nezdvisly od parametra. Pojmy pravidelnosti a spojitosti vyjadruji vlast-
nosti systému integrédlov tejto d. rovnice, ktoré 'prechédza,jﬁ bodmi mnoZiny A.
V tomto pripade hovorime o relativnej alebo celostnej pravidelnosti alebo spo=-
Jitosti d. rovnice (=) na mnoZine A.

43, Hlavnéd veta o spojitosti peanove-
skyech funkcid

Znie:

Nech je funkcia f v tisle 8, spojitd, a to rovnomerne v kaZdej
kompaktnej &asti mnoZiny O. Nech sa peanovskd funkcia X vyznaluje tym, Ze

v bode (xo, yo), 8, na mnoZine A spojitéd vzhladom na ka%dé kompaktné oko-
lie ¥fsla x,, vzhladom na ktoré je tam pravidelnd. Potom je funkeia T v bo-

de (x4, ¥,)» 8, na mnoZine A spojitd.
Dbkaz: Oznalme a, lavy, b pravy koniec intervalu :] .

Nech je (k%) [a, b] < 3q l'ubovo]hé kompaktné okolie &fsla x_.
Konce intervalov Jo’ k apfnajﬁ teda nerovnosti:

€ <
a <a,xo,b<b°

priZom zrejme plati a § Xy < b, alebo a < X, & be

Méme ukdzat, Ze funkcia ¥ .je v bode (x,s ¥o)» 8, vzhladom na inter-
val k na mnoZine A spoJjité4.

Nech je Y Zast funkcie Yo v intervale k. Krivka Y Jje kompaktnd
mnoZina a skladé sa jedine z vnitornych bodov mnoZiny O; 2z toho usudzujeme,
%e mé od hranice mnoZiny O, ked t&to hranica existuje, urdity kladnd vzdiale-
noat. Nech $ 2znamend tuto vzdialenost alebo lubovolné kladné &fslo podla to-
ho, &1 mnoZina O hranicu mé4, alebe nie. Potom ka%dy bod, ktory mé od krivky
Y men3iu vzdialenost ako 9 s leZi v mnoZine O.

Nech K Je mnoZina bodov, ktoré majui od krivky Y vzdialenost men3iu

1 .
alebo roved = § . Zrejme je K kompaktnou Zastou mnoZiny 0%
2 .
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Prizerajic k predpokl_a'dom o funkcii £ predovietkym usudzujeme, Ze
Lunkcia £, je v &isle s, na mnoZine K ohranilend, takZe existuje také ¥is=-
0o M>0, Ze v kaZdom bode (x, y) € X plat{ nerovnoet:

| £ (x, 35801 < M

Dalej vidime, Ze existuje okolie 3, gi{sla s(; vyznadujuice sa tym, %e v kaZ-

dom bode (x, y; 8), kde (x, y) €K, s € Sn Sor Je
,l £ (x, y$ 8) - £ (x, y; so)] < M
obidvoch nerovnosti vyplyva
| £(x,y; 8)|<2 M

OznaZme

cntn [ =S—, P
e (2r2- 16V_2-M)

a m, n celé nezédporné &1sla uréené nerovnostami:

X,-m+1)C<afx;,-mCE X, 8%, +nC Tb< X34+ (n+1)C,

Dalej nech znamen4 7, »¥Y =-m -m+1, ..., n hodnotu funkcie

X vifsle x, + vc, takie

2» ’Y'(ko"’vc)’ (206 = )

8 Dy , D'g koncent?ické dv. intervaly so stredom (xo + v.c,. 2p):

(Dy %) [x°+(v-l)c’xo+(»+1)c]x[2_ e +'P'J

> ' ¥ '2_'{_;_

.

(D;)=) [xo"' (”-1)_0, xb+(»+1)CJx[’L - i 2y *

P
L4 v2 4{'2'-]

Predovietkym Je zrejmé, Ze kaZdy dv. interval Dy a teda aj D) 1le-
Z2{ v mnoZine K, 1lebo vzdialenost kafdého jeho bodu od stredu sa najviac rove-

né ch +

Deley vidime, %e kaZdd hodnota Yy funkcie % v xazdom bode dv. in-
tervalu Dy, 8 € SN S, existuje aspon v intervale [x, + (¥ - 1)c,

ol I

1l



X, * (y + 1)C] a jeJj &ast v tomto intervale leZ{ v D,, pretoZe last funkcie
y, definovand vo vhodnom kompaktnom intervale, prechddza niektorym bodom dv.
intervalu Dy , le#f v dv. intervale Dy a méd svoje konce na jeho hranici. Té-
to Zast existuje aspon v intervale [xo +vC-a,x, +vC+a], kie a’ je

P
16 V2 M

Nech Je (.j,c,, ) [x, -.cc, x
eey, N+ 1 Tubovolny interval. .

o

najinenéie z 8{sel C, (ods. 29), takZe a = c.

o *BClid=1,ic.m+1;8=1,..

Veta bude dokédzand, ak ukéiéme, Ze ku kaZdému intervalu Jp existu-
Je také okolie O p x S« p bodu (x;, ¥,)y 8,, Ze kaZd& hodnota funkcie
T v xa%dom bode (x, y) €EANOOxp , 8€S NSyp existuje aspon v inter-
vale ;),,(_(5 a jej Cast v tomto intervale leZ%{ v mnoZine K. Potom sa totiZ
okolie °m+1 a+l X Sm+1 ne1 bodu (xg, ¥,), 8, vyznaluje tym, Ze kaZdé
hodnota funkcie ¥ v kaidom bode (x, y) € A n °m+1, n+1® 8 € snsmd’ n+l
exiatuje aspon v intervale Jm+1 n+l @ teda aj v intervale k, ktory je v
nom obsiahnuty a jej &ast v intervale Jm+1 n+l 8 teda aj v k, 1lezZ{ v mno- i
¥ine K; to znamend, %e funkcia X je v bode (x50 ¥g)» 8, vzhladom na inter-
.val k na mnoZine A pravidelnd a teda, podla predpokladu vzhladom na ten in-
' terval na mnoZine A spoJjité.

NuZ v pripade £ = (3 =1 je vec zrejmé, lebo stadi zvolit:
011 =D 531 =5,

Pokradujme Uplnou indukciou. Nech jeeL 21,0821 a sdilasne nech
plast{ aspon jedna z nerovnost{ &£ < m +1, f <n+l, napr.f <n + 1. Predpo-
kladajme, Ze existuje také okolie O, g x S‘_b boduv  (x,, ¥,)» 8,, Ze
ka%dd hodnota funkcie ¥ v kaZdom bode (X, y) € A N Oufp , 8 € SN3ap
existuje aspoﬁ v intervale Jap a jej Zast v tomto intervale leZ{ v mnoZi-
ne K. UkéZeme, Ze z tohto predpokladu vyplyva existencia okolia od,ﬂ +1 X
x S&‘p +1 Dbodu (x ), 8., ktoré md td istd vlastnost vzhladom na inter-

o
val J_ g +1°
Z nerovnosti

o! Yo

a'§x° <x,+c £ x,+fc £V

xo-dc<xo<x°+c§x +[Jc _ 1
usudzujeme, Ze prienikom intervalov k, J&p je kompaktny interval, ktory ob- .

sahuje interval [xo,- x, + c] a %e ¥islo Xy * g c jev nom obsiahnuté.

Podla predpokladu existu,je kaZ2d4 hodnota funkcie E"v kaZdom bode (x_,y)ﬁ
EAN Ok @ 4 8€ESNSep s aspon v intervale ;j,(,p a jeJ &ast v tomto in-
tervale le¥{ v mnoZine K. Funkcia X je teda v bode (x,, y,), s, vzhladom
na interval J,cp na mnoZine A pravidelné a teda aj spojitd, 2 toho usudzu=-
jeme, %e existuje také okolie 0-6 B4+l ¥ Soo g +1 COxp x S-Cﬁ bodu
(x ), 8 Ye kaZd4 hodnota y funkcie £ v kazdom bode (x, Y)E€ ANQ % p+1

e

o’ yo 0!



existuje aspon v intervale Jo {3' a 1131 sa v kaZdom éisle’prieniku :.lnt.erva.1 v

k, Jup 04 hodnoty riedenia Y o menej ako ’

. Zv1&3t teda méme:

4 V2

- P
‘F

Okrem toho v3ak Zast funkcie y v intervale Jccp leZ{ v wnoZine K.

|y{x°+[5c)-’2p|{

Poslednd nerovnost,' ukazuje, Ze funkcia’ y prechéddza bodonm Cx +
+fe, y(x +{.'ac)) ktory "lezf v dv. intervale Dp o PretoZfe kaZd4 hodnota
funkcie T v ka¥dom bode™ (x, y) € Dp s€ S A S, existuje aspon v intervale
[x +{(f=-1e, x5+ (p+ 1l)c] a jeho Gast v tomto intervale le%Zi{ v Dj ,
vidime, 23 funkcia y existuje i v intervale [x +fe,x, +(f+1) c]
a jeJ ast v tomto intervale leZ{ v mnoZine K. Tym je zistené, Ze sa okoiie
066{54-1 x S& p+1 bodu (xo, Yo 8, Vyznaluje tym, Ze ka’dd hodnota funkcie
Iv kazdom bode (x, y) € A A O, p+1’ 8 €.85N8, g, existuje aspon v in-

tervale Ja p+1 a jej Cast v tomto intervale leZ{ v mnoZine K. Ty¥m Je 46~
kaz ukonéemf )

44. Spojitost PlneJ peanovsiejfunk-
cie

Predpokladajme, Ze bodom (x,, y,), 8, prechédza jediné rieSenie Y,
d. rovnice (a), takZe plnéd peanovsjéd funkcia, prisludnd k te,jto d. rovnici, mé

v spominanom bode jedind hodnotu Y.

Platf tdto veta: Ked je funkcia f v &isle s, Spojité rovnomerne
v kaZdej kompaktnej &asti mnoZiny C, potom je plnéd (a teda kaZdd) peanovsks

funkcia prislusnd k 4. rovanici (a) v bode (xo, yo), 8o spojitéd na mnoZine .

Skutoéne, nech je & plné peancvskéd funkcia prisldcha.]tica k d. rovnici
(a). PodYa predchddzajicej vety stal{ ukézat’, Ze funkcia T je v bode (xo,
J,)» 8, ba mnoZine O spojité vzhladom na kaZdé kompaktné okolie Zfsla x,
vzhladom na ktoré je na mnoZine ¢ pravidelnsd.

Nech je k(<] ) YTubovolné kompaktné okolie 2isla x,, ktoré sa vy-
znaluje tym, Ze vzhl’adom k nemu je funkcia X na mnoZine O pravidelnd. Potom
existuje okolie @, x S, bodu (xo, yo),. 8, & kompaktné mnoZina K< 0 vy-
znadujica sa tym, ie kazdé hodnota funkcie 1’ s V kaZdom bode (x, y) € 04

s8€ESN So’ existuje aspon v intervale k 'a jej %ast v tomto intervale le2{
v anoZine K.

Pripustme, Ze¢ funkcia T nie je v bode (xo, yo). 8, vzhladom na in-
terval k na mnoZfine O spoJitéd. Potom existuje &islo € > O také, Ze v
kafdom ckolf bodu (x yo), 8, existujd body (x, y)€ o0, s€Sn So’ v kto~-
rjch ka¥d4 hodnota funkcie ¥ Jje definovand aspon v intervale k, jej Zast v

tomto intervale leZ{ v mnoZine K a niektoré z tjchto hodndt sa v niektorych
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&1aslach intervalu k 113ia od hodnoty integrélu Y aspon 0 € . 2 toho usudzu-
jeme, Ze existuje postupnost bodov (X&, Fe )€ Oo, 8¢ € S NS, &< =1,2,.
.3 ktord konverguje k bodu (x,, y,)s 8, a daleJ postupnost hodnbt Yo¢ funk-

: o
cie T takd, %e kaZdd hodnota y,. :

l. je integrédlom 4. rovnice (a) 8 paremetron 8, & prechddza bo-
dom' (x » Y )3

2. je definované aspon v intervale k;
3. jej tast v tomto intervale leZ{ v mnoZine K;

4. Jej hodnoty sa v niektorych &i{slach intervalu k 1i3ia od hodnét
integrélu Y, aspon 0 & .

MnoZina K Je kompaktnou Zastou mnoZiny o. PretoZe funkcia f Je
v &1isle 8, spojité rovnomerne v kaZdej kompaktnej Zasti mnoZiny O, postup~-
nost funkeif f(x, y; 8C ) konverguje v mnofine K rovnomerne k funkcii
£(x, y; 8,); pretofe funkcia f£(x, y; 8, ) Je v mnofine O spojitd, je v mno-
2ine KX ohraniéevé. 0dtial a z vlastnostf' l.-= 3. funkcif{ y« vyplyva, Ze po-
stupnost Zastf tychto funkcif v intervale k Je normdlna a limita y kaide]
Jej v intervale k rovnomerne konvergentnej tiastodne]. postupnoeti prechéddza
bodom (x,, yo).

PretoZe funkcie f(x, y;_so) Je v mnoZine O spoJitd, Jje v mnoZine
K rovnomerne spojitéd; pretoZe Zasti funkcif{ y, v intervale k 1leZia v mno-
2ine: K, 1le%i tam aj funkcia y. 2Z toho vyplyva, Ze funkecia Yy Je integrédlom
d. rovnice (a) a parametrom 8y, Vidime, Ze funkcia y Je éaaﬁgu(dediného)

riedenia Y, 4d. rovaice (e) v bode (xo, yo), 8,

Tym je zistené, %e v3etky v intervale k rovnomerne kovergentné Zas=-
ti postupnosti, ktord sa skladd z Zastf funkcif y« v intervale k, maji td
istd limitu, a to Zast integrélu Yo v intervale k. Odtial vyplyva (ods.l6),
e celd postupnost Zast{ funkcif{ y« v intervale k .méd td istd rovnomernd
limitu, takZe sa hodnoty celkom vietkych funkcif Yy« , v3ade v intervale k.
118ia od hodnoty integrélu Y o menej ne £ . Tym sme sa dostali do sporu:

8 uZ uvedenou vlastnostou 4. funkcii Yo &a d8kaz Je skondeny.-

45. S pojitost peanovskych funkcid
vzhTYadom na parameter

DokdZeme tdto vetu:

Nech funkcia f Jje v &isle s, spojitéd rovnomerne v kaZdej kompakt-
nej ¥asti mnoZiny O a okrem toho nech mé v ¥fdle 8, lokélne minimum (maxi-
mum) v3ade v mnoZine O. Nech hodnota pearnovskej funkcie T~ v bode (xo, yo),
8, Je dolny (horny) zloZeny integrdl 4. rovnice f(a) v tomto bode. Potom je

funkcia % v bode (xo, yo), 8 lokdlne spojité vzhladom na parameter.

D8kaz uskutoinime napr. v pripade, %e funkcia f "mé v &isle 8, lo~-
kélne minimum v3ade v mnoZine o a %e hodnotoufirkde & v bode (x,, ¥,)s 8, Je
dolny zloZeny integrédl d. rovnice (a) v tomto bode. Stali ukédzat, Ze funkcia



‘=81 -

spojitou funkciou parametra relativne ku kaZdému
vzhladom na ktoré Jje pravidelné4.

% je v bode (x,, ¥,)s 84

kompaktnému okoliu Z{isla e 9

Nech k e J Je Tubovolné kompaktné okolie &1isla Xy ktoré sa ‘vy-
znaluje tym, Ze vzhl'adom nan je funkcia T v bode (xo, yo), 8, pravidelnou
funkciou parametra. Potom existuje okolie - S‘; tisla s, a kompaktnd mnoZina
K ¢ o, vyznadujica sa tym, Ze kaZdd hodnota funkcie T v ka¥dom bode (xo,
Jo)s 8 € S ns‘; existuje aspon v intervale k a jej &ast v tomto intervale

leZ{ v mnoZine K.

PretoZe funkcia f mé v &isle S, lokélne minimum v3ade v mnoZine
¢, existuje okolie S7 &fsla s, také, Ze v kaZdom bode (x, y) € o, se€

)
S & S3 plati nerovnost
£(x, ¥3 90) s f(x, y; 8) ' (1)

Pripustme, %¢ T nie je v bode (x, yo), s, 8pojitou funkeiou pa-
rametra vzhladom na intervel k. Oznalme Sg = S N S” Potom existuje
¥fslo € > O také, Ze v kaédom okold Eisla 8, existu,jti tisla s € s n So
tejto vlastnosti: KaZd4 hodnota funkcie ¥ v kaZdom bode (xy) ¥,)» 8 existu-
je aspon v inteevale k, Jjej Zast v tomto intervale le?{ v mno%ine K a nie-
ktoré z tychto hodndt sa v niektorgch &ifslach intervalu k 1i3ia od hodnét
Jolného zloZeného integrélu Yo v bode (xo, yo), so aspon 0 £ . Z toho u-
sudzujeme, Ze existuje postupnost &fsel s € SN S &£ =1, 2, +.., konvergu-
jica k &1islu 8, a dalej postupnost hodndt y. funkcie X tak4, Ze kai-
d4 hodnota Yy« ¢ l. je integrédlom d. rovnice - (a) s parametrom s, a pre-
chddza bodom (xo, yo), 2. Je definované aspon v intervale k, 3. jeJ Cast v
tomto intervale-le%{ v mnmoZine K, 4. jej hodnota v kaZdom &isle intervalu k
vIavo (vpravo) od X, 8a nanajvy3 (aspon) rovné prislu3nej hodnote integrélu
Yo 3¢ Jei hodnoty v niektorych éislach intervalu k sa l13ia od hodnoty in-
tegrélu Y, aspon o € .

. Usudzujﬁc obdobne ako v dbkaze spojitosti plneJ peanovskej funkcie a
vidime, Ze postupnost &astf funkcif{ y, v intervale k ' je normdlna a limita
y ka%dej JeJ v intervale k rovnomerne konvergentnej &iastolnej postupnosti
prechédza bodom (x ) a je integrédlom d. rovnice (a) s parametrom s

o* Yo o

Z vlastnosti 4. funkecie yoc vidime, Ze hodnota funkcie y v kaiZ-
dom &f{sle intervalu k vYavo (vpravo) od X, 8a nanajvys (aspon) rovné pri-
sludnej hodnote integrédlu Yo.

Ukon¥enie d8kazu odvodenim sporu s vlastnostou 5. funkcie JYo¢ Je
obdobné ako v predtym spomenutom ddkaze.

-~

46, Spojitost dolnej a&a horneJ pea-
novskej funkcie prisldchajdce]
k d. rovnici (a) nezévislej o4d
par.amet¢tra .

Plati této veta:

Nech v d..rovnici(nezévislej od parametra)



y' = f(x, y) (a)

je funkcia f spojitd v otvorenej mnoZine o. Potom dolné thorné4) peanovskd
funkcia je v kaZdom bode svojho oboru zdola {zhora) spojité.

D8kaz tejto vety je obdobny d8kazu predchddzajicej vety. Jedind pod-
statné zmena je v tom, Ze miesto nerovnosti (1) pouZijeme to, Ze najmendf (naj-
v#t31{) integrédl v lubovolnom bode dolného (horného) oboru vzhladom na najmen3i
(najv8&8{) integrédl v niektorom bode mnoZiny o leZ{i cely v tomto obore.

-

8. Vety o Jednozna&nosti riedendi

47. UvaZujme o d. rovnici
y = £(x,.y) | (a)

v nejakom obore ¢

Z predchédzajicich dvah vieme, %e danym bodom (§ ,4) € o mdZe
prechédzaf Jjedno alebo viac rieSeni d. rovnice (a), definovanych v tom istom
intervale. Ak napr. je funkcia f v okolf bodu (§,%) spojitd, prechddza
tymto bodom bud préve jedno alebo hned nekone&ne mnoho rieXenf d. rovnice (a)
definovanych v tom istom intervale. '

Obsahom tejto kapitoly Jje vySetrovanie podmienok, za ktorjch danym bo-
dom z oboru o prechddza najviac jedno riedenie, ‘definované v istom intervale,
alebo inymi slovami, kedy riedenie d. rovnice (2) Jje v danom bode jednoznal-
né. Otézka ‘jednoznalnosti rieSenia prechddzajuceho danym bodom mé velkd d8leZi-
tost v aplikédcidch, kedy d. rovnice popisujd priebeh fyzikdlneho,. chemického,
biologickéhe alebo iného deja. V tychto pripadoch dany bod vyjadruje isty po-
iatodny stav deja a otézka'Jednoznaénosti riesenia v tomto bode znalf, &i prie-
beh deja je po¥iatodnym stavom jednoznalne urdeny. V kladnom pripade umoZnuje
znalost vlastnoat{ d. rovnice predvidat len z daného poliatolného stavu prie-
behu dejae.

48, Za ddelom strunejdieho vyjadrovania zavedieme niekolko
definfeif: '

Nech (§,72) € o Je Tubovolny bod.

Budeme.hovdrit, %6 bod (§,%) Je sprava (zYava, obojstranne) lok&l-
ne pravidelny, ak existuje kompaktné_okolie %i{sla § sprava (zlava, obodstran4
né), vyznafujice sa tym, Z%e kaZdé dve int. krivky d. rovnice (a), vychéddzaji-
ce z bodu '(g » I) (vchédzajdce do bodu (§,% ), prechddzajice bodom (§,7)
splyvaji v spoloZnej Zasti svojich defini&nych intervalov a spomenutého okolia
bodu ( S,"z Je
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