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Ď + u(x) £ f [ x . u(x)] , D + v(x) > f [ x , v(x)] 

V dfikaze vyšiel od prirodzeného rozšírenia y' = F(x, y) d. rovnice 
(aí na neohraničený dv. i n t e r v a l [ í > $ + a] x (-«*•, *° ) a od pojmov d o l ­
ně j a hornéJ funkcie, ktoré pojmy majů v jeho poňatl o niečo iný zmysel. Perron 
TOzumie dolitou funkciou každú fu n k c i u <p , ktoré je spojitá v i n t e r v a l e f J , 
J+ a j , vychádza z bodu ( j »^ ) a v každom čísle x tohto i n t e r v a l u s p i ­
na nerovnosti 

| D > f (x) < F [ x , ( x ) ] 

Chflohnň horná* funkcia Y spina nerovnosti: 

D> Y (x) > F [x, Y (X)J 

Kapr. <f(x) = u(x) - t (x - f ) j e dolnou a Y (x) = v(x) + t (x - £ ) j e 
hornou funkciou p r i každom t > 0. 

V dfikaze sa zisťuje, že hodnoty všetkých dolních funkci.! % v každom čís­
l e x £ [ } , f + a] majů istú hornu hranicu g(x) a hodnoty všetkých hor­
ných, fu n k c i l dolnú hranicu G(x) a že p l a t i # nerovnosti u(x) š g(x) £ G ( x ) * 
$y(x)« Tým sú definované v i n t e r v a l e f + a j dve funkcie g, G, ktoré 

yychádzajú z bodu ( f ,^) a ležia v obore c/» 0 ni c h sa dokáže, že g j e 

najmenším a G npjvfičším riešením d. rovnice (a) v bode ( J , \ ). 

7* Závislosť integrélov od parametra — ~  

38. N e c h j e d a n á d. r o v n i c a 

y * f ( x , y; s) (a) 

ktorej pravá strana závisí od parametra s. Předpokládájme, že oborom 0" x S 
dif» rovnice (a) je nějaká otvorená množina C a nějaká (neprázdná) množina 
čísel S a Že v každom čísle s £ S je f s p o j i t o u funkciou v množině . <y. 

Podia existenčněj teorémy prechédza při Každom s £ S lubovoTným bo­

dom ( x Q , y Q) € 0 aspoň jedno riešenie d. rovnice (a)» ktoré je definova­
né v určitom otvorenom i n t e r v a l e a je úplné, takže sa nedá rozšíriť na i n t e r ­
val vfičěl. V Salšom máme na m y s l i vždy úplné riešenie d. rovnice ( a ) . Všeobec­
né bodom ( x Q , y Q) prechádza celý zvázok rlešení, vymedzený najmenším a najvač-
fiim integrálom v tomto bode. Poznamenejme, že časť najmenšieho (najvfičšieho) 
integrálu vlavo od čísla x a časť najvSčáieho (najmenšieho) integrálu vpra-
?0 od neho tvoří dolný (horný) zložený integrál v bode ( x Q , yQ)« &ed d. rov­
nica (a) ( p r i uvažovanom s € S) má l e n jedno riešenie prechédzajúce bodom 
U 0 | yQ)» všetky zmienené význačné integrály s ním splývájú. Podotknime, že • 
jednotlivé riešenia prechédza júce bodom ( x Q , ý Q) všeobecné závislá od volby 
Čísla s* 
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39. P e a n o v s k é f u n k c i e 

Ked ku každému bodu ( x t y) £ <í, s € S přiřadíme jedno alebo viae 
riešení d. rovnice ( a ) , určenéj číslom 8, ktoré prechédzajú bodom (x, y ) , 

, dostaneme t z v . pe ano veku f u n k c i u prislúchajúcu k d. r o v n i c i ( a ) . Jej oborom 
je teda obor CT x S d. rovnice (a) a j e j hodnotami v každom bode (x, y ) , s 
sú určité riešenia d. rovnice ( a ) f určené člslom s* ktoré prechédzajú bodom 
(x, y ) . 

Významnými príkladmi peanovských funkcií sú: 
Plné peanovské f u n k c i a . k t o r e j hodnotami v každom bode (x, ý) s sú 

všetky riešenia d. rovnice ( a ) , určenej číslom s, ktoré prechédzajú bodom 
(x, y ) | 

horné (dolné) peanovské fu n k c i a . ktoré mé v každom bode (x, y), s 
jedinú hodnotu, a to najvSčší (najmenáí) integrál d. rovnice ( a ) , určenéj čís­
lom s, v bode (x, y ) j 

dolné (horné) zložené peanovské f u n k c i a . ktoré mé v každom bode 
(x , y) 8 jedinú hodnotu, a to dolný (horný) zložený integrál d. rovnice (a), 
určený číslom s, v bode (x, y ) . 

Předpoklady a označenia. Budeme sa zaoberať vlastnosťami peanovských 
f u n k c i l v bodoc$,v ktorých t i e t o funkcie majů jedinú hodnotu. ZdĎraznime, že 
sa také body (x, y) s m6žu vyznačovat tým, že d* rovnica (a) určená číslom 
s má evantuálne cíalšie riešenia prechádzajúce bodom (x, y ) , no t i e t o rieše­
nia nie sú hodnotami skúmaných peanovských funkcií. 

V Salšom znamená 1C Tubovolnú peanovskú fun k c i u prislúchajúcu k d. 
r o v n i c i ( a ) . ( x Q , yQ)*&0 znamená luboyolny bod j e j oboru & x S. Předpo­
kládáme, že f u n k c i a má v bode ( x Q , y 0)»s Q .ledinú hodnotu Y Q; existen6-
ný i n t e r v a l t e j t o funkcie budeme označovat* j Q . A, B, ... znamenajú 1'ubovol'-
né časti množiny c, obsahujúce bod ( x Q , yQ)» 

40. P r a v i d e l n o s t p e a n o v s k e j f u n k c i e 

Nech j e k 1'ubovol'né kompaktné o k o l i e čísla x Q , ktoré-leží v i n t e r ­
vale j _ , k je teda kompaktný i n t e r v a l obsahujúci číslo x_ a k e j . 

a) Relativná p r a v i d e l n o s t . Hovoříme,že f u n k c i a X" je v bode ( x 0 , 
y 0 ) , s Q na množině A vzhladom na i n t e r v a l k pravidelná, ked e x i s t u j e oko­
l i e QfQ x S Q bodu ( x Q , y Q ) i s Q , t . j . d v o j i c a skladajúca sa z kompaktného dv. 
i n t e r v a l u 0*0 so stredom ( x Q , y Q ) a z kompaktného i n t e r v a l u SQ so stredom 
s 0 , a kompaktné množina K C O , vyznačujúce sátým, že každá hodnota funkcie 
it v každom bode (x, y) € A O 0^, s € S A S Q e x i s t u j e aspoň v i n t e r v a l e 
k a j e j časť v tomto i n t e r v a l e leží v množině K. 

lanko sa dokáže, že ked je funkc i a Tt v bode ( x Q , y Q ) , s Q vzhladom 
na i n t e r v a l k pravidelná na množině A a na množině B, j e v ňom vzhladom 
na i n t e r v a l k pravidelná na množině A U B; a obrátene. 
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Keď je funkcia f v čísle s Q spojité rovnoměrné v nejakom okolí 
bodu ( x Q , y Q ) , existujú (primerane malé) kompaktně o k o l i a čísla x Q , vzhl'adom 
na ktoré je funkcia £ v bode ( x Q , y Q ) , s Q na množině A pravidelná. 

b) Celostná pravidelností* Okrem pojmu relatívnej p r a v i d e l n o s t i , t . j . 
pravidelnosti vzhl'adom na i n t e r v a l , peanovskú funkčiu,definujeme pojem c e l o s t ­
nej pravidelnsoti takto: 

Hovoříme, že fu n k c i a TC je v bode ( x Q , y Q ) , s Q na množině A .pra­
videlné,, keď mé tuto v l a s t n o s t vzhl'adom na každé kompaktně o k o l i e čísla x Q , 
ktoré leží v i n t e r v a l e j Q * 

Keď je funkcia % v bode ( x Q , y Q ) , s Q pravidelná na množině A a 
na množině B, je v ňom pravidelné na množině A o B; a obrétene* 

41. S p o j i t o s t p e a n o v s k e j f u n k c i e 

Nech je k TubovoTné kompaktně o k o l i e čísla x Q ležiace v i n t e r v a l e 

a) Relativná spojitosť Hovoříme, že fu n k c i a X je v bode ( x Q , y Q ) , s 
na množině A vzhl'adom na i n t e r v a l k spojité, keď ku každému číslu € > 0 
existuje okolie dQ x S Q bodu ( x Q , y Q ) , s Q také, že každá hodnota y funk­
cie T v každom bode (x, y) £ A O , 8 £ S S Q e x i s t u j e aspoň v i n t e r v a ­
le k a v každom čísle x 6 k spina nerovnost I y(x) - Y 0(x)|<£* 

Ked je funkcia il v bode. ( x Q , y Q ) i s Q vzhl'adom na i n t e r v a l k spo­

jitá1 na množině A a na množině B, je v ňoir vzhl'adom na i n t e r v a l k s p o j i ­
té ná množině A U B; a obrétene* 

Ked je funkcia ii v bode ( x Q , yQ)» s Q na množině -A vzhladom na i n 
terval k spojité, je v ňom na množině A vzhl'adom na i n t e r v a l k p r a v i d e l ­
ná* 

b) Celostná s p o j i t o s t . Okrem pojmu relatívnej s p o j i t o s t i peanovskej 
fúnkcie, t . j . s p o j i t o s t i vzhl'adom na i n t e r v a l , definujeme pojem c e l o s t n e j spo­
j i t o s t i , stručnejšie s p o j i t o s t i , takto: 

Hovoříme, že funkcia X je v bode ( x Q , y Q ) , s Q na množině A spo­
jitá, «:eď má tuto v l a s t n o s t vzhl'adom na každé kompaktně o k o l i e čísla x Q , kto 
ré leží v intervale j Q . 

Keď je funkcia 1C v bode ( x Q , y Q ) , s Q spojitá na množině A a na 
množině B, je v ňom spojité na množině A u B; a obrétene* 

Ked je funkcia A. v bode ( x Q , y Q ) , s Q na množině A spojitá, je 
V noro. na tejto množině pravidelná* 

42. Z v l á š t n ě p ř í p a d y 

Yšimnime s i niektoré významné případy a ce l o s t n e j p r a v i d e l n o s t i a 
spojitosti peanovskej funkcie. 
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1, Množina A . je totožná s množinou &• Ked je funkcia T relativ*-
ne alebc eeloatne pravidelná alebo spojitá na množině o*, má t\i i s t i i vlastnost 
na každéj časti množiny o*, ktoré obsahuje bod ( x Q , y Q ) * 

2, Množina A je prienikom množiny cř a dolného (horného) oboru 
vzhladom na hodnotu Y Q funkcie X v bode ( x Q , y Q ) , s^. V tomto případe ho­
voříme o relatívnej.a celostnej pravidelnosti a s p o j i t o s t i funkcie T v bode 
(x Q , y Q ) , s Q zdola (zhora). 

3, Množina A sa skládá z .lediného bodu ( x Q , y Q ) . Potom pojmy pravi­
delnosti a s p o j i t o s t i vyjadrujti v l a s t n o s t i systému integrálov d* rovnice (a), 
ktoré prechádzajú bodom ( x Q , y Q) a závisia od jednotlivých čísel množiny S. 
V tomto případe hovoříme o relatívnej alebo celostnej pravidelnosti alebo spo­
j i t o s t i funkcie A v bode ( x Q , yQ)» s Q vzhl'adom na parameter* 

4* Množina S sa skládá z jediného čísla s Q . Potom ide o d. rovnicu 
(a) nezávislú od parametre. Pojmy pravidelnosti a s p o j i t o s t i vyjadrujú v l a s t ­
nosti systému integrálov te j t o d. rovnice, ktoré prechádzajú bodmi množiny A* 
V tomto případe hovoříme o relatívnej alebo celostnej pravidelnosti alebo spo­
j i t o s t i d* rovnice (a) na množině A. 

43* H l a v n á v e t a o s p o j i t o s t i p e a n o v -
s k ý c h . f u n k c i í 

Znies 
Nech je funkcia f v čísle s Q spojitá, a to rovnoměrné v každéj 

kompaktnej časti množiny 0* Nech sa peanovská funkcia JL vyznačuje tým, že 
v bode ( x Q , yQ)» s Q na množině A spojitá vzhl'adom na každé kompaktné oko-
l i e čísla x Q , vzhl'adom na ktoré je tam pravidelná* Potom je funkcia X v bo­
de ( x Q , y Q ) , 8 Q na množině A spojitá* 

DCkaz: Označme a Q 1'avý, b Q pravý koniec intervalu j Q * 
Nech je (k I ) [a, b] <=. j Q 1'ubovolhé kompaktné okolie čísla x Q . 

Konce intervalov j Q , k spinaJú teda nerovnosti: 

a 0 < « í x Q ^ b < b Q 

pričom zřejmé platí a § x Q < b, alebo a < x Q < b** 
Máme ukázať, že funkcia X je v bode ( x Q , y Q ) , s Q vzhladom na inter­

val k na množině A spojitá* 
Nech je Y Častí funkcie Y Q v intervale k. Křivka Y je kompaktná 

množina a sklade sa jediné z vnútorných bodov množiny Qf\ z toho usudzujeme, 
že má od hranice množiny 0, ke3 táto hránica existuje, určitú kladnu vzdiale-
noať* Nech f znamená tuto vzdialenosť alebo 1'ubovol'né kladné číslo podia to­
ho, či množina Qf hranicu má, alebo nie. Potom každý bod, ktorý má od křivky 
Y menšiu vzdialenosť ako £ , leží v množině <J* 

Nech K je množina bodov, ktoré majů od křivky Y vzdialenosť menšiu 
1 

alebo rovnu — P • Zřejmé je K kompaktnou časťou množiny &• 
2 



Prizerajúc k predpokladom o funkc i i f predovšetkým usudzujeme, že 
řunkcia f . Je v č í s l e s Q na množině K ohran ičená , takže existuje t aké č í s -
o D O , že v každom bode (x, y) £ K p l a t í nerovnost?: 

I f (x, y; s 0 ) I < M 

Dalej vidíme, že existuje okol ie 3 Q č í s l a s Q vyznačujúce sa tým, že v k a ž ­
dom bode (x, y; s ) , kde (x, y) € K, s é S r\ S Q , je 

1 f (x, y* s) - f (x, y ; s 0 ) | < M 

obidvoch nerovností vyplývá 

| f (x, y; s) |< 2 M 

Označme 

C - min í-7=' ~ T H 
2 V 2 16 V2 M ' 

a m, n celé nezáporné č í s l a určené nerovnosťami: 

x0 - (m + 1) C < a i x 0 - m C i * 0 * xQ + nc í b < « 0 + (n + 1) C . 

Ďalej nech znamená ^ , V = - m, - m + 1, • n hodnotu funkcie 
1 v čísle x Q + v c , takže 

l , • m 0 + * e ) , ( $ 0 = y 0> 

a , D'^ koncent r ické dv. in tervaly so stredom (x Q + $ c, $ ^ ) : 

(»» • ) [ *0

 + <* " *o + <» + »<0 * l l - - ~ . ttf
 + "t i 

2 V2 z{T 1 

<4») [ x 0 + ( y - i ) c t x 0 • c» + i)cj x f t - -^=..? y + 1 

PredovSetkým je zřejmé, že každý dv. i n t e r v a l Dp a teda aj le­
ží v množině K, lebo vzdia lenosť každého jeho bodu od s t ř e d u sa najviac rov-

. 2 1 2 -f 1  

1 8 ^ 2 

fialej vidíme, že každá hodnota y funkcie X v každom bode dv* in­
tervalu Dp , s 6 S f\ S Q , existuje aspoň v intervale £ x Q • (>? - 1)C, 
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xQ + (y + D C 3 a j e j časť v tomto i n t e r v a l e leží v D» pretože časť funkcie 
y, definovaná vo vhodnom kompaktnom i n t e r v a l e , prechádza niektorým bodom dv. 
i n t e r v a l u Dý , leží v dv. i n t e r v a l e a má svoje konce na jeho h r a n i c i . Tá­
to časť e x i s t u j e aspoň v i n t e r v a l e [ x Q + i> C - a j x Q + i> C + a'J , kde a' je 

P 
najmenSie z čísel C, — — — — — (ods. 29), takže a - c. 

16 fz M 
Nech je ( j ^ / 3 5 ) C xo *"*CC» x o • p c ] , c t s l f . . . » + 1; /í.* 1,.. 

.., n + 1 1'ubovolný* i n t e r v a l . • 
Veta bude dokázaná, ak ukážeme, že ku každému i n t e r v a l u tdi(i existu-! 

je ťaké o k o l i e 0^/3 x ^ bodu ( x 0 , y Q ) , s Q , že každá hodnota funkcie 
X v každom bode (x, y) € A O O^cp , 8 6 S A S ^ j j e x i s t u j e aspoň v i n t e r ­
vale Jocp a j e j časť v tomto i n t e r v a l e leží v množině K. Potom sa totiž 
ok o l i e 0 ^ n + 1 x S m + 1 > n + 1 bodu ( x 0 , y Q ) , s 0 vyznačuje tým, že každá 
hodnota funkcie jt v každom bode (x, y) 6 A f> 0 m + 1 ^, s € S D S m + j n ^ 
e x i s t u j e aspoň v i n t e r v a l e j m + i n + l a * e ( 3 a a«5 v i n t e r v a l e k, ktorý je v 
ňom obsiahnutý" a j e j časť v i n t e r v a l e J m + i a teda a j v k, leží v mno­
žině K; to znamená, že fu n k c i a A je v bode ( x Q , y 0 ) , s Q vzhl'adom na i n t e r ­
v a l k na množině A pravidelná a teda, podia předpokladu vzhl'adom na ten i n -

.' t e r v a l na množině A spojitá. 

Nuž v případe «t = (3 = 1 j e vec zřejmé, lebo stačí zvoliť: 

°11 =
 D ó ' S l l " So 
Pokračujme úplnou indukciou. Nech je «C ř 1 a siičasne nech 

plastí aspoň jedna z nerovností < m +1, p < n +1, napr. (i < n + 1. Predpo-
kladajme, že e x i s t u j e také o k o l i e Occp x bodu ( x Q , yQ)» sQ» že 
každá hodnota funkcie X v iaždom bode (x, y) i A r\ Ote p , s € S f\ 3cCfl 

e x i s t u j e aspoň v i n t e r v a l e j<£ p a j e j časť v tomto i n t e r v a l e leží v množi­
ně K. Ukážeme, že z tohto předpokladu vyplývá e x i s t e n c i a o k o l i a 0«c,/3 + ^ x 

x p + ^ bodu ( x Q , y 0 ) , s Q , ktoré má t\i istú vlastnosť vzhl'adom na i n t e r -

Z nerovností 

a š x 0 < x 0 + c S x Q + p c t b 

x o - < < : c < x o < x o + c » x o + / 3 c | 

usudzujeme, že prienikom i n t e r v a l o v k, j ^ p j e kompaktný i n t e r v a l , ktorý ob­
sahuje i n t e r v a l C* 0» x Q + c ] a že číslo x Q + p c j e v ňom obsiahnuté. 

Podia předpokladu e x i s t u j e každá hodnota funkcie JL v každom bode (x,y)£ 
€ A n O « c £ , s £ S O t aspoň v i n t e r v a l e 3dC.fi 8 j e j časť v tomto i n ­
te r v a l e leží v množině K. Funkcia je teda v bode ( x Q > y Q ) , s Q vzhl'adom 
na i n t e r v a l JoC/3 na množině A pravidelná a teda a j spojitá, Z toho usudzu­
jeme, že e x i s t u j e také o k o l i e °«c,/3 +i x ^ + 1 C 0^ ̂  x bodu 
( x Q , y Q ) , s 0 , že každá hodnota y funkcie T v každom bode (x, y) £ A ťi 0^- + 1 
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ex i s tu j e a s p o ň v i n t e r v a l e Ódíp a s a v každom c i s l e ' p r i e n i k u i n t e r v a ? 

P 
JoC/3 o d h o d n o t y r i e š e n i a Y o menej a k o 

4 {2 
Z v l á š ť t e d a máme: 

4 / 2 

Okrem toho v š a k č a s ť f u n k c i e y v i n t e r v a l e j „ c p l e ž í v množ ině K . 

P o s l e d n á n e r o v n o s ť u k a z u j e , že f u n k c i a y p r e c h á d z a bodom ^ c Q + 
+ (3c, y ( x Q + / 3 c J , k t o r ý l e ž í v d v . i n t e r v a l e D*p • F r e t o ž e k a ž d á h o d n o t a 
funkcie % v každom bode"" ( x , y ) 6 D p s £ S r\ S Q e x i s t u j e a s p o ň v i n t e r v a l e 
t* 0 Dc» x o + í P D C J a j e h o č a s ť v t o m t o i n t e r v a l e l e ž í v D^j , 
vidíme, že f u n k c i a y e x i s t u j e i v i n t e r v a l e [ x Q + /3 c , x Q + ( / 3 + l ) c ] 
a j e j Č a s ť v t o m t o i n t e r v a l e l e ž í v množ ině K . Tým j e z i s t e n é , že s a o k o l i e 

|3+1 x S « £ ' P +1 D 0 < ^ u ^ x o » ^0^* s o v y z n a 2 u J e t ý m , že k a ž d á h o d n o t a f u n k c i e 

X v každom bode ( x , y ) € A f\ 0 ^ s 6 - S O e x i s t u j e a s p o ň v i n ­
t e rva l e JoC | 3 + i a «5 e J 5 a a t * v t o m t o i n t e r v a l e l e ž í v m n o ž i n ě K . Tým j e d d -
Icaz ukončeny . 

4 4 . S p o j i t o s ť 
c i e 

p l n e j p e a n o v s k e j f u n k -

P r e d p o k l a d a j m e , že bodom ( x Q , y Q ) , s Q p r e c h á d z a j e d i n é r i e š e n i e Y Q 

d. r o v n i c e ( a ) , t a k ž e p l n á p e a n o v s j á f u n k c i a , p ř í s l u š n á k t e j t o d . r o v n i c i , má 
v 8pomínanom bode j e d i n i í h o d n o t u Y 0 . 

P l a t í t á t o v e t a : K e S j e f u n k c i a f v č í s l e s Q s p o j i t á r ovnoměrné 
v každej k o m p a k t n ě j č a s t i množiny &, po tom j e p l n é ( a t e d a k a ž d á ) p e a n o v s k á 
funkc ia p ř í s l u š n á k d . r o v n i c i ( a ) v bode ( x Q , y Q ) » s Q s p o j i t á na množ ině & . 

S k u t o č n e , n e c h j e X p l n á p e a n o v s k á f u n k c i a p r i s l ú c h a j ú c a k d . r o v n i c i 
(a)* P o d i a p r e d c h é d z a j ú c e j v e t y s t a č í ukáza t? , že f u n k c i a X j e v bode ( x Q , 
y Q ) , s Q h a množ ině C s p o j i t á v z h l a d o m na k a ž d é kompak tné o k o l i e č í s l a x Q , 
vzhTadom na k t o r é j e n a množ ině O p r a v i d e l n á . 

N e c h j e k ( < z j 0 ) 1'ubovoTné kompaktné o k o l i e č í s l a x Q , k t o r é s a v y ­
značuje tým, že vzhTadom k ňemu j e f u n k c i a T n a množ ině & p r a v i d e l n á . P o t o m 
e x i s t u j e o k o l i e <5Q x S Q b o d u ( x Q , y Q ) > sQ a kompaktné množ ina K C O v y -
značujúca s a t ý m , že k a ž d á h o d n o t a f u n k c i e t , v každom bode ( x , y ) c 0 Q , 
st S O S Q , e x i s t u j e a s p o ň v i n t e r v a l e k a j e j č a s ť v t o m t o i n t e r v a l e l e ž í 
v množině K . 

P ř i p u s ť m e , že f u n k c i a Tt n i e j e v bode ( x Q , y Q ) , s Q v z h l a d o m na i n ­
t e r v a l k n a množ ině (f s p o j i t é . P o t o m e x i s t u j e č í s l o £ > O t a k é , že v 

každom o k o l í b o d u ( x Q y Q ) > © 0 e x i s t u j ú b o d y ( x , y ) £ 0 Q , s £ S n S Q , v k t o -

rých každá h o d n o t a f u n k c i e T 3 a d e f i n o v a n á a s p o ň v i n t e r v a l e k , j e j č a s ť v 
tomto i n t e r v a l e l e ž í v množ ině K a n i e k t o r é z t ý c h t o h o d n o t s a v n i e k t o r ý c h 
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čísiach intervalu k líSia od hodnoty integrálu Y Q aspoň o £ • Z toho usudzu-
Jeme, že existuje postupnost bodov (x*c , y<< )€ 0 0 , s ^ * S f\ SQl eC a 1,2,. 
• •; ktorá konverguje k bodu ( x Q , yQ), BQ a 3aleJ postupnost hodnOt ŷ c funk-

cie taká, že každá hodnota y^ : 

1. Je integrélom d. rovnice (a) s parsmetrom a prechádza bo-

dom (x^c , y«c >» 

2. Je definovaná a spoří v intervale k; 
3* Jej cast v tomto intervale leží v množině K; 
4* Jej hodnoty sa v niektorých číalach intervalu k U S i a od hodnot 

integrálu Y Q aspoň o t • 

Množina K Je kompaktnou častou množiny &. Přetože funkcia f Je 
v čísle s Q spojitá rovnoměrné v každéJ kompaktněj časti množiny O*, postup­
nost f u n k c i i f ( x , y; a*c ) konverguje v množině K rovnoměrné k f u n k c i i 
f ( x , y; s 0 ) ; přetože funkcia f ( x , y; s Q) Je v množině & spojitá, Je v mno­
žině K ohraničená. OdtiaT a z vlastností 1«- 3. f u n k c i i y*c vyplývá, že po­
stupnost častí týchto f u n k c i i v intervale k Je normálna#a l i m i t a y každéJ 
Jej v intervale k rovnoměrné konvergentnej čiastočnej. postupnosti prechádza 
bodom ( x Q , y 0 ) . 

Pretože funkcia f ( x , y; s Q) Je v množině Qf spojitá, Je v množině 
K rovnoměrné spojitá; pretože Časti f u n k c i i y^c v intervale k ležia v mno­
žině K, leží tam aj funkcia y. Z toho vyplivá, že funkcia y Je integrálom 
d. rovnice (a) a parametrom s Q . Vidíme, že funkcia y Je častjouCJediného) 
riešenia Y Q d. rovnice (a) v bode ( x Q , y Q ) , s Q . 

Tým Je zistené, že všetky v intervale k. rovnoměrné kovergentné čas­
t i postupnosti, ktorá sa skládá z časti f u n k c i i yeC v intervale k, majů tú 
istú l i m i t u , a to čast integrálu Y Q v intervale k. Odtial* vyplývá (ods.16), 
že celá postupnost časti f u n k c i i y<jC v intervale k má tú istú rovnomernú 
l i m i t u , takže sa hodnoty celkom všetkých f u n k c i i yoc t všade v intervale k. 
líšia od hodnoty integrálu Y Q o menej než £ • Tým sme sa d o s t a l i do sporu 

s už uvedenou vlastnostou 4. f u n k c i i a ddkaz Je skončený. 

45 • S p o j i t o s t p e a n o v s k ý c h f u n k c i i 
v z h l a d o m n a p a r a m e t e r 

Dokážeme tuto vetu: 
Nech funkcia f Je v čísle s Q spojitá rovnoměrné v každej kompakt­

ně J časti množiny C a okrem toho nech má v čísle sQ lokálně minimum (maxi­
mum) všade v množině O*. Nech hodnota pean'ovskej funkcie T v bode ( x Q , y Q ) , 
s Q Je dolný (horný) zložený integrál d. rovnice (a) v tomto bode. Potom Je 
funkcia JL- v bode ( x Q , y Q ) , s Q lokálně spojitá vzhl'adom na parameter. 

Ddkaz uskutočnlme napr. v případe, že funkcia f ' má v čísle s Q l o ­
kálně minimum všade v množině o" a že hodnotouftrikrie ft v bode ( x Q , y Q ) , 8 Q Je 
dolný zložený integrál d. rovnice (a) v tomto bode. Stačí ukázat, že funkcia 
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M. je v bode (xQ , y Q ) , sQ spojitou funkciou parametra r e l a t i v n é ku každému 
kompaktnému okoliu č í s l a x Q , vzhladom na k t o r é je p r a v i d e l n á . 

Nech k c J 0 je Tubovolné kompaktně okolie č í s l a x Q , k t o r é sa 'vy­
značuje tym, že vzhladom naň je funkcia ť v bode (xQ, y Q ) , sQ pravidelnou 
funkciou parametra. Potom existuje okolie - č í s l a sQ a kompaktná množina 
K c o, vyznačujúca sa tým, že každá hodnota funkcie T v každom bode (xQ, 
yQ), s € S r\ s'Q existuje a s p o ň v intervale k a jej č a s ť v tomto intervale 
l ež í v množině K. 

Pre tože funkcia f má v č í s l e l o k á l n ě minimum všade v množině 
o 

cf, existuje okolie SJ č í s l a sQ t a k é , že v každom bode (x, y) £ C , ae 

S A SJ p l a t í nerovnosť 
f(x, y; s 0 ) i f(x, y; s) (1) 

P ř i p u s ť m e , že nie je v bode (xQ, y Q ) , sQ spojitou funkciou pa­
páme tra vzhl'adom na interval k. Označme SQ

 = f\ S £ . Potom existuje 
Síslo £ > o t a k é , že v každom o k o l í č í s l a sQ e x i s t u j ú č í s l a s €. s SQ 

tejto vlastnosti: Každá hodnota funkcie X" v každom bode (xQ, y Q ) , s existu­
je aspoň v intervale k, jej č a s ť v tomto intervale l e ž í v množině K a nie-
ktoré z týchto hodnfit sa v n iek torých č í s l a c h intervalu k l í š i a od hodnot 
iolného zloženého i n t e g r á l u Y Q v bode (xQ, y Q ) , s 0 aspoň o £ . Z toho u-

Budzujeme, že existuje p o s t u p n o s ť č í s e l s ^ é S / V S Q , eC = 1, 2, • « . , konvergu-
júca k č í s l u sQ a S á l e j p o s t u p n o s ť hodn6t y ĉ .funkcie X t a k á , že k a ž ­
dá hodnota y«c : 1. je i n t e g r á l o m d. rovnice (a) s parametrom Soc a pre-
chádza bodom (xQ, y Q ) | 2 # je def inovaná aspoň v intervale k, 3. jej č a s ť v 
tomto intervale l e ž í v množině K, 4. j e j hodnota v každom č í s l e intervalu k 
vlavo (vpravo) od xQ sa. nanajvýš (aspoň) rovná p r í s l u š n e j hodnotě' i n t e g r á l u 
YQI 5« jej hodnoty v n i ek torých č í s l a c h intervalu k sa l í á i a od hodnoty i n ­
tegrálu YQ aspoň o 6 . 

Usudzujúc obdobné ako* v dfikaze spojitosti plnej peanovskej funkcie a 
vidíme, že p o s t u p n o s ť č a s t í funkci! yoc v intervale k' je normálna a l imita 
y každej jej v intervale k rovnoměrné konvergentněj č i a s t o č n e j postupnosti 
prechádza bodom (xQ., y 0 ) a je in t egrá lom d. rovnice (a) s parametrom s Q . 

Z vlastnosti 4» funkcie y^c v id íme , že hodnota funkcie y v k a ž -
Gom č í s l e intervalu k vl'avo (vpravo) od xQ sa nanajvýš (aspoň) rovná p r í -
sluSnej hodnotě i n t e g r á l u Y Q . 

UkonČenie dčkazu odvodením sporu s v l a s t n ó s ť o u 5. funkcie y«£ J e 

obdobné ako v predtým spomenutom ddkaze* 

46. S p o j i t o s t d o l n e j a h o r n e j p e a ­

n o v s k e j f u n k c i e p r i s l ú c h a j ú c e j 

k d. r o v n i c i (a) n e z á v i s l e j o d 

p a r . a m e t r a 

P l a t í t á t o veta: 

Nech v d. . r o v n i c i ( n e z á v i s l e j od parametre) 



y' = f ( x , y) (a) 

je funkcia f spojitá v otvorenej množině y. Potom dolná (horná) peanovská 
funkcia je v každom bode svojho oboru zdola (zhora) spojitá. 

D6kaz t e j t o vety j e obdobný ddkazu predchádzajúcej vety. Jediná pod­
statná změna j e v tom, že miesto nerovnosti (1) použijeme t o , že najmenšl (naj 
váčši) integrál v 1'ubovoTnom bode dolného (horného) oboru vzhl'adom na najmenšl 
(najvSČŠÍ) integrál v niektorom bode množiny C leží celý v tomto obore. 

8. Vety o jednoznačnosti rieáenl 

47 • Uvažujme o d . r o v n i c i 

y' = f (x, y) (a) 

v nejakom obore o. 
Z predchádzajúcich úvah vieme, že daným bodom ( j ,^) £ o mdže 

prechédzať jedno alebo viae riešenl d. rovnice ( a ) , definovaných v tom istom 
i n t e r v a l e . Ak napr. j e funkc i a f v okolí bodu ( j , \ ) spojitá, prechádza 
týmto bodom buď právě jedno alebo hne3 nekonečné mnoho riešenl d. rovnice (a) 
definovaných v tom istom i n t e r v a l e . 

Obsahom t e j t o k a p i t o l y j e vyšetrovanie podmienok, za ktorých daným bo 
dom z oboru ar prechádza najviac jedno riešenie, definované v istom i n t e r v a l e 
alebo inými slovami, kedy riešenie d. rovnice (a) j e v danom bode jednoznač­
né. Otázka jednoznačnosti riešenia prechádzajúceho daným bodom má velkú dóleži 
tosť v aplikáciách, kedy d. rovnice popisujú priebeh fyzikálneho,• chemického, 
biologického alebo iného d e j a . V týchto prípadoch daný bod vyjadřuje istý po-
čiatočný stav deja a otázka jednoznačnosti riešenia v tomto bode značí, či p r i 
beh deja je počiatočným stavom jednoznačné určený. V kladnom případe umožňuje 
znalosť v l a s t n o s t i d. rovnice predvldať l e n z daného počiatočného stavu p r i e -
behu deja. 

48. Za účelom stručnéjšieho vyjadrovania zavedieme niekolTco 
d e f i n i c i l : 

Nech ({ ,.£) £ o j e TubovoTný bod. 

Budeme hovoriť, že bod ( J , \ ) j e správa (zl'ava. obo.istranne) lokál  
ne pravidelný, ak e x i s t u j e kompaktné o k o l i e čísla j správa (zl'ava, o b o j s t r a n -
né), vyznačujúce sa tým, že každé dve i n t . křivky d. rovnice ( a ) , vychádzajú-
ce z bodu ( j ,*£) (vchédzajúce do bodu (§ ,\ ), prechádzajúce bodom ( j t \ ) 

splývajú v spoločhej časti s v o j i c h definičných i n t e r v a l o v a spomenutého o k o l i a 
bodu ( J t \ ). 
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