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/xQ; (x, t) ﬁ.t-=4x4 (yz-yl)

Y1
vidfme, %e bod (0,0) Je lokélne pravidelny sprava, ak platdi

. ‘ 1 :
mx4(y -y)g (y -y).[-3x4+- (Y§+3132+y§)J
2 1l . 2 1l 3

0dtial pre Yo=Yy, > 0 vychédéa

3m+3)xt g y3 4y, 9,458

a vidime, %e této nerovnost Je eplnené-vtedy‘ﬁk plati

[

3m+3)x* 5 o0

‘ Této nerovnost je ale splnena v tom pripade, ked m £ - 3. Bod (0,0)
je teda lokélne pravidelny sprava vtedy, ked m £ - 3. Ak aplikujeme vzorec
(2), dostaneme nerovnost

J2
0 {560 -ncu)} s -4 [ Fwa
: yi
2 ktorej pre & (y) = yzk, k > 0, vycl;édza
4
m L -
- 2k + 1

Vidime, Ze lokélna pravidelnost sprava bodu (0,0) pre d. rovaicu (A)
je bezpednéd pre vdetky m < O a zrejme tieZ pre m = O.

9. UkdZka aplikécie predchédza.j\ice:j teorie

55¢ Perronov priklad

Ako aplikéciu predchddzajicich vysledkov, Perronovej existenc‘.nej teoré-
y a viet 0o jednozna&nosti rieen{ uvedieme v tomto odseku priklad, ktory poché-
lza od O. Perrona.

UvaZujme o .de. rovnici
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y':x-yz ' (1)

Funkcia f(x, y) = x = y2 je spojitd vo vietkych bodoch (x, y) a
teda podYa existen¥nej teorémy Ranovej alebo Perronovej prechddza kaidym bodom
t§,%) aspon jedno riedenie tejto diferenciélnej rovnice.

Funkcia f(x, y) mé dalej v kaZdom bode (x, y) parcidlnu derivéciu po-
dYa y, - 2y, ktord je tie% v3ade spojitéd a teda v kaZdom kone&nom dvojroz-
mernom intervale ohraniZen4.

Z toho vyplyva, Ze funkcia f(x, y) splna v kaZdom kone¥nom dvojroz-
mernom intervale L. podmienku. PodYa uf uvedenej vety prechédza teda kaZdym
bodom ( § » M) prédve jedno riesenie d. rovnice (1).

. Zvolme YubovoIny bod- (§ ,%) a predpokladajme, Ze § > 0, % > O.
. Tymto bodom prechédza teda préve Jjedno rie¥enie d. rovnice (1) a podla Peano=-
vej existenfnej teorémy- je toto riedenie definované v istom okolf ¥fsla § .
NaSou udlohou je podrobnej3ie vy3etrit jeho priebeh. Za tym ilelom nakreslime
si predovietkym Eulerov polygon vychédzajuci z bodu (f 7).

A
vix) _
(5'1) '/" !
4‘/"” :
r o s
7 i /7 ulx). !
y | H
(4 (] [}
4 ! "
i H ! :
7 1 x 2 X 3 X% 4 x
Obr. 14

/

Vidime, Ze sa Eulerov polygén s rastdcim x blf%i k vetve paraboly
y = Vx. Tym sme veden{ k tomu, Ze rie3enie d. rovnice (1) prechddzajice bo-
dom (§,%) sa d4 pravdepodobne definovat pre vietky x 2 § a ¥e sa a-
symptoticky bl{%#i k vetve paraboly y-= Vx. Tento fakt nemdZeme bezprostred-
ne zistit z Peanovej existen&nej teorény, av3ak pomocou Perronovej existen&neJ
teorémy dbéjdeme k cielu.

Ide o to, ukdzat, Ze rie3enie d. rovnice (1) prechddzajice bodom
¢§,7) (§ > 0,7>0) mono definovat v Tubovolne velkom intervale [§, X],
v ktorom sa asymptoticky bl{iZi k vetve paraboly y = V:Z, prid¢om symbolom v
sa mysl{ nezédporné Zislo.

VzhYadom na Perronovu existenini teorému redukuje sa na néé problém
zrejme na to, definovat funkcie wu(x), v(x) majice vlastnosti popfsané v tejte
teoréme, ktoré sa vyznaduju tym, Ze sa pre velké x 1i3ia od spomenutej vetvy
paraboly o meneJ neZ YubovoIné kladné ¥islo. Také funkcie u(x), v(x) budeme
definovat rdzne podla toho, &1 bod (f.,%_) Je nad spomenutou vetvou paraboly,
na nej alebo pod nou. '
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Predpokladajme najprv, Ze bod géﬂ) je nad vetvou paraboly y =
z V-;, teda Ze plat{ nerovnost § <1

Aby sme definovali funkciu u(x), zvolime l'ubovorné &1islo d > 0 a
funkciu u(x) definujeme tymito vzorcami:

'Q-A(x-f) ‘pre  -Ax-§%) 2 o©

A
’?‘
[}
Q,

u(x) = a(x - § - -’IA—) pre 0% a(x- § - —%—)

.

“Vx-d' pre Yx-d'ﬁa(x-f By -?LA—)

priom A, & sd kladné 2{sla, ktoré v aa;éom edte obmedzime urZitymi nerov-
nostami preto, aby funkcia u(x) skutolne sp]'.ﬁala podmienky popisané v Perro-
novej existen&nej teoréme. '

Zatial len predpokladajme, Ze &1{slo a vyhovuje nerovnosti

. 1 ) . .
s + ._7"_ + —t - ar 2 0 (2)
; A 432 : : :

tak¥e predtym uvedend definfcia funkeie u(x) mé zmysel. Funkcia u(x) Jje

definovanéd pre vdetky x 2 j : neskordie sa obmedzime na interval[f ’ X,]
X > § , pridom viak X - md%e byt lubovolne velké. Funkcia u(x) sa teda
skladd z dvoch Useliek a z Zasti paraboly, a to z uUsedky 7N - A(x -'_f‘ ), kde

x € [_f, xlj, x1=§ + _Zl__’ z Uselky a(x;f - —}—), kde

- A

1 1 ' 1
x € [xl,.xZ], x2=§+-4li—+—_-—é-+; u+.7z’-¢ - -d

A 4a2
a z Casti paraboly v X - J y kde x > X5

Funkeiu v(x) definujeme vzorcom

(] pre 7z V_x_
{x__ pre Ui §ﬁ—

Této funkcia sa skladd teda z uselky rovnobeZnej s osou x a z Zasti vetvy
paraboly, o ktorej sme uZ hovorili, teda z dseéky M pre x € [_f ’ on’
X, = 1L 2, a z vetvy paraboly ‘x pre X z >

vix) =

Funkeie u(x), v(x) sd tie? zndzornené na predchddzajicom obrézku.
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Teraz treba ukéza*t.’, e funkcie u(x), a v(x) ma,j\i vlastnosti pop{sané
v Perronovej existeninej teoréme, t.j. Ze prechddzaju bodom (§,1) dalej,

e v kaZdom &fsle x, v ktorom sui definované, sui spojité a vyhovuji nerovnos-
tiam

D+ u(x) ¢ £(x, u(x)), Dt v(x) 2 2(x, v(x)) (3

a okrem toho, te jer u(x) < wv(x) px;e x> §.

Pre vSetky tieto vlastnosti, a% na platnost nerovnost{ (3), si zrej- -
mé. Treba len ukézat, e si splnené nerovnosti (3).

 UkéZme najprv, %e funkcia u{x) spina nerovnost (3), ak A Je dost
velké a a dost malé. - x '

.V intervale [f . xl) mé funkeiu u(x) derivdciw u’(x) = - A.  De-
lej Jje v tomto intervale

f@:, u(x)> =x - (9 - Ax - )>2=-.A2(x-.§ Y2 + (24 + 1) (x-f)‘-
AR IR N I ERY R AERE L A

Zvolme A > O tak velké, aby bolo - A € -2 7 2, f = Potom
Je v intervale[ { , x,]

D+ u(x) = - A § -2'1)'2+§§f€t, u(xD

a teda nerovnost (3) je splnené.

V intervale [xl x2] mé funkcia u(x) derivéciu u’(x)
je v tomto intervale

f(x, u(x)) =X - G(x -j - %_))2= - a2 (x -.f )2 +

. 2 2 m 2
+-(2:—A1'-+1)(x-f)+a’:' +f

.a. Daley

A

takZe méme ukézat, Ze v tomto intervale Jje

.' . 2
6(x) !>f<x,u(x))-a=-az (x-.-f)2+(2a—Al-+1) (x=§f )+
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Vekutku y = F(x) Je rovnica paraboly, ktorej oe Je rovnobeZnd s'osoun

. 0} 1l . y ) 1l
'y a jej vrchol je bod (f + — ——, f + =—— 4 = = a). Zvolme
. . . A 2a2 A . ‘432
a tak, aby okrem nerovnosti (2) bolo
aﬁmin(f-r-—}-,ff). (4)

PredovBetkym vidime, Ze vrchol paraboly y = F(x) Jje nad osou x, lebo po-

: 1
rednica vrcholu § + -1— + — -a Jje> 0.
‘ ' A 402

Dalej Tahko zistime, Ze parabola pretina o2 x v bodoch

1l 1l . l
x’ = § + ’h'-o- - - vs-!'-g'—i--—— -a
A ,232 a A 4a2

xn=5'+ n + 1 e 1 qg...l— + _-]:-. -a
a A 4a°

tak¥e pre . x € [x: x"_] Je F(x) 2 0. Av3ak I'ahko vidime, Ze v d8sledku ne-
rovnost{ (4) Je

4

X £ X3, X5 ¥ X"

& odtial vyplyva, Ze pre x€E [xl_, x2] Je F(x) 2. 0.°

; 1l
Skutodne pre x 2 x, mé funkcia u(x) derivéciu u’(x) = a da-
2yYy x -

lej Jje

f@, u(x)) = x - (“x -d )2 =4
takZe treba ukézat, Ze pre X 2 'xé Jje

. < d

2 X.-d

tod-, Ze Je
’ 1
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Pritom mozeme eSte a vhodne zmensit podra potreby. Zmensime ho teda tak, aby
-okrem nerovnost{ (2) a (4) platilo

d + ——]-'——éf'+—"'—+-1'-+lv.f+l+-}--f

4 JZ _2&2 _ a 432
1 : L _ :
tede d + > £ x,. Potom zrejme nerovnost (5) Jje splnené pre vietky
4 d' ,

&isla x 2 X, & tym je dokdzané, %e funkcia " ulx) mé vlastnosti popisané

v PerronoveJ existeninej teoréme, a tov intervale[j s XJ kde X Je Yubo-
volne velké &islo.

.08

Teraz ukéime, ‘¥e funkeia v(x) splna nerovnosf (3). V 1ntervale[§
x ] mé funkcia v(x) hodnotu M a dalej Je f(x, v(x)) =X - v(x) =X -
.- ’Q, 'z x - X, & 0=v “(x), takZe skutolne v tomto intervale je nerovnost
(3) splnenéd. o

.V intervale x Z x, mé funkela v(x) hodnotu Vx a je £,

v(x)) =x=v(x)?=x-x=0 < = v'(x) takZe nerovnost (3) Je

2 Vx
op4t splnenéd.

T¥m sme zistili, Ze tie? funkcia vix) m4 véetky vlastnosti popisané
v Perronovej existentnej teoréme, a to opit v intervale[f ] kde X Je
Tubovolne velké &1islo.

PodTa tejto teorémy existuje rieSenie _y(x) diferencidlne} r‘ovnice
(1) prechédzajice bodom (§,%) definované v intervale [§ ’ X] » pre kto-
ré plat{i : :

ulx) € y(x) € vix)

. takZe pre v8etky dost velké x Je

Vx-d £ yx) ﬁv ‘X

Tym je dokdzané, %e rie¥enie d. rovnice (1) prechédzajice bodom (§ ,7)
( § > 0, M > 0) moZno definovat v lubovolne velkom intervale [§ ’ X] a
toto rielenie sa asymptoticky bli%i k vetve pareboly y = Yx, 1lebo &islo
d > 0 je YubovolXné. \ '

Doteraz smé predpokladali, Ze bod (f ,%) 1leZ{ nad vetvou paraboly
y = Yx, teda Ze platf nerovnost f < ,,LZ. V pripade, %e bod - (§ ,% ) 1leif
na parabole alebo pod touto vetvou, t.j. ak plati j 2 12, mbZeme za u(x) .
zvolit tu istd.funkciu ako v prvom pripade a funkeiu v(x) definovat takto:

1L+B(x-f) prel+B(x-§)5{;‘

vix) =

NE Pre.’Q,-d-B(x-});{—x_
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pricdom B > 0 2zna%f{ vhodnd kon3tantu. Potom dostaneme rovnaeky vysle-
- dok. : ’

10. Picardova metdda postupnych aproximécif na rieSenie d. rovnice

- y‘ = f(x, y)

56 Princip metody

E. Picard vynadiel k 8tidiu d. rovnic obylajnych a parcidlnych tzv.
metodu postupnych aproximécif [Jburnal de mathématiques pures et appliqées,
VI, (1890)] , ktord neskor¥ie zdokooalil E. Lindeldf [ten isty Zasopis,

X. (1894)] . T4to metdda nielenZe vedie k dékazu existencie riedenia, ale je
uZito&nd tieZ i pre prax, lebo v konkrétnych pripadoch umofnuje ndjst aspon
pribliZné riesSenie danej d. rovnice. TieZ treba pripomenit, Ze pouZitie tejto
metédy nie je obmedzené len na d. rovnice prvého rddu, ale d4 sa s vhodnou
obmenou aplikovat i na d. rovnice vy331ich rédov.

UvaZujme op#t d. rovnicu
y = filx, y) | ' (a)
pritom o funkeii f£(x, y) predpokladajme, Ze je'spojité v dv. intervale
D: | x-flge, |[y=-7n]gh

prit¢om (§,%) Je nejakf bod a a, b si kladné ¥fsla.

Okrem toho predpokladajme navySe, fe funkcia f(x,‘y) splha v D L.
podmienku, ktorej kon¥tantu oznadme L ( > O0), takZe pre ka%?dé dva body
(X, yl), (x’ yz) € D platdi:

I f(x, yp) - £(x, 32)'§ I'lyl - yzl . (1)

Potom princip Picardovej metédy postupnych aproximécif je tento:

Zvolime Yubovolnd funkciu yo(x), tzv. poliato¥nd funkciu, definovand
v 1nterva1el:§_ s § + a] y ktord mé urdité vlastnosti, a vychédzajic z nej,
definujeme postupne dalBie funkeie podla vzorcov

b 4

yi(x) = 9 + ff £G&, v, (t)) dat

x (2)
Vo(x) = % + ff- £(t, yo(t)) at
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