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Dá sa ukázať najma* t o , že predchádzajúca veta j e správná v celom rozsahu a j 
vtedy, ak nie j e dížka i n t e r v a l u [o£ ,/3 J vSČšia než kořen a l g e b r a i c k e j rovnice 

n 
1 r — y 

1 - M xt - - Jíl M y t = 0 
» =2 

16. Lineárna diferenciálna r o v n i c a 2. rádu 

85. Ú v o d 

Diferenciálně lineárně rovnice 2. rádu sú významné preto, že sú n a j -
jednoducháím (netriviálnym) prlpadom d. lineérnych rovnic vyšších rádov a i c h 
v l a s t n o s t i sú vzoroia p r i Studiu týchto všeobecnějších d. r o v n i c . Najma však 
preto, že majů d61ežité aplikácie v otázkách fyzikálnych a technických. Od n a j -
jednoduchších úvah klasickéj mechaniky, ako j e analýza harmonického pohybu, 
k omnoho zložitejším otázkám týkajúcim sa napr. vedenia t e p l a , chvenia tyčí a 
membrán alebo v problémoch nebeskéj mechaniky, střetáváme sa s d. linearnymi 
rovnicami 2. rádu ako s ústrednými miestami obsahujúcimi s p r a v i d l a úplné r i e -
šenie předložených otézok. K tomu přistupuje, ze teória d. liaeárnych r o v n i c 
2. rádu j e ovládaná nevelkým počtom poměrné jednoduchých teorém, takže je j e d ­
noduchá a prehladná a přitom obsahové bohatá. 

V dalšora kvóli stručnosti obmedzíme sa na studium d. lineérnych r o v n i c 
2. rádu homogénnych, t . j . t v a r u 

y" + p(x)y' + q(x)y = O (a) 

pričom k o e f i c i e n t y d. rovnice (a) p, q sú funkcie definované v nejakom i n t e r ­
vale j# Předpokládáme, že sú v i n t e r v a l e j spojité. 

86. E l e m e n t á r n ě t r a n s f o r m á c i e d. r o v ­
n i c e (a) 

K danej d. r o v n i c i (a) mdžeme priradiť dalšie d. lineárně rovnice 2* 
rádu, ktorých integrály sú integrálmi d. rovnice (a) v známých vzťahoch. Také 
pr i r a d e n i e d. ro v n i c k d. r o v n i c i (a) sa nazývá transformécla d. rovnice ( a ) . 
Studium týchto t r a n s f o r m a c i ! tvoří dfiležitú časť t e o r i e d. lineérnych r o v n i c 
2. rádu. Je účelné všimnúť s i hned na začiatku oašej úvahy niektorých elementár-
nych transformaci1, pretože potom sa mdžeme obmedziť na studium d. r o v n i c , k t o -
ré sú v niektorom směre vhodnéjšie, napr. kratšie a přehladné, bez toho, že by 
sme porušili všeobecnú p l a t n o s t výsledkov. 

Najjednoduchšie transformácie d. rovnice (a) aú založené na násobe­
ní d. rovnice (a) alebo j e j integrálov vhodnou funkciou alebo na novej v o l ­
bě nezávisle premennej. 
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Nech x Q £ J značí rubovolné Číslo. 
1* Násobné d. rovnicu (a) funkciou 

x 
P(x) = exp j p(t) dt (xé j ) 

a označme 

P(x) • q(x) = - Q(x) 

Všimnime s i , že funkcia P je v intervale J kladná a má v hom spo­
jití! deriváciu. Dostaneme transformovánu d. rovnicu 

[ P ( x ) y * j ' - Q(x) y = O (a') 

Touto transformáciou sa integrály d. rovnice (a) nemenia, t . j . kaž­
dý integrál jednej d. rovnice (a), (a') je súčasne integrálom druhej. 

2. Předpokládá jme, že koeficient p má v intervale spojití! deriváciu 
p1. Nech y(x) značí rubovoTny" integrál d. rovnice (a) a označme 

x 
r i 

Y(x) = y(x) exp 
»• 2 

x 
[ - j ' p(t) d t j (1) 

o 

Jednoduchým výpočtom zlatíme, že funkcia Y je riešením d. rovnice 

Y" - Q(x) Y = O (a H) 

1 . 1 7 
v ktorej značí Q(x) = - p (x) + —' p (x) - q(x) 

2 4 

Vidíme, že nová d. rovnica (a N) je jednoduchšia než d. rovnica (a) 
v tom zmysle, že j e j koeficient p r i Y' je nulový. Obidve d. rovnice (a), 
(a*) sv! definované v tomže intervale j a ic h integrály sdvis i a podia vzor-
ca (1). 

3* Ale aj v případe, že koeficient p nespíná předpoklad z predchá-
dzajúceho ods. 2., mdžeme d. rovnicu (a) transformovat na tvar (a*), aváak 
s tým rozdielom, že i n t e r v a l , v ktoron je definovaný koeficient novej d. rovni* 
ce, nie je nutné ten i stý" i n t e r v a l j . 

Nech x Q € j , c sú rubovolné čísla. Označme pre každé x č j : 

j (x) = c • J e x p [ - j p ( t ) d f ] d t (1) 
X. X. 
o o 
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Zřejmé funkcia j v intervale j r a s t i e a v čísle- xQ má hodnotu 
c. J e j hodnoty tvoria istý i n t e r v a l J . Nech y(x) značí Ilibovolný integrál 
d. rovnice (a), definovaný v nejakom intervale i c j a Y [$ ) funkciu 
definovánu v príslušnom intervale I c J vzorcom 

Y(j) » y(x) (2) 

Podia vety o derivovaní zlozených fu n k c i l p l a t i a v každých dvoch Šiš­
lách x € i, J é I, ktoré spolu stfvisia podia (1),vztahy (označujeme 
dY/d | = Ý, d 2Y/d f 2 * Y): 

y'(x) = Y ( f ) e x p [ - J p ( t ) d V ] 
x o 

y"U) - íf({) exp [- 2 J p(£ ) d ť]- Ý( j ) p(x) exp [- j p(T) d t j 

o o 

Z nich vidíme, že funkcia Y je integrálom d. rovnice 

Y - Q Cj) Ý « O (a*) 

v ktorej Q značí funkciu definovaní! v intervale J vzorcom 
x 

Q( j ) * - q(x) exp #[2 j p (T) d t ] 
xo 

D. rovnica (a.) je definovaná v intervale j , avšak (a**) v inter­
vale J ; integrály týchto d. rovnic s i l v i s i a podia vzorca (2) a teda majů v od 
povedajúcich bodoch x , J rovnaké hodnoty* 

Z týchto úvah vidíme, že neubudne v dalšom Studiu ná všeobecnosti, 
ak budeme študovat d. rovnice tvaru (a), alebo (a') alebo ( a H ) . 

87* E x i é t e n č n á t e o r é m a v p ř í p a d e 
c a u c h y o v s k ý c h p o č i a t o č n ý c h 
p o d m i e n o k 

Pre d. rovnicu 

y" = q(x)y (a) 

7nie takto: (pozři ods. 81) 
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Nech v d. ro v n i c i (a) je funkcia q spojitá v intervale j . Nech 
x Q t j , y0» yó Sl* 1'ubovol'né čísla. Potom existuje préve jeden integrál y (x) 
d. rovnice (a), definovaný v intervale j , ktorý má v čísle x Q hodnotu 
y 0 a jeho derivácia hodnotu y Q, takže je y( x Q ) = y Q, y'(x Q) = y^. 

V 3alSom sa obmedzíme na studium d. rovnice tvaru (a) a budeme 
předpokládat, že koefici e n t , q je v intervale j spojitý* Integrélom d. rov­
nice (a) budeme v áalšom rozumieť (pokial' nie je nič iné povedané) integrál 
úplný i t,j» definovaný v celom intervale j . 

88. Z á k l a d n é v l a s t n o s t i i n t e g r á l o v 
d. r o v n i c e (a) 

Medzi integrálmi d. rovnice (a) je zrejme Integrál tzv. nulový, ktorý 
mé v rubovolnom čísle x Q £ j hodnotu 0, Z existenčněj teorémy vyplývár že 
ak nějaký integrál d. rovnice (a) a jeho<prvá)derivácia majů v niektorom čís­
l e *C é j hodnotu 0, potom je ten integrál nulový. Vidíme, že každý nenulo­
vý integrál d. rovnice (a) má v integrále j nanajvýš jednoduché kořene. 

Ak integrál y má v čísle 06 6 j , ktoré je vnútri inte r v a l u j , 
hodnotu 0, teda y(<£) = 0, avšak y'(«č) č 0, potom mení v čísle «C zna-
mienko. Ak y'(oC) > 0, stí hodnoty funkcie y záporné vl'avo a kladné vpravo 
odoC a ak y'(eC) < 0 sú kladné vl'avo a záporné vpravo oácC . To vyplývá 
jednoducho z vety o prírastku. 

Ak integrál y, má v intervale j nekonečné mnoho koreňov, ktoré ma­
jů v intervale j čísla zhustenia (bod zhustenia), potom je nulový. Vskutku, 
ak sú splněné předpoklady a °C e j je bod zhustenia koreňov integrálu y, 
existuje postupnosť koreňov x^, x^, ... integrálu y, ktoré sú od cC rSzne 
a k tomuto číslu konvergujú. Vidíme, že p l a t i a vzťahy: 

0 a y(x 1 ) = y(x 2 ) = ... y(°0 = 0 

yíx-̂ ) - y(oC ) y ( x 2 ) - y(oC) 
0 = = = 4y'{eC) = o 

x^ — oC Xg — cC» 

a odtial' vychádza y(x) » o. 

Všimnime s i , že ak i n t e r v a l j je nápr. zTava otvořený, m6že existo­
vat nenulový integrál, ktorý má v intervale j nekonečné mnoho koreňov, kto-
rých bodom zhustenia je lavý koniec intervalu j . Príkladom je d. rovnica 

5 1 
y 

v intervale j = (0, «*•). Této d. rovnica má (nenulový) integrál 
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ktorý má v i n t e r v a l e j nekonečné mnoho korenov 

TC -3T 2% -2% 1, e f e e t e » • • • 

a l*avý koniec O i n t e r v a l u j Je číslom zhustenia množiny týchto korenov* 

89• Z á v i s l é a n e z á v i s l é i n t e g r á l y 

Dva integrály u, v d. rovnice (a) sa nazývajú lineárně závislé, 
stručné: závislé (pozři ods. 75), ak sa odlišujú l e n multiplikatívnou konstan­
tou; t . j . ak e x i s t u j e konstanta c taká, že v i n t e r v a l e J Je buď u = Cu. 
Najma" sú teda integrály u, v závislé, ak Jeden z n i c h Je nulový. V opačnom 
případe sa nazývajú lineárně nezávislé, stručné: nezávislé* 

Ukážeme, že integrály u, v sú závislé vtedy a l e n vtedy,ak v i n ­
t e r v a l e J platí i d e n t i c k y 

uv' = vu' (1) 

a) Nech integrály u, v sú závislé, takže e x i s t u j e konstanta c na-
pr. taká, Že v i n t e r v a l e J Je v = cu a teda tiež v' = c u'. Potom máme 
v i n t e r v a l e J i d e n t i c k y : uv = u c u ' = c u u ' = v u'. 

b) Nech v i n t e r v a l e J platí i d e n t i c k y r o v n i c a ( 1 ) . Ak Je Jeden z 
integrálov u, v nulový, sú integrály u, v závislé. Předpokládejme teda, že 
žiaden z ni c h nie Je nulový. Pretože integrál u nie Je nulový, Je v istom i n ­
t e r v a l e i c j : u / O. Ak Je v niektorom čísle i n t e r v a l u i : v = 0, Je v nom 
^zhladom na p l a t n o s t rovnice (1)) tiež v'= 0, *o Je nemožné. V i n t e r v a l e i 
Je teda tiež v ^ O a z rovnice (1) vidíme, že v nom platí vzťah 

a teda tiež vzťahy 

v = c u, v' s c u ' (,>) 

pričom c značí vhodnú konátantu / 0. 
Ak Je v i n t e r v a l e J všade u ^ O, j e tvrdenie dokázané. Nech i n ­

tegrál u má vnútri i n t e r v a l u J kořeň eC , takže n(«C) - 0, avSak u'(<£) 

/ O. Potom j e v istom Tavom rýdzom okolí čísla aí a tiež v istom pravom 
rýdzom okolí i 2 čísla <C rdzny od nuly. P l a t i a teda vzťahy 

v • u, v' = c^ u' pre x € i ^ 

v = c 2 u, v' = c 2 u' pre x 6 i 2 
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pričom c 1 ^ 0 y c 2 značia vhodné konstanty. Zo s p o j i t o s t i f u n k c i l u, v v 
Čísle «£ usudzujeme, že rovnosti v * u a v = c 2 u p l a t i a a j v číslem 
a zo s p o j i t o s t i f u n k c i l u', v' v čísle JL usudzujeme na platnosť vzorcov 

v'(^> « l i m v'(x) » l i m u'(x) u'(<*0 

v'(oC) a l i m v'(x) « c 2 lim u'(xl = c 2 u'(^) 

a z nich vychádza, vzhl'adom na nerovnost u'(*C) ^ 0, s c 2* Tým Je ukáza­
né, že v m i t r i i n t e r v a l u J p l a t i a vzorce (2). Ale Je i n t e r v a l J zlava (sprá­
va) uzavřetý, p l a t i a t i e t o vztahy zřejmé a j v jeho Tavom (pravom) koncovom 
Čísle. Tým je tvrdenie dokázané* 

90* W r o n s k é h o d e t e r m i n a n t 

K uspořiadanej d v o j i c i integrálov u, v m6žeme jednoznačné priradiť 
funkciu 

A (x) = 
u(x), v(x) 

u'(x), v'(x) 
u(x) . v'(x) - v(x) . u'(x), (x é j ) 

ktorá 8a nazývá Wronského determinant alebo wronskian* Vidíme, že wronskian 
opačné uspoř iadanej dvojice v, u je -A ( x ) . Podia predchádzajúce j vety sú 
integrály u, v závislé vtedy a len vtedy, ak p r i nejakom i c h uspořiadanl je 
prísluSny* wronskian identicky nula. 

Zřejmé je 

A* (X) S UCX) V"(X) - v(x) u"(x) = u(x) q(x) v(x) - v(x) q(x) u(x) = O 

takže funkcia A (x) má konštantnú hodnotu: & (x) = w = konšt* 
Vidíme, že k závislosti integrálov u, v stačí platnosť vztahu uv'= 

= vu' v jednom čísle in t e r v a l u j . Najma" vidíme, že integrály u, v sú zá-
vislé, ak majů spoločny* kořen, alebo ich derivéci.e majů spoločny" kořen* 

91* Nech u, v sú Tubovolné integrály d. rovnice (a)* Potom pre 
1'ubovoTné konstanty c 1 , c 2 je funkcia 

y s c^u + c 2v (1) 

opat integrálom d. rovnice (a), čo je zřejmé* 
Naopak platí: 
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Ak eii integrály u, v nezávislé, potom každý integrál y d. r o v n i ­
ce (a) je i c h lineárnou kombináciou s konstantními koeficientamij t . j . dá sa 
vyjádřit vzorcom (1) s vhodnými konstantami c^, c2« 

Vskutku, nech y je Tubovolný integrál d. rovnice (e). Nech J 
je lubovolné číslo a y Q, y^ sú hodnoty integrálu y a jeho derivácie y • 
čísle x Q . Předpokládá jme, že integrály <u, v svi nezávislé. Potom je 

u(x f t), v (x A) 

u' ( x 0 ) , v'(x 0) 
i o 

a existujú (jednoznačné) konstanty c^, c 2 spíňajúce rovnice 

c l «(*o) + c2 v ( x o ) = *o 

c l u ' ( x o ) + c2 v ' ( x o ) * yo' 

totiž 

c l = 

y o v ' ( x o } * y 0 ' v ( x o ) 

A (x 0) 
c2 = 

- y 0
u # ( x o } + *ó u ( x o ) 

* <«0) 

Funkcia Y(x) = c^u + c 2v je tiež integrálom d. rovnice (a) a obidví 
integrály y, Y majů v Čísle xQ tú istú* hodnotu y Q a i c h derivácie y,' Y' 
tú istú hodnotu y^. O d t i a l vyplývá, že y = Y,alebo y = c 1 u + c 2 v, takže 
skutočne je integrál y lineárnou kombináciou integrálov u, v* 

Vidíme, že každé dva nezávislé integrály d. rovnice (a) jednoznačné 
určujú množinu vSetkých integrálov d« rovnice (a) v tom zmysle, že každý i n ­
tegrál d. rovnice (a) je i c h lineárnou kombináciou s konStantnými koefi c i e n t a ­
mi. Tuto situáciu vyjadřujeme stručné tým, že integrály d. rovnice (a) t v o r i a  
llneárny p r i e s t o r . 

92. D i f e r e n c i á l n ě r o v n i c a y" = konšt. y 

Uvalujme o d. r o v n i c i (a) v případe, že funkcia q(x) je konStantná. 
Předpokládájme, že j =(- ) a budeme rozlišovat t r i případy podia toho, 
či hodnota funkcie q je < 0 alebo > 0, alebo * 0. 

1. Nech q(x) = - m (m > 0), takže máme d. rovnicu 

y" = - m y (a) 

Elementérnymi metodami lahko zistíme, že každý integrál d. rovnice 
(a) má tvar 

y = C s i n m (x -oC) 
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pričom C, cC značia vhodné konstanty; naopak, při Tubovolných hodnotách těch­
to konstant představuje funkcia y integrál d* rovnice (a). 

Nech y je 1'ubovolný nenulový integrál d. rovnice (a) a a < b sú 
TubovoTné čísla. Jednoduchými úvahami zistlme, že v (uzavretom) intervale fa, 
b] leží 

[(b - a) ̂  ] alebo [<b - a) ^ ] + 1 

koreňov integrálu y. Přitom napr. symbol [ 3 značí najvSčšie celé Číslo 
m 

nepřevyšujíce (b - a) — 
o 

2. Nech q(x) s r n (m > 0), takže máme d. rovnicu 

y" = m2y (a) 

Lanko zistíme, že každý integrál d. rovnice (a) má tvar 

y = C s i n h m(x -eC) 
pričom C, e£- sú vhodné konstanty; naopak, při rubovoTných hodnotách týchto 
konstant, představuje funkcia y integrál d. rovnice (a). Vidíme, že v pří­
pade C ^ 0 má integrál y jediný kořen x = 3C • Vychádza, že v danom i n t e r ­
vale Ca, b j mé každý nenulový integrál d. rovnice (a) najviac jeden kořen* 

93* F i c o n e o v a i d e n t i t a 

V Salšom budeme uvažovať len o nenulových integráloch příslušných d. 
rovnic* 

Uvažujme o nasledovných d. rovniciach v intervale j : 

y" • q(x)y (a) 

Y- = Q(x)Y (A) 
Nech y (Y) je lubovoTný integrál prvej (druhéj) d. rovnice. Potom 

v každom čísle x £ j , v ktorom Y(x) ^ 0 platí vzorec: 

f - (Yy'- yY')T = (q - Q) y 2 + (y'- - Y ' ) 2 * (1) 
L Y Y 

D6kaz. Lavé strana vzorca (1) je 
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2 2 / 
(yy'_ L . rV « y ' 2

 + qy 2 -^i-j Y' - Qy 2 

y 

* 2 -2 2 Y * y ' - y 2 y ' * 
= (q - Q) y + y - Y' 

Y 2 

= ( q . Q ) y 2 j / 2 . 2 Í L ť + í! y'*} 
L . Y v2 

= (q - Q) y 2 + <y'- - Y ' j 2 

Y 

Tým je dOkaz uskutočnený. 

Nech tera2 < /3 sd dva susedné kořene niektorého integrálu d# rov« 
nice (a), takže y(<0 = y(^3 ) = O, y(x) t O, pre x č (*Ctp), y'(«C) jí 

Předpokládejme, le Tubovolny" integrál Y d, rovnice (A) je ^ O v 
(oC,/3). 

Potom pře <>C < x^ x 2 < /3 > máme podl'a vzorca (1), 
X 0 x 2 x 2 

[ ^ ( Y y ' - y Y ' ) J = J (q - Q)y2 dx + j ( y ' - ^ Í Y ' ) 2 dx-
Y 

*1 x l x l 

Ak je napr. t i p ) ^ 0, má 1'avá strana l i m i t u pre x 2 •* provnu 0; 
ak je Y(/>) = 0 a teda Y'(^3) * 0, máme 

y ( X2 ) , 2 y(/3) y'(/3) „ 
lim Y'(x ?) = \ Y'(/3)=0 

Vidíme, že pře x 2 *-• p - má Tavá strana vždy l i m i t u 0 a podobné pře x^ -* 

Z predchádzajúceho vzťahu teda vychádza vzorec 

/ (q - Q) y dx + / (y'- - Y') dx = 0 (2) 

To je tzv. Piconeova i d e n t i t a . Opakujme, že platí pře lubovolné integrály y, Y 
d. rovnic (a), (A) a pre každé dve čísla cCt p £ j , ktoré stí susednymi koren-

mi integrálu y a medzi ktorymi je Y ^ 0. 
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94. S t u r m o v a p o r o v n á v a c i a t e o r é m a 

Znie: Nech v d. rovniciach 

y M - q(x) y = 0 (a) 

Y" - Q(x) Y = 0 (A) 

platí v intervale j nerovnosť 

Q = q (1) 

Potom medzi každými dvoma susednými koreňmi «C < (i 1'ubovol'ného i n t e ­
grálu Y d. rovnice (A) leží aspoň jeden koreh každého intehrálu y d. 
rovnice (a), alebo obidve d. rovnice (a), (A) sú v intervale[fC , p\ i d e n t i c ­
ké a funkcie y, Y sa v tomto intervale llšia len multiplikatívnou konstantou. 

D6kaz. Nech je y, reap. Y TubovoTný integrál d. rovnice (a), reap. 
(A) a «C < p nech s\i dva susedné kořene integrálu Y. Připusťme, že v inte r v a ­
l e («č,/3) je y / 0. Potom p l a t i Piconeova i d e n t i t a 

f (Q - q) Y 2dx + / (Y**- - y ' ) 2 dx = 0 
1 cC 

z ktorej vidině, prizerajiíc k nerovnosti (1) a k s p o j i t o s t i f u n k c i l q, Q, že 
v intervale £ <£, fl] je identicky 

Y 
Q - q = 0; Y' - - y' = 0 (2) 

y 

Z prvého vzťahu vidíme, že d. rovnice (a) ,(A) sú* v intervale [«č ,/3 ] 
identické. Z druhého vyplývá pre x £ (cC,/3) 

L. - L. 
Y -" y 

a odtial* vidíme, že sa funkcie y, Y llšia v intervale (oCt(3) a teda aj 

v intervale L°C, ft] multiplikatívnou konstantou. Tým je dfikaz uskutočnený. 
Z porovnávacej teorémy zvlášť vyplývá: 
Ked niektorý integrál d. rovnice- (A) má v intervale j n(=l) kore-

ňov, potom každý integrál d. rovnice (a) má v ňom aspoň n - 1 kořenov. 

95. Dfiležitý zvléštny prlpad je ten, ked obidve d. rovnice (a), (A) 
splývajú, takže ide o jedinú d. rovnicu 

y" = q(x) y (a) 
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Ak 8Ú y, z 1'ubovol'né nezávislé integrály d. rovnice (a), potom 
podia predchádzajúcej vety leží medzi každými dvoma susednými Icoreňmi integrá­
l u y (z) aspoň jeden kořeň integrálu z ^y) a teda právě jeden kořeň integrá­
l u z l y ) , řlatí teda této tzv. veta o oddělováni koreňov integrálov d. ro v n i ­
ce (a): 

Medzi každými dvoma susednými koreňmi TubovoTného integrálu y d . rov­
nice (a) leží právě jeden kořeň každého od y nezávislého integrálu t e j i s t e , 
d. rovnice (e). 

DSalerQkom t e j t o vety j e , že ak niektorý integrál y d. rovnice (a) 
má v intervale j právě n ( = 1) koreňov, potom každý od y nezávislý i n t e ­
grál t e j i s t e j d. rovnice (a) má v intervale j aspoň n - 1 a najviac 
n + 1 koreňov. 

96. P o d i e l y n e z á v i s l ý c h i n t e g r é l o v 
a i c h d e r i v á c i í 

Nech je u, v usporiadané dvojica nezávislých integrálov d. rovni* 
ce (a) a (w = ) uv' - u'v = konšt. příslušný wronskián* 

Lahkým výpočtom zístíme, že p l a t i a vzorce: 

V v 

q u v - u'v* 
(1) 2 V v / '2 * v v ' / ' X2 

v (v v ) 
a to v každom čísle x é j , v ktorom je příslušný menovatel rdzny od nuly. 

Vidíme, že pre každé dve čísla \ < \ ležia^e v intervale j , ktoré 
8a vyznačuji! tým, že v intervale £fy , j ] je příslušný menovatel všade rózny od 
nuly, p l a t i a vzorce: 

u(M u(*t) dt u'(/ ) u'($) J q d t 
v(í) " v ( ? ) " " w J ; v - ( / ) " v-*?) = w J ~ 

t (2) u( | ) u'( j ) u ( % ) j* q u v - u'v' ^ 

Z prvého vzorca (1) alebo (2) vidíme, že v každom ČJastcčnom i n t e r ­
vale obsiahnutom v j , ktorý neobsahuje žiadny kořen integrálu v, podiel 
u : v r a s t i e alebo klesá podTa toho, Či je w < 0 alebo w > O; podobné z 
druhého vzorca (1) alebo (2) vyplývá, že v každom čiastočnom intervale obsiah­
nutom v j , ktorý neobsahuje žiadny kořeň funkcie v' a v ktorom má funkcia 
q konštantné znamienkt), podiel u' : v' neklesá alebo nerastie podia toho, 
či je wq = 0 alebo wq = 0. 

Z prvého vzorca (2) vyplývá nový dCkaz vety o oddělovaní koreňov i n ­
tegrálov d. rovnice (a). Skutočne, ak značia \ < j dva susedné kořene inte-
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grálu u, takže je u( \ ) = u( f ) • 0, platí, vzhradom na to, že integrály 
u, v sil nezávislé: v(£)j* 0 ^ v ( | ). Ak připustíme, že v intervale ,/ ) 
.je všade v / 0, dáva prvý vzorec (2) spor* 

Podobné vyplývá z druhého vzorca (2) táto veta o oddel'ovani Eoreňov  
derivécii integrélov d. rovnice (a)t 

ICed medzi dvoma susednými koře run i derivácie niektorého integrálu y 
d. rovnice (a) funkcia q sa identicky nerovná nule a má konštantné znamien-
ko, potom medzi nimi leží préve jeden kořen derivácie každého ode y nezávislé­
ho integrálu t e j i s t e j d. rovnice (a). 

Táto veta vedie speciálně k tomuto ddsledku: 
Ked funkcia q je v intervale j všade rfizna od nuly, potom medzi 

každými dvoma susednými koreňmi derivácie každého integrálu y d . rovnice (a) 
leží právě jeden kořeň derivácie každého od y nezávislého integrálu t e j i s t e j 
d. rovnice (a). 

97. P o l á r n é s ú r a d n i c e 

Nech znovu u, v znamená uspořiadanů dvojicu nezávislých integrélov 
d. rovnice (a) a (w =) uv'- u'v = konšt. příslušný wronskián. 

1, Amplitudy. Néch p 6*" sú* funkcie definované v intervale j vzorca-
mi 

p = |/u 2 + v 2, Í u' 2 + v' 2 

Funkciu p ( 6*) nazýváme prvé (druhá) amplituda ue>poriadane.1 dvojice  
integrélov u. v. Vidíme, že opačné uspořiadaná dvojica *v, u mé tú istií pr-
vú a druhů amplitudu. VzhTadom na tuto symetriu hovoříme strufine o prvej (dru­
hé j ) amplitude integrélov u, v. 

Funkcie p , 6" vyhovujú nasledujúcim rovniciam 2. rádu, z ktorých 
prvé má zmysel v intervale j a druhá len v tých číslach i n t e r v a l u j , v kto­
rých exi8tujú funkcie 6^H , q ' a funkcia q je r6zna do nuly; 

jo - = q p + (1) 
P 3 

2 2 
^ w q q r-> 

fr« s q 6- + + <T (2) 
6" 3 q 

SkutoSne zo vzorcov 

2 2 2 ^ ^ ' ' * ' ' A - 2 *2 * 2/->x p = u + v , p p =uu + vv, w = uv - u v. o a u + v (3) 

0 
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predovšetkým máme 

p2(G2-9'2) = (u v'- u'v) 2 = w2 

takže je 

w 2 
ff2 . p - 2 m (4) 

p2 

Derivováním druhého vzorca (3) dostaneme 

= *6~2 - p'2 + Q J D 2 

Odtial' a zo (4) vyplývá (1). 

Derivováním vzorca (4) vyplývá so zretel'om na (1) vzťah 

€-6" = q f jo' (5) 

a o d t i a l Sálej 

G"2 + ff* 6* « = q ( T 2 + q ' p jo ' +q 2j£> 2 

takže s použitím vzťahu (5) vychádza 

q( 6-t2 + 6" 6-") = q 2 6"2 + q' <T6" + q 3 tf2 (6) 

Vylučením funkcií p , />' zo vzorcov (4), ( 5 ) f (6) dostaneme vzo­
rec ( 2 ) , 

2. Fázy. Prvou fázou uaporiadane.1 dvojice integrélov u, v rozumie-
mieme každú funkciu <<. (x) definovánu v intervale j , ktorá je v tomto i n t e r ­
vale spojitá a splňuje v ňom, s výnimkou kořenov integrálu v , vzťah 

u(x) 
tgoC (x) = 

v(x) 

K v d l i stručnosti hovoříme spravidla o fázach integrélov u, v namies-
to o prvých fázach usporiadanej dvojice integrélov u, v. 

Dobré vidíme, že vcelku existuje spočetný systém fáz integrélov u ; vf 

pričom sa t i e t o fezy od seba léšla o celé násobky Čísel % • 
Hodnota každéj fázy integrélov u, v v TubovoTnom kořeni integrálu 

u (v) je parny (nepárny) násobok čísla — . Vidíme, že Vždy existuje fáza, 
2 

ktorá má v danom kořeni integrálu' u hodnotu 0. 
Každá fáza v intervale j r a s t i e alebo klesá podia toho, Či sgn(-w)= 

= 1 alebo sgn(- w) = 
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Neoh x A € j je 1'ubovoTný kořen integrálu u. Uvažujme q rubovol-
nej fáze ÓC integrálov u, v. Táto fáza mé teda v čísle x Q hodnotu n Jí-
pričom n znamená vhodné celé Číslo. 

Lehko zlatíme, že funkcia cL má v každom čísle x intervalu j spo-
J i t i l deriváciu třetie ho rádu a splňuje relácie 

• w v- , t** , r q 6-2 

• 4 J (7) 
p 6 

pričom $ , 5" sú příslušné amplitudy. Z těchto vzťahov vychádza, že funkcia cC 
vyhovuje nelineérnej d i f . r o v n i c i 3. rádu 

- £ c , x j - ad 2 = q(x) (8) 

symbol ̂ eC, X j znamená tzv. schwarzovskú deriváciu funkcie «C v čísle x, t . j c 
výraz 

oC* (x) 3 oC" 2 ( x ) 
2 oC' (x) 4 ^ 2 ( x ) ^ 

VSimnime s i , že prvý vzorec (7) vyjadřuje vzťah medzi prvou amplitu­
dou a fázou integrálov u, v: 

w 
cC 

Poznamenejme, že podobné ako prvú" fezu usporiadanej dvojice integrá­
lov u, v definujeme druhů fázu p (x) t e j t o usporiadanej dvojice pomocou 
vzfahu 

u'(x> 
tg(3(x) = -; 

v (x) 

V tomto.případe sú však výsledky zložitejšie. 
3« V.v.iadrenle integrálov. u, v v polárných súradnlciach. t . j . pomo­

cou funkcií p , cC je dané vzorcami 

u<x) - í f (x) s i n cC (x), v(x) = č p (x) cos oC (x) 

kde značí 

i = ( - l ) n sgn v(x 0) 
Přitom jednotlivé symboly majii už pred+ým uvedený význam. 
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98, T r a n s f o r m á c i a l i n e é r n y c h d. r o v n i c 
2. r á d u 

1. Uvažujme o dvoch lineárních d. r o v n i c i a c h 2. rádu, ktorých nezá­
v i s l e premenné označíme t , T: 

y" = q(t) y (a) 

Y" = Q(T) Y (A) 

Předpokládáme, Se funkcie q, Q sú spojité v otvořených i n t e r v a l o c h 
j = (a, b ) , J = (A, B) a pripúšťame a j případy a = - * * » , b ; A = -<•— 
n = 

Za úČelom zjednodušenia úvah sa v ďalšom obmedzíme na případy že kaž­
dý integrál každej d. rovnice ( a ) , (A) mé v i n t e r v a l e j , resp. J aspoň j e ­
den kořeň. 

Označme plsmenami r , R lineárně p r i e s t o r y vytvořené všetkými i n -
tegrólmi d. rov n i c (a), (A) . V týchto p r i e s t o r o c h zvolme 1'ubovol'né bázy u, 
v € r ; U, V £ R , t . j . usporiadané dvo j i c e lineárně nezávislých integré-
l o v u, v; U, 7 d. ro v n i c ( a ) , (A) a označme w, W příslušné wronskiány, 
takže w = u v ' - u ' v , W = U V - U'V. tomocou týchto báz definujeme medzi 
p r i e s t o r m i r R lineárnu korešpondenciu tak, že vzájomne přiřadíme kaž-

i 
dť dve integrály y 6 r , Y t R ma júce vzhladom na bázu vždy t i e isté 
(konštantnč) súradnice flT-p 2T2

 : y = T\ u • V2 v» I s f j U • tr» 
Funkciou y "* Y je dané isté lineárně zobrazenie p p r i e s t o r u r na p r i e s -

^ w 
tor R ; číslo L = — sa nazývá c h a r a k t e r i s t i k a zobrazenia p» lodobne j e 

W 
funkciou Y y dané isté lineárně zobrazenie F p r i e s t o r u R na p r i e s -

A> W 

t o r r s i r a k t e r i s t i k o u T» = —. Zobrazenia p, P sú zřejmé navzájom 
w 

inverzně 9 to isté platí o i c h charakteristikách* 
Vyjadrime bázy u, v; U, V v polárných eúradniciach pomocou i c h 

amplitud 

P ( t ) = / u 2 ( t ) + v 2 ( t ) , P(T) r Í\ř{T) + V*(T) 

a nějakých fáz oC (t)., A(-T), ktoré z a t i a l ' zvolíme v příslušných spočetných 
systémoch fáz 1'ubovoTne. Dostaneme vzorce 

u ( t ) = tp ( t ) s i n cC ( t ) , v ( t ) = i p ( t ) cos d ( t ) 
' (1) 

U(T) = BP(T) s i n A(T), V(T) - £P(T) cos A(T) 

(£,E = ±1) 
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a vidíme, že každé dva navzájom priradené integrály y £ r , Y £ R sú . 
dané vzoreami tvarút 

y(t) M k ^ (t) s i n [oC (t) • k 2 ] , Y(T) s E ^ P(T) s i n [A(T) + k 2 ] 
(2) 

pričom k^, kg znamenájú* konstanty* Připomeňme, že podia 98 (7) p l a t i a pre 
t 6 j , T É J vzťahy 

- W - w 
cL% ( t ) = , A'(T) = - (3) 

j3 2 ( t ) P 2 (T) 

Pozměňme teraz převedenu volbu fáz <£* , A takto: Podia nášho před­
pokladu má každý integrál u, U aspoň Jeden kořeň <tQ 6 j , T Q £ J , takže 
hodnoty fáz , A v čislach t = t Q , T = T Q sú celé' násobky čísla í*', 
napr.: ní", N t , Spomínaná změna spočívá v tom, že fezy eC , A nahradíme 
fázami <C - n-I* A - N X a přitom ponecháme to isté označenie ©C , A . Pre 
ti e t o nové fázy máme oC ( t Q ) = 0, A(T Q) = 0 a súčasne p l a t i a vzorce (1), (2), 
(3); okrem toho je t - sgn v ( t Q ) , E = sgn V ( T Q ) . 

Uvažujme teraz o r o v n i c i 

eC (t) = A(T) . (4) 

Táto rovnica je zrejme splněná v číslach t Q 6 j , T Q 6 J * Přetože 
fázy oC , A rastů alebo klesajú, vidíme, že existuje právě jedna funkcia 
T = X(t) definovaná v istom okolí i c j čísla t Q , ktoré pre ť = t

0
 m á 

hodnotu T Q € J a v intervale i identicky splňuje rovnicu (4); přitom máme 
na mysli najširSl i n t e r v a l i majúci tuto vlastnost. Podobné existuje právě 
jedna funkcia t = x(T) definovaná v istom okolí I e J čísla T Q, ktorá 
pre T = T Q má hodnotu t Q É j a v intervale I identicky spíňa rovnicu (4)* 
I znamená n a j S i r S l i n t e r v a l majilci uvedenu vlastnost. Je zřejmé, že' i n t e r v a l 
I představuje množinu hodnfit funkcie X v intervale i , I = X ( i ) a podob­
né platí i = x ( I ) . Vidíme, že funkcie X, x sú navzájom inverzné a dajú sa 
vyjadriť vzorcami 

X(t) = A " 1 (fltCt)). x(T) » "C"1 (Jl(T)) 
—1 —1 

pričom A , cC znamenají! inverzné funkcie vzhladom na A , «C • 
Okrem toho lahko zistlme, že funkcie X, x majů v intervaloch i, I 

spojité derivácie 3. rádu a prizerajúc k vzorců 98 (8) odvodíme, že t i e t o funk­
cie vyhovujú nelineárnym d. rovniciam 3* rádu 

q(t) (b) 

Q(T) '(B) 

-{x, t } + Q(X)X'2 = 

- | x , T ] • q(x)x : i x 2 
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Poznamenejme, že rovnice (b), (B) móžu byť náhraděné jedinou r o v n i -
cou 

( ) • Q(X) . X'(t) = ( ) + q(x) . x(T) 
\ x'(t) / \ x (T) / 

v ktorej hodnoty t , T súvisia navzéjom podl'a vzorcov: T = X(t) 6 I, t = 
= x(T)'€ ií přitom sil bodkami označené derivácie podia T. 

Připojme teraz poznámku o polohe intervalov i , I v intervaloch j t 

J . ' ' * 
Označme i = (a,' b'), I = ( A # , B') a dalej 

c x = lim oC ( t ) , c 2 = lim cC ( t ) j c x » l i m A(T), C 2 = l i m A(T) 
t -# a+ t * b - T-»A+ T-*B-

l i m i t y mfižu byť eventuálně nevlastně* 
Zrejme platí: ci'< c2 ^ C l < C 2 ^ a l e b o • c i > te2 ^ C l > C2^ P o d l ' a 

toho, či funkcla ci ( A ) r a s t i e alebo klesá. 
Polohy intervalov i , I v intervaloch j , J závisia na vzťahoch me-

d?i veličinami c^, c 2 a C^, C2« 
Vezmioe do úvahy napr. případ < c 2 , < C 2 a všimnime s i jedno­

tlivé možnosti ^ C l f c 2 á Cgí 

lahko zistime, že v případe 

1° C-L < C l f 2° c x = C l t 3° c1 > C x 

máme 

1° a'>a, A ' = A ; 2° a' * a. A ' * A ; 3° a' = a, A ' > A 

a podobné v případe 

1° c 2 C C 2, 2° c 2 = C 2, 3° c 2 > C 2 

je 

1° b' = b, B'< B; 2° b' = b, B' = B; 3° b<b, B' * B 

Vidíme, že vždy buá splývá jú 1'avé (pravé) konce inter valov i , j , 
alebo 1'avé (pravé) konce intervalov I , J ; súčasne platí, že bud splývajú 
Tavé (pravé) konce intervalov I , J , alebo 1'avé (pravé) konce intervalov i , j . 

Ten isty* výsledok dostaneme v případe > c 2 , C 1 > C 2. V prípa-
doch c x < c 2 , C x > C 2 a c i ̂  c

2» C l < C2 Pl«t* podobné: 
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Vždy splývajú bu3 1'avé (pravé) konce intervalov i, j , alebo pravé 
(lavé) konce intervalov I, J; súčasne platí, Se splývájú bud lavé (pravé) kon­
ce intervalov I, J, alebo pravé (lavé) konce intervalov i , j . 

Tieto poznatky o polohe intervalov i, J v intervaloch I, J mažeme 
stručné zhrnúť tak, že intervaly i, I vždy siahajú (v predtym uvedenom zmys-
le) ku koncom intervalov j , J . Zvlášť podotknime, že vo zvláštnych prlpadoch 
mfiže interval i splynúť s intervalom j a súčasne interval I s intervalom 
J : i = j , I = J . 

Vraťme sa teraz k vzorcom (2). Vidíme, že Časti integrálov y ( t ) , 
Y(T) (t í i, T č I) navzájom súvisia podia vzorcov 

' * p (t) - v P(t) - v y(t) = č. E — r- Y (X (t)>, Y(T) = E 6 — . y (x (T)V 
PCX (t)) V ' P (x (T)) K ' 

ktoré možno písať (s prihliadnutím k (3)» (4))v tvare 

4 

E | / l t í Y(T) - £ Y í T j 
y(x (T)) 

Ý | x (T)| 

Za účelom zjednodušenia týchto vzorcov normujeme integrály y, Y tak, 

Že ich násobíme konstantami č ^ l % / , E ^\X | a pre normované integrály po­
užijeme to isté označenie y, Y. Potom móžeme uvedené vzorce zapísať takto: 

y(t) = 

Y(T) = 

Y(X (t)) 

Ýlx'<t>| 
(5) 

y(x (T)) 
V I * (T)| 

Mažeme ich vyjadriť tiež jediným vzorcom 

0 x ' ( t ) | y(t) = x(T) | Y(T) (5') 

pričom hodnoty t, T sú viazané vzťahmi: t = x(T) £ i , T = X(t) 6 I. 

Došli sme k tomuto výsledku: 

Ku každej lineárněj korespondenci! medzi priestormi r , P existuji! 
navzájom inverzné funkcie T = X(t), t = x(T), ktoré sú riešeniami nelineárnych 
d. rovnic 3. rádu (b), (B). Tieto funkcie sd definované rovnicou cL (t) = A(T), 
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pričom , A znamenájú vhodné fázy d. rovnic (a), (A), existujú v istých 
inter valoch i c j , I c J a vyznačujú sa tým, že navzájom transformujú v zmys-
l e vzorcov (5), resp. (5'),Časti každých dvoch odpovedajúcich s i a vhodné 
normovaných integrálov y, Y d. rovnic (a), (Á). Intervaly i , I , v ktorých 
sú t i e t o časti definované, siahajú (v popísanom zmysle) ku koncom intervalov j , 
J. 

2. Uvedené úvahy vedu k vyšetrovaniu nelineárnych d. rovnic 3. rádu 
(b), (B), a to pře 1'ubovolné d. rovnice Ca), (A) so spojitými koeficientami 
q, Q v intervaloch j , J . V tomto směre sa tu uspokojíme s tvrdením, že p l a ­
tí táto teoréma o e x i s t e n c i i a jednoznačnosti integrálov d. rovnic (b), (B)". 

Nech t„ C j ; Y € J, x ' 0), X" sú lubovoTné čísla. Potom e x i s t u -o o o o 
je právě jeden integrál X(t) d. rovnice (b), definovaný v istom intervale 
i c J , ktorý spíňa začiatočné podmienky 

x(t 0) = x 0 , x'(t 0) = x^, x - ( t 0 ) = XJ 

a je najširší v tom zmysle, že každý integrál d. rovnice (b), ktorý splňuje 
t i e isté začiatočné podmienky, je jeho časnou. Funkcia x(T) inverzná vzhla-
dom na X(t), definovaná v intervale I = X ( i ) , je integrálom d. rovnice (B). 

Funkcia X transformuje časť každého integrálu Y d. rovnice (A) 
na časť istého integrálu y d. rovnice (a) a súčasne funkcia x transfor­
muje tuto časť integrálu y do spomínanej časti integrálu Y v zmysle vzor­
cov 

Y(* (t)) y(x (t)) 
y ( t ) = • ,Y(T) = i ( t Q é i , T C I ) 

Í \ X # ( t ) | i/ I x (T) | 

3* Fredchádzajúce poznatky sú základom obsažnej teorie transformacii 
linearnych d. rovnic 2. .rádu. Této teória pripúáťa početné aplikácie ačasti 
tiež v t e o r i i lineárnych d. rovnic vyšších rádov. 

Zvlášť sa v rámci te j t o teorie transformécií daří riešenie otázok to t i ­
to druhu: 

Nájdite všetky lineárně d. rovnice 2. rádu (a), ktorých integrály ma­
jů vopred dané v l a s t n o s t i . 

Ako ukážku riešenia takých problémov určíme všetky d. rovnice 

y H = q(t) y (a) 

so spojitým koeficientom q v danom otvorenom intervale j = (a, b), ktorých 
každý integrál má vl'a* o od daného čÍBla t Q € j m(= 0) alebo "m + 1 koreňov 
a vpravo od neho n (* 0) alebo n + 1 koreňov. 

Nech je teda (a) lineárna d. rovnica, ktorá má uvedenu vlastnost. 
Vezmime do úvahy 1'ubovol'ný integrál u tejto d. rovnice, ktorý má v 

číale tQ-.kořeň, takže u(t Q) = 0. Lahko sa zistí (s pornocou vety o oddelo-
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vaní koreňov), že integrál u má vlavo od čísla t Q préve m a vpravo od ne-
ho právě n kořenov. Označme t i e t o kořene 

( a < ) t-m < K X-l * *o * *1 * *" < ť n ( < b ) 

Zvol'me 1'ubo volny* Saléí integrál v d. rovnice (a), nezávislý na u, 
napr. taky, že - w = vu'- uv'> 0. Nech je cC fáza integrálov u, v, ktorá 
má v Čidle t Q hodnotu 0.: ( t Q ) = 0. Z předpokladu -w > 0 vychádza, že 
fáza cC r a s t i e , takže v číslach (6) má hodnoty 

Vidíme, že čísla = l i m <^(t), c2 = l i m o C (t) vyhovuji! nero vnos tlam 
t «• a+ t-»b-

- (m+1) TC = c 1 < - m t ; n í < c 2 = (n + 1 ) ^ 

Funkcia «C (t) splňuje v intervale j , podia 98 (8), rovnicu 

q(t) = -{«C , t ] - oC^Ct) (7) 

.Tým dochádzame k poznatku, že v d. r o v n i c i (a), majúcej uvedenu 
vlastnost?, je funkcia q daná vzorcom (7), přičom oC je vhodná funkcia v i n ­
tervale j , ktorá v ňom ras t i e , má spojitú der~iváciu 3. rádu a okrem toho sa 
vyznačuje t^m, že «C ( t Q ) = 0 a 

- (m + 1) t = l i m cC (t) < - m T ; n Z < l i m oC (t) * (n • 1 ) * 
t •* a+ t «• b-

Nech je teraz X lubovolná funkcia v intervale j , ktorá tam má 
t i e isté v l a s t n o s t i , aké sme právě u v i e d l i pre funkciu • Opfiť označme c^ = 
= l i m > X ( t ) , c 2 = l i m X ( t ) ; zrejme je < c 2 

t*a+ t-*b-
Definujme funkciu q vzťahom 

q(t) = - { X, t } - X' 2 ( t ) 

a vezmime do úvahy d. rovnice 

y M = q(t) y (a) 

Y" = - Y (A) 

v intervaloch j = (a, b), J * (c^, c 2 ) . 
Pretože s i n T, cos T sú integrály d. rovnice (A) a pretože 

(vzhladom na d e f i n l c i u funkcie q) je X riešením ů. rovnice (b) přísluš­
né j k d. rovniciam (a), (A), sú funkcie 



199 -

sin X (t) . coa X (t) 
u(t) = v(t) =• — = — . ' 

V X'(t) i X'(t) 

integrálmi d. rovnice (a) a sú zřejmé nezávislé. Lubovolný integrál y . d< 
rovnice (a) má tvar ' 

y( t ) = íiu(t) + J V ( t ) = 1 /fx sin X(t) + f2 cos X ( t ) l 
Í X'(t) 

čiže 

y(t) = 1 s i n ( x ( t ) + k 2 J 
| / x'(t) 1 

pričom f^t ki» k2 Sl* v n o d n ^ konátanty. 
V případe m = 1 existuje vlavo od čísla t Q i n t e r v a l t t _ ^ , 

t _ ^ + 1 ) pre ̂  a 1, 2, m. V tomto intervale hodnoty funkcie X pre-
biehajú i n t e r v a l ' [ - p % , -(^-DÍT) a teda hodnoty funkcie X •»• k 2 i n t e r v a l 
[ - pX+ k 2, - 1) ̂  + k 2 ) , v ktorpm leží právě jeden celý násobok čísla 
X; V intervale [ t _ ^ , t _ ̂  + j ) má teda integrál y právě jeden kořeň. 

Vidíme, že v případe m = 0 má integrál y vlavo od Čísla t Q prá­
vě m alebo m + 1 kořenov podia toho, či má alebo nemá kořeň v intervale 
<*» t . B ) . 

Podobné sa zistí, že integrál y má vpravo od čísla t Q n alebo 
n + 1 kořenov. 

Tak sme přišli k tomuto výsledku: 
Váetky d. rovnice (a), ktoré sa vyznačujú" tým, že každý integrál 

má vlavo -od daného čísla t . é j m(= 0) alebo m + 1 koreňov a vpravo od 
neho n(= 0) alebo n + 1 korenov, sú určené vzorcom 

q(t) = - { x , t) - X' 2(t> 

pričom X je Iobovolná funkcia v intervale j , ktorá v ňom r a s t i e , má spoji­
tu derlváciu 3. rádu a splňuje podmienky: 

X(t 0) = 0; - (m • 1) It = l i m X(t) < - m X; 

n l < l i m X(t) « ( n + 1) 3T 
. t->b-

K tomuto výsledku poznamenájme, že celkom podobné sa odvodí táto ve­
ta: 
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VSetky d. rovnice (a)^ ktoré sa vyznačujú tým, že každý integrál má 
8merom k obidvom koncom i n t e r v a l u j nekonečné mnoho korenov, sú dané vzorcom 

q(t) = - / x , t ] - X' 2 ( t ) 

pričom X ' je I libovolná funkci a v intervale j , ktorá v ňom r a s t i e , má spo­
jití! deriváciu 3* rádu a je zdola i zhora neohraničené. 

Kv o l i úplnosti uveďme ešte tuto vetu, ktorej ddkaz je maličko odliš­
ný od predchádzajúceho: 

Všetky d. rovnice ( a ) r ktoré sa vyznačujú tým, že každý integrál má 
v intervale j najviac jeden kořeň, sil dané vzorcom 

q(t) = -/ X, t ) 

pričom X je 1'ubovol'ná funkcia v intervale j t ktoré v ňom r a s t i e , má spojitú 
deriváciu 3* rádu a v danom čísle t Q 4 j splňuje podmienky.; 

X ( t Q ) = O, x * ( t 0 ) = 1 

99* O s c i l a Č n é v l a s t n o s t i 

V Salšom předpokládáme, že v d. r o v n i c i 

y H = q(t) y (a) 

je funkcia q spojitá v intervale (a, , pričom a je dané číslo. 
Nech y lubovoTný integrál d. rovnice (a) (definovaný v tomto i n t e r ­

vale) • 
Sú dve možnosti: Buď existuje Číslo t Q č (a, ) také, že .pre t = t Q 

je hodnota funkcie y stále kladná alebo stále záporná, alebo také číslo ne­
existuje • 

V prvom případe funkcia y nemá v intervale [ t Q , «*=»)' kořene. V dru-
hom případe existujú ku každému číslu t Q € (a,* 0) čísla t̂ » t2» ktoré sil 
vHčšie než t Q , a také, Že funkcia y v nich má hodnoty opačných, znamienok; 
funkcia y má teda kořene vSČšie ako t Q a z toho vyplývá, že má nekonečné 
mnoho korenov, ktoré sú vačáie ako 1'ubovolné číslo. 

V prvom případe hovoříme, že pre t •+ «*° integrál y neosciluje , v dru-
hom, že o s c i l u j e . 

Z porovnávacej teorémy vyplývá, že ak os c i l u j e jediný integrál d. rov­
nice (a), potom oscilujú všetky. Můžeme teda d. rovnice tvaru (a) rozdeliť 
na neoscilujúce, t . j . také, ktorých integrály neoscilujú, a oscilujúce, ktorých 
integrály oscilujú. 
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Důležitý úsek teorie lineárnych d. rovnic 2. rádu tv o r i a úvahy o tom, 
za akých nutných a postačujúcich podmienok, v&ČŠinou však iba postačujúcich, 
d. rovnica (a) o s c i l u j e . V tomto směre bolo napísáných mnoho desiatok prác 
(porov. M. R á b , Kr i t e r i en fur die O s z i l l a t i o n der Losungen der D i f f e ­
rent ialgleichung Cp(x)y'Jl + q(x) y * O. Čas. pro pest. mat., 84 (1959), 335 -
370). 

Táto otázka má d61ežitý fyzikálhy význam: 
Nech sa po priamke p, na.ktorej je vyznačená nulová poloha O, po­

hybuje bod P tak, že jeho odchylka y (t) od miesta O (kladná vpravo a zápor 
ná vl'avo od O) splňuje v každom okamžiku t d. rovnicu (a)* Otázka, či d. 
rovnica (a) os c i l u j e alebo nie, je ekvivalentná s tým, či v dosť cla l e k e j bu-
dúcnosti bude bod P stále kmitať okolo nulovéj polohy, alebo či sa eventuál­
ně po konecnom počte kmitov do nulovéj polohy už nevrátí. 

100. Uspokojíme sa v tomto směre le n s niekolkými najjednoduchčl-
mi kritériacii. 

1. Nech pre dosť velké t je q = O. Potom d. rovnica (a) neosci-
l u j e . 

Skutočne, nech je y rubovoTný integrál d. rovnice (a)* Funkci a 
yy f mé derivóciu y' 2 + qy 2. Vidíme, že pře dosť velice t je (yyT)' £ Ó, tak­
že funkcia yy' neklesá. Teda, ak existuje kořeň t Q funkcie y, je y ( t Q ) = 
= O, y ' ( t Q ) ^ O. V případe y ' ( t Q ) > O máme v nejakom rýdzom okolí čísla t Q 

správa: yy' > O a táto nerovnost platí pře všetky t > t Q , pretože funkcia • 
yy'. neklesá. Podobné v případe y ' ( t Q ) < 0. Tak vychádza y / O pre t > t Q . 

2. Z porovnávacej teorémy vyplývá, že d. rovnica (a) o s c i l u j e , keá 
q = q 1 a d . rovnica y£ = Q x ^ y l ° s c l l u«J e» speciálně d. rovnica o s c i l u j e , 
k e l pre dosť. velké t platí: q = - a 2 < O, pričom a znamená nejakú od 
nuly rfiznu konstantu* 

3* D. rovnica (a) o s c i l u j e , ked platí l i m q(t) < O , pričom ide 

o l i m i t u vlastnú alebo nevlastnú. To je bezprostředný dósledok predchédzajú-, 
čeho poznatku. 

Prikla/3. Besselova funkcia Jv (t) vyhovuje a. r o v n i c i 

i , „ 2 

I " • - Y + (1 - ) Y = O 
* t 2 

Funkcia y^ (t) = /7 J„ (t) vyhovuje d. r o v n i c i 
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r 1 - 4 * 2 -i 
Pre tože je l i m l - (1 + ) J * - 1 < O, v id íme, že funkcia yp 

t-*— 4 t 2 

a teda t i e ž J j , osc i lu je* 

4 . D. rovnica (a) o s c i l u j e , ke3 pre dosť velké t je 

q(t) í -
prifiom č í s l o . S je > 0. Neosci luje , keď 

—, = q(t) < 0 
4 t 2 

Dfikaz. D.rovnica 

Y" = — Y (A) 
„2 

v ktorej oC znamená konstantu, má i n t e g r á l 

Y( t ) = 

f ft cos { | - * - ^ log t } , 
1 

kecl -6 < - -
4 

2 1 » 1 

\ t + \}oC+ ked = - -
J 4 4 

D. rovnica (A), v k tore j «C = - — — a > 0, má teda o s c i l u j ú c i 
4 

i n t e g r á l a prvé časť vety vyplývá z porovnávacej teorémy. 

Ak p l a t í předpoklad druhé j č a s t i a o sc i lu j e d* rovnica (a) , potom 
podia porovnávacej teorémy osc i lu je i d. rovnica (A); to však n i é je možné, 
p re tože i n t e g r á l Y(t) = vT neosc i lu je . 

5» Předpokládájme, že funkcia q je pre t> a záporné , teda q < 0 
a že má spojitú* d e r i v á c i u 2 . rádu* 

Lanko sa z i s t í , že ak y je in tegrá lom d . rovnice (a) , potom funkcia 

y ' ( t ) 
yi<t) » 

V - q (t) 

p ředs tavu je i n t e g r á l d . rovnice 
y£ = / q(t) + - — — / - - f y (a,) 

1 ( 4 \q ( t ) / 2 q (t) / 1 # . 
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!>• rovnicu (a^) nazýváme prvou aprievodnou rovnlcou vzhYadom na d. 
rovnicu (a)« 

Ukážeme, že ak d. rovnica (a^) o s c i l u j e , potom to iaté platí o d. 
ro v n i c i (a)« 

Skutočne, ak d. rovnica (a^) o s c i l u j e , potom derivácia y' každého 
riešenia d. rovnice (a) o s c i l u j e . Aplikujúc Rolleovu vetu na funkciu y' a 
Jej l*ubovolné dva susedné kořene, vidíme, že aj r}ešenie y d. rovnice (a) 
o s c i l u j e * 

Napr. prvou aprievodnou rovnicou vzhYadom na d. rovnicu pre Besselove 
funkcle 
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