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D4 sa ukdzat najmd to, %e predchddzajica veta je sprévna v celom rozsahu aj
vtedy, ak nie je dizka intervalu[ac ,P] viiX8ia neZ koren algebraickeJ ‘rovnice

n

1 »

l-Mlt-; My t =0
2

»

16. Linedrna diferencidlna rovnica 2. rédu

85. Uwvod

Diferencidlne lineérne rovnice 2. rédu si vyznamné preto, Ze si naj-
jednoduch3fm (netrividlnym) pripadom d. lineérnych rovaic vy83ich rddov a ich
vlastnosti su vzorom pri 8tidiu tychto v3eobecnejs3ich d. rovnic. Najmd v3ak
preto, %e maJju db6le2ité aplikédcie v otézkach fyzikdlnych a technickych. Od naj-
jednoduch8ich dvah klasickej mechaniky, ako je analyza harmonického pohybu,

k omnoho zlofitej3im otdézkam tykajicim sa napr. vedenia tepla, chvenia tyZ{ a
membrén alebo v problémoch nebeskej mechaniky, stretdvame sa s d. lineédrnymi
rovnicami 2. rddu ako s uUstrednymi miestami obsahujicimi spravidla ¥plné rie-
3enie predloZenych otézok. K tomu pristupuje, ze teoria d. linedrnych rovnic
2. rddu je ovlddand nevelkym poltom pomerne jednoduchych teorém, takZe je jed-
noduchd a prehladnd a pritom obsahove bohaté.

V daldom kv8li struZnosti obmedzime sa na 3tddium d. linedrnych rovnic
2. rddu homogénnych, t.j. tvaru

y" + p(x)y” + qix)y =0 (a)

prifom koeficienty d. rovnice (&) p, q 8 funkcie definované v nsjakom inter-
vale Jj. Predpokladéme, Ze sui v intervale J spojité.

86. Elementédrne transformédcie d. r O V=
nice (a)

K danej d. rovnici (a) mdZeme priradit daldie d. linedrne rovnice 2.
rédu, ktorych lntegrdly sd integrélmi d. rovnice (a) v zndmych vztahoch. Také
priradenie d. rovnic k d. rovnici (a) sa nazyva transformécis d. rovnice (a).
Stidium tychto transformdcif tvor{ d8leZitd Zast tedrie d. lineérnych rovnic
2. rédu. Je uUlelné viimnit si hned na zaliatku nadej uvahy niektorych elementér-
nych transformécif, pretoZe potom sa mbZeme obmedzit na 3tidium d. rovnic,kto-
ré si v niektorom smere vhodnej3ie, napr. krat3ie a prehladné, bez toho, Ze by
sme poruéili'véeobecnd platnost vysledkov.

Najjednoduch3ie transformdcie d. rovnice (a) 8U zaloZené na nédsobe=
ni d. rovnice (a) alebo jeJ integrdlov vhodnou funkciou alebo na novej vol-
be nezédvisle premennej. ’
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Nech X, € J 2znadf{ Tubovolné &islo.
1. Ndsobme d., rovnicu (a) funkciou
X

P(x) = exp f p(t) dt (x € J)

X0

a oznadlme
P(x) « q(x) = = Q(x)

Vi3imnime si, Ze funkcia P Je v intervale J kladnd a méd v nom spo-
Jitd derivédciu. Dostaneme transformovani d. rovnicu

[P(x) 3] - Qx) y=0 (a”)

Touto transformdciou sa integrdly d. rovnice (a) nemenia, t.j. kaZ-
df integrdl jednej d. rovnice (a), (a’) Jje sudasne integrdlom druhej.

2. Predpokladajme, Ze koeficient p mé v intervale spojitd derivédciu
p. Nech y(x) zna&f Iubovolny integrédl d. rovnice (a) a oznadme

b 4

1l
Y(x) = y(x) exp [ ; JP. p(t) dt] (1)

Xo

Jednoduchym vypoltom zistime, Ze funkcia Y Jje rie3enim d. rovnice

Y" - Q(x) Y =0 (a")

1l 1l
v ktorej zna¥f Q(x) = ; p(x) + -'pz(x) - q(x)
4

7idime, Ze novd d. rovnica (a") Jje jednoduch3ia neZ d. rovnica (a)
v tom zmysle, Ze jej koeficient pri Y’ Jje nulovy. Obidve d. rovnice (a),
(a”) su definované v tomZe intervsle J a ich integrély sudvisia podla vzor-
/)
ca (1) .

3. Ale aj v pripade, Ze koeficient .p nespiﬁa predpoklad z predché-
dzajuceho ods. 2., mbdZeme d. rovnicu (a) transformovat na tvar (a"), av3ak
8 tym rozdielom, Ze interval, v ktorom je definovany koeficient novej d. rovni-
ce, nie je nutne ten isty interval J.

Nech x, € j, ¢ sl Tubovolné %i{sla. Oznalme pre kaZdé¢ x € J:
x X

fo(x) =c+ fexp[- fp(f)'dt'] dt (1)

Xo %o
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Zre jme funkcia f v intervale J rastie a v &isle X, méd hodnotu
c. Jej hodnoty tvoria isty interval J. Nech y(x) 2zna¥f lubovolny integrél
d. rovnice (a), definovany v nejakom intervale i c¢j a Y (f‘) funkciu

definovani v prislu¥nom intervale I €¢J vzorcom
Y(§) = y(x) (2)

Podla vety o derivovani zloZengfch funkcii platia v kaZdych dvoch &1is-
lach x € 1, § €1, ktoré spolu suvisia podla (1),vztahy (oznadujeme
av/a § =1, a®v/a 2 =1):

x
¥ (x) = Y(§) exp[- f pTyatl]
%o
x x
y'(x) = §(§) exp [- 2 / pl) dt]- i(f) p(x) exp [- f p(T) dz]
%o %o

Z nich vidime, Ze funkcia Y Je integrélom d. rovnice
Y-Q(§) Y=0 (a™
v ktéreJ Q znal{ funkciu definovant v intervale J vzorcom
x
. L d
Q(§) = = q(x) exp [2 fp(L)dT]

%o

D. rovnica (a2 ) Jje definovand v intervale Jj, av3ak (a™ ) v inter.
vale J; integrédly tychto d. rovnic sdvisia podla vzorca (2) a teda maju v od
povedajicich bodoch x, f  rovnaké hodnoty.

Z tychto uvah vidfme, Ze neubudne v daldom 3tidiu na v3eobecnosti,
ak budeme Btudovat d. rovnice tvaru (a), alebo (a’) alebo (a").

8. Exidten&nd teoréma v pripade
cauchyovskych poceiatod&nych
po dmienok

Pre d. rovnicu
y* = qlx)y (a)

znie takto: (pozri ods. 8l1).
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Nech v d. rovnici (a) Jje funkcia q spojitd v intervale Jj. Nech
xoe.J, Yoo y; sd Yubovolné &isla. Potom existuje prédve jeden integrdl y (x)
d. rovnice (a), definovany v intervale J, ktory md v &i8le X, hodnotu
Yo . @ Jeho derivécia hodnotu y,, takZe Je y(x,) = ¥4 y'(xo) = y;.

V dalsom sa obmedzime na Studium d. rovnice tvaru (a) a budeme
predpokladat, Ze koeficient. q Je v intervale J spojity. Integrédlom d. rov=-
nice (a) budeme v dal3om rozumiet (pokial nie je ni¥ iné povedané) integrél
iplny, t,je definovany v celom intervale J.

88. Z4dkladné vliastnosti integréloyvw
de rovnice (a)

Medzi integrdlmi d. rovnice (a) Jje zrejme integrél tzv. nulovy, ktory
mé v lrubovolnom Zisle X, € j hodnotu O. 2 existenZnej teorémy vyplyva, Ze
ak nejaky integrédl d. rovnice (a) a jeho(prvéd)derivécia majd v niektorom &is-
le &£ € § hodnotu O, potom Jje ten integrdl nulovy. Vidime, Ze kaZdy nenulo-
vy integrél d. rovnice (a) mé v integrdle J nanajvys8 jednoduché korene.

Ak integrdl y mé v Zisle &L € jJ, ktoré je vmitri intervalu J,
hodnotu O, teda y(«L) = 0, avdak y (&) # O, potom meni v &i{sle &« zna-
mienko. Ak y“ (oL ) > O, sud hodnoty funkcie y z4porné vIasvo a kladné vpravo
odl a ak y (L) < O sd kladné vlavo a zdporné vpravo ode . To vyplyva
jednoducho z vety o prirastku.

Ak integrél y. mé v intervale J nekone&ne mnoho korenov, ktoré ma-
Ji v intervale J 2%isla zhustenia (bod zhustenia), potom Je nulovy. Vskutku,
ak si splnené predpoklady a o € j Jje bod zhustenia korenov integrdlu y,
ex}stuje postupnost koreaov Xys X5y ses integrdlu y, ktoré si od o« rbzne
a k tomuto &islu konverguji. Vidime, Ze platia vztahy:

0= y(xq) = y(x,) = «eo = y(L) =0
y(xq) = y(e£) y(x5) - y(eC)
0 = = = ...._.)y'(d) =0

a odtial vychddza y(x) = O.

V3imnime si, Ze ak interval J Jje napr. zlava otvoreny, mé%e existo-
vat nenulovy integrél, ktory ma v intervale J nekone&ne mnoho korenov, kto-
rych bodom zhustenia je lavy koniec intervalu Jj. Prikladom je d. rovnica

5 1l
yt == = — ¥y
2 x2
v intervale j = (0, )., T4to d. rovnica mé (nenulovy) integrél

1l
y=f;‘ sin log -
x
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ktory md v intervale J nekoneZne mnoho korenov

T - 922' -2

a Tavy koniec O 1intervelu Jj Je &fslom zhustenia mnoZiny tychto korenov.

89. Z24vislé a nezédvislé integriéddly

Dva integrdly u, v d. rovnice (a) sa nazyvaji lineédrne zdvislé,
strudne: z4vislé (pozri ods. 75), ak sa odliSujui len multiplikativnou konstan-
tou; t.J. ak existuje konStanta c¢ takd, Ze v intervale J je bud u = Cu.
Najm¥ sui teda integrdly wu, v  24vislé, ak jeden z nich je nulovy. V opalnom
pripade sa nazyvaju linedrne nezédvislé, strucne: nezdvislé.

UkéZeme, Ze integrdly u, v 8d zdvislé vtedy a len vtedy,ak v in-
tervale J plat{ identicky

4 4

uv = vu (1)

a) Nech integrdly u, v su zdvislé, takZe existuje kon¥tanta ¢ na-
pr. takd, Ze v intervale J Jje v =cu a teda tieZ v = c u’. Potom méme
v intervale J identicky: uv =ucu =cuu =vu.

b) Nech v intervale J platf identicky rovnica (1). Ak je jeden 2z
integrdlov u, v nulovy, sui integrédly u, v 2zé4vislé. Predpokladajme teda, Ze
Ziaden z nich nie je nulovy. PretoZe integrdl u nie je nulovy, je v istom in-
tervale i1 ¢j : u # O. Ak Je v niektorom &fsle intervalu i : v = 0, Jje v nom
Grzhl’adom na platnost rovnice (l)) tieZ v'= 0, %0 je nemoZné.V intervale 1
je teda tieZ v # 0 a z rovnice (1) vidime, %e v nom plat{ vztah

I d 4

< '<

u
u

a teda tie% vztahy

v=c u v = cuf (2)

pridom ¢ zna¥{ vhodnd kondtantu # O.

Ak je v intervale J v3ade u # 0, Jje tvrdenie dokdzané. Nech in=-
tegrél u mé vmitri intervalu J koren o , tak¥e u(ol) = O, aviak u’(el)
# O. Potom je v istom Yavom rydzom okolf i, &isla oL a tieZ v istom pravom
rydzom okold 12 gisla oL r8zny od nuly. Platia teda vztahy

v=c¢u VvV =c u pre xéil

v=c,u VvV =cyu pre 1612



prifom ¢ # 0 # c, znalia vhodné konStanty. Zo spojitosti funkecif{ u, v v
Eisle L usudzujeme, Ze rovnosti Ve u a v=2cyu platia aj v &isle
8 zo spojitosti funkeif u’, v’ v Zfsle o« usudzujeme na platnost vzorcov

v (€) = 1im vi(x) =¢ 1lim u'(x) = ¢ u'(«)
XL - x>l =

v'(c€) = lim vi(x) = ¢, lim u(x) = ¢y u’ ()
XP>ol+ x-» L+

a z nich vychéddza, vzhladom na nerovnost u’(«L) # O, ¢ = cpe Tym je ukéza-
né, Ze vnitri intervalu J platia vzorce (2). Ak je interval J§ zYava (spra-
va) uzavrety, platia tieto vztahy zreJme aj v jeho lavom (pravom) koncovom
¢isle. Tym je tvrdenie dokézané.

90. Wronského determinant

K usporiadanej dvojici integrdlov u, v mbZeme Jjednoznalne priradit
funkciu

u(x), vi(x)
A (x) = =z ulx) « v(x)-vi(x).u(x), (x € J)

u’(x), v'(x)

ktord sa nazjva Wronského determinant alebo wronskian. Vidime, Ze wronskién
opaZne usporiadanej dvojice v, u Jje -4 (x). PodYa predchéddzajicej vety sd
integrély u, v 2zdvislé vtedy a len vtedy, ak pri nejakom ich usporiadani je
prisludny wronskian identicky nula.

Zregme Je
A'(x) = ulx) v'(x) = v(x) u"(x) = u(x) q(x) v(x) - v(x) q(x) ulx) = 0

tak¥e funkcia A (x) mé kon3tantnd hodnotu: 4 (x) = w = konst.

Vidime, %e k zévislosti integrédlov u, v sta¥{ platnost vztahu uv's=
= vu’ v jednom ¥fsle intervalu J. Najmi vidime, Ze integrély u, v si zé-
vislé, ak maji spolo¥ny koren, alebo ich derivécie majd spolo&ny korene.

91. Nech u, v sd IubovoIrné integrdly d. rovnice (a). Fotom pre
Tubovolné konstafty Cy» ©5 Je funkcia
y = cqu + cyv (1)

opidt integrdlom d. rovnice (a), %o je zrejmé.
Naopak plati:
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Ak sl integrédly u, v nezédvislé, potom kaZdy integrdl y 4. rovni-
ce (a) Je ich linedrnou kombindciou s kon3tantnymi koeficientami; t.j. 44 sa
vyjadrit vzorcom (1) s vhodnymi kondtantami Cyy Cpe

Vskutku, nech y Je'rubovornj integrédl d. rovnice (s). Nech IO\EJ
Je YubovoIné &islo a Yo y; si hodnoty integrdlu y a Jjeho derivécie y v

&isle Xge Predpokladajme, Ze integrédly w, v su nezdvislé. Potom Je

u(xo), vix,)
a (xo) = £ 0

u’(x,), v'(x,)
a existuji (jednoznalne) kon¥tanty C1s Cp spibajdce rovnice
cy ulxy) + ¢; vixy) =y,
¢, u'(x )+ ¢, v(x,)) =y,

totiz
yov'(xo) - y‘;v(xo) -you'(xo) + y; u(xo)

c1= R c2=
A (xo) y. (xo)

Funkcia Y(x) = cu + c,v Je tieZ integrdlom d. rovnice (a) a obidw
integrély y, Y wajd v &fsle x, td istd hodnotu y, a ich derivécie vy, Y’
ty istd hodnotu yé. Odtial vyplyva, fe y = Y,alebo y =c, u + c, v, takZe
skutoéne Jje integrédl y 1lineédrnou kombindciou integrédlov wu, ve.

Tidime, %e kaZdé dva nezdvislé integrdly d. rovnice (a) Jjednoznalne
urdujy mnoZinu v3etkych integrélov d. rovnice (a) v tom zmysle, Ze kaZdy in-
tegrédl d. rovnice (s) Jje ich linedrnou kombindciou s konstantnymi koeficienta=-
mi. Tito situdciu vyjadrujeme strudne tym, %e integrédly d. rovnice (a) tvoria
linedrny priestor.

92. Diferencidlna rovnica y" = kondt.y

UvaZujme o d. rovnici (a) v pripade, Ze funkcia q(x) je konZtantné.
Predpokladajme, %6 J =(- o», ao) a budeme rozlisovat tri pripady podla toho,
&i hodnota funkcie q Jje < O glebo > O, alebo = O.

l. Nech q(x) = - n° (m > 0), takZe méme d. rovnicu
y" = - m2 y (a)

Elementérnymi metodami l'ahko zistime, Ze ka2dy integrédl d. rovnice
(a) mé tvar

y=Csinm (x =cC)
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pridom C, o znalia vhodné kon3tanty; naopak, pri Tubovolnych hodnotdch tych-
to kon3té4nt predstavuje funkcia y integrél d. rovnice (a).

Nech y Jje TubovoIny nenulovy integrél d. rovnice (a) a a <b sdi
Tubovolné &fsla. Jednoduchymi UYvahami zistime, %e v (uzavretom) intervale [a,
b] lezd

&) 8
| S—Y
+
-

[(b-a) ;] alebo [(b - a)

korenov integrdlu y. Pritom napr. symbol [ ] znad{ najvidldie celé &islo

m
neprevysujice b-a) =
prevy3u] ( ) =
2. Nech q(x) = m® (m > 0), takZe méme d. rovnicu
y" = oy (a)
Lahko zistime, Ze kaZdy integrédl &. rovnice (a2) mé tvar
y =C sin h m(x -«)
pridom C, £ 8ui vhodné kondtanty; naopak, pri Yubovolnych hodnotédch tychto
kon&dtént predstevuje funkcia y integrél 4. rovnice (a). Vidime, Ze v pri-

pade C # O m& integrél y Jjediny koren x = & . Vychddza, Ze v danom inter-
vale [a, b] wéd ka%dy nenulovy integrél 4. rovnice (a) najviac jeden koren.

93. Piconeova i1dentita

V dalSom budeme uvafovat len o nenulovich integrdloch .prisludnych d.

rovnice.
UvaZujme o nasledovnych d. rovniciach v intervale j:
y" = a(x)y (a)
" = Q(x)Y (A)

Nech y (Y) je rubovolny integrdl prvej (druhej) d. rovnice. Potom
v ka’dom &fsle x € J, v ktorom Y(x) # O plati vzorec:

y ’ 4" , y ’ ° .
[ ay-30] =@-0 5% - —1)7 (1)

Dékaz. Lavé strans vzorca (1) Je:



y2 y21
(yy'- —.Y')'=y'2+qy2 _(_ Y:_Qyz
Y Y
2 .2 2Yyy'-y~23 .
=(q-Q y +y° - X
12
, 2
, yy o, y .
=(q-Q)y2+{y‘-2—Y = YZ}
N
=(q-Q)y2+(Y-;Y)2

Tym je d8kaz uskutolneny.

Nech teraz & < 3 sd dva susedné korene niektorého integrélu d. rov-
nice (a), takZe y(<L) = y(p) =0, y(x) #0, pre x € (ac,p), y (L) #
FOAy(P). '

Predpokladajme, fe lubovolny integrdl Y 4. rovnice (A) Jje #0 v
(oLy )

Potom pre &« < xy < x, < (3 , méme podla vzorca (1),
. .
2 X5 Xq
2 e Y a2 )
(q = Q)y° dax + (y-;x) dx

Xy Xy X

[ 2o o]

"
~

Ak Je napr. Y(f) # O, mé Yavé strana limitu pre X, +§-" rovad 0O;
ak je Y(f) =0 a teda Y'(f3) # O, méme

) 2B 3P
(@)

lim
X+ -

Y'(p)=o

Vidime, Ze pre x, =* (? - mé Yavé strana vZdy limitu O a podobne pre X, =
oC-}- '

Z predchddzajiceho vztahu teda vychddza vzorec

A A y i
[ -9 yYax+ [ (y=- =132 ax=0 (2)
oL o< Y

To je tzv. Piconeova identita. Opakujme, Ze plat{ pre lubovolné integrdly y, Y

d. rovafc (a), (A) a pre kaZdé dve &isla <, P € J, ktoré si susednymi koren-
mi integrdlu y a medzi ktorymi je Y # O.
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§4. Sturmova porovnévaclia teor éma

Znie: Nech v d. rovniciach

Yy -qx)y=0 (a)

y* - Qx) ¥Y=0 (4)

plat{ v intervale J nerovnost

>

V=4 (1)

Potom medzi kaZdymi dvoma susednymi korenmi e < 3 Yubovolného inte-
grélu Y d. rovnice (A) 1leZ{ aspon jeden koren ka?dého intehrdlu y 4d.
rovnice (a), salebo obidve d. rovnice (a), (A) sd v 1ntervale[4.,ﬂﬂidentic-
ké a funkcie y, Y sa v tomto intervale 1i3ia len multiplikativnou kon3tantou.

Dékaz. Nech je y, resp. Y Yubovolny integrél d. rovnice (o), resp.
(A) a .g«:p nech sd dva susedné korene integrdlu Y. Fripustme, %e v interva-
le (£,3) Je y # 0. Potom platf Piconeova identita

A Y
/ﬂ (Q - q) dex + f (Y'- - y')2 dx =0
oL oL y

z ktoreJ vidime, prizerajic k nerovnosti (1) a k spojitosti funkcif{ q, Q, Ze
v intervale[oé, 8] je 1denticky

’

Y'
Q-q=0; ¥ - =y°=0 (2)
y

-~

7 prvého vztahu vidime, Ze d. rovnice (a),(A) -sd v intervale[« ./3]
identické. Z druhého vyplyva pre x € (£, 3)

Yl yl'
Y

«

a odtial vidfme, Ze sa funkcie y, Y 1i8ia v intervale (o£,3) a teda aj
v intervale [ <C, ﬁl] multiplikativnou kon3tantou. Tym je dbkaz uskutoZneny.

Z porovnévacej teorémy zvldsdt vyplyva:

Ked niektory integrédl d. rovnice- (A) mé v intervale n(Z1) kore-
nov, potom kaZdy integrél d. rovnice (a) mé& v nom aspon n - 1 korenov.

95. D8leZ¥ity zvlé3tny pripad Jje ten, ked obidve d. rovnice (a), (A)
splyvaju, takfe ide o jedini d. rovnicu

y* =qlx) y (a)
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Ak 84 y, z Yubovolné nezévislé integrdly d. rovnice (a), potom
podYa predchédzajicej vety leZf medzi kaZdyml dvoma susednymi korenmi integré-
lu y (z) aspon jeden koren integrédlu z (y) a teda préve jeden koren integré-
lu z(y). Plat{ teda této tzv. vets o oddeYovani korenov integrédlov_d. rovni-

ce (a):

Medzi kaZdymi dvoma susednymi korenmi Yubovolného integrdlu y d. rove
nice (a) le%{ préve jeden koren ka¥dého od y nezévislého integrélu tej iste,
d. rovnice (a8).

D8slellkom tejto vety Jje, Ze ak niektory integrdl y d. rovnice (a)
mé v intervale Jj préve n (= 1) korenov, potom ka%dy od y nezévisly inte-
grél tej istej d. rovnice (a) mé v intervale J aespon an -1 a najviac
n+ 1 korenov.

96. Podiely nezédviglych integréloyv
a ich derivédci{

Nech Jje wu, v usporiadané dvojica nezédvislych integrédlov d. rovni-
ce (a) a (w= ) uv’ = u'v = kon3t. prisludny wronskién.

Lehkym vypodtom zistime, Ze platia vzorce:

’ s ¢ ’

u w 'y wg uu’ quve-uv’
(-)z-—; (—')z—— ; ( ')=w (1)
v v2 v v'2 Vv (v v')2

‘e

a to v kaZdom &isle x € j, v ktorom je prisludny menovatel rdzny od nuly.

Vidime, Ze pre keaidé dve &isla % < § leZia~e v intervale j, ktoré
sa vyznaluji tym, Ze v intervalellq ’ f] Je prisludny menovatel v3ade rézny od
nuly, platia vzorce:

-1
.

u( §) u(?) f at u’'(f) u’(?) {f‘th

-w = w

v(f) v(}) -2
? "

(2
u(f) u(§f) u(?%) u' (%) fquv-u'v' )

w
vi§) vi(§) v(%h) v(7) % (v v)2

]
(=7
 ad

Z prvého vzorca (1) alebo (2) vidime, Ze v kaZdom &iastonom inter-
vale obsiahnutom v j, ktory neobsahuje Ziadny koren integrélu v, podiel
u : v rastie alebo kleséd podla toho, i je w < 0O alebo w > 0; podobne 2
druhého vzorca (1) slebo (2) vyplyva, Ze v kaZdom &iastoZnom intervale obsiah-
nutom v J, ktory neobsshuje Ziadny koren funkcie v  a v ktorom mé funkcia
q konStantné znamienks, podiel u’ : v ' nekles4 alebo nerastie podYa toho,

> <

i je wq =0 alebo wq = O.

Z prvého vzorca (2) vyplyva novy d8kaz vety o oddelovani korenov in-
tegrélov d. rovnice (a). Skutolne, ak znatia % < f dva susedné korene inte-
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grédlu u, takZe Je u(?n) = uf f ) = 0, plat{, vzhYadom na to, Ze 1niegrély .
u, v 84 nezdvislé: v(2)# O # v(§ ). Ak pripustime, Ze v intervale (7%, f)
je vBade v # O, déva prvy vzorec (2) spor. '

Podobne vyplyva z druhého vzorca (2) tdto veta o oddelovan{ Korenov
derivécif integrdlov d. rovnice (a):

Ked medzi dvoma susednymi korenmi derivédcie niektorého integrélu y
d. rovnice (a) funkcia q sa identicky nerovnd nule a mé kon3tantné znamien-

ko, potom medzi nimi leZf préve jeden koren derivdcie kaZdého ode y nezdvislé-
ho integrédlu tej istej d. rovnice (a)e.

Této veta vedie Specidélne k tomuto ddsledku:

. Ked funkcia q Jje v intervale J v3ade rbzna od nuly, potom medzi
ka?dymi dvoma susednymi korenmi deriwdcie kaZdého integrélu y d. rovanice (a)
le#f préve jeden koren derivécie kaZdého od y nezévislého integrdlu tej istej
d. rovnice (a). ’

97. Polédrne sdiradnice

Nech znovu u, v znamend usporiadani dvojicu nezévislych integrédlov
d. rovnice (a) a (w =) uv'- u’v = kon3t. pri{slusny wronskién.

1. Amplitddy.Nech P 6 sd funkcie definované v intervale J vzorca-

P =VU2+V2. 6’=Vu'2+v'2

Funkciu P (6) nazyvame prvé (druhd) emplitdda usporiadanej dvojice

integrélov__u, v. Vidime, Ze opa%ne usporiadané dvojicé v, u mé td istd pr-
vi a druhd amplitidu. VzhYadom na tuto symetriu hovor{me stru¥ne o prvej (dru-
hej) amplitude integrélov u, v.

mi

Funkcie P , 6 vyhovuju nasledujicim rovniciam 2. rédu, z ktorych
prvé méd zmysel v intervale J a druhd len v 'tych &igslach intervalu J, v kto-
rych existuji funkcie 6°", q° a funkcia q Je r6zna do nulys:

W‘

pr=af+ — (1)
P
2 2 .

6-n=’q€+ Y9 + i6~’ (2)
63 q

Skutodne 2zo0 vzorcov

p2 =+ v? PP =uwtvv; w=uv'- uv. 82 =202 4+v? (3)
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predovietkym méme

92(6'2 -92%) = (uv’'- u’v)? =-:'w2
takZe Je
2
62- p'2-2 w—-z- (4)
P

Derivovanim druhého vzorca (3) dostaneme

Pp = 62-p'2,4qp2
Odtial a zo (4) vyplyva (1).

Deri&ovaqim vzorca (4) vyplyva so zretelom na (1) vztah
66°=q pp' (5)
g odtial éaled
6'2 4+ 6"6""=q6’2+9'930' +q2f>2
tak¥e s pouZitfm vztahu (5) vychédza
q(6"2+ 6’6"’)=q26°2+q' 6"6"+q352' (6)

Vyld&en{m funkcif P , p' zo vzorcov (4), (5), (6) dostaneme vzo-
rec (2). .

2. Fézy. Prvou fdzou usporiadanej dvojice integrélov u, v rozumie-
mieme ka%dd funkciu &« (x) definovani v intervale J, ktord Jje v tomto inter-
vale spojité a splﬁuje v ﬁom; 8 vynimkou korenov integrdlu v , vztah

u(x)
tgol (x) =

v(x)

Kv8li struinosti hovorime spravidla o fédzach integrédlov u, v namies-
to o prvych fézach usporiadsnej dvojice integrédlov u, v.

N Dobre vidfime, Ze vcelku existujespoletny systém féz integrédlov u, v,
prifom sa tieto fézy od seba 143ia o celé ndsobky &fsel T .

Hodnota kaZdej fézy -integrdlov wu, v v lubovolnom koreni integrélu

o

A
u (v) Je pérny (nepérny) nédsobok &isla -3. Vidime, Ze vZdy existuje f4za,

ktoré md v danom koreni integrd4lu” u hodnotu O.

KaZdd fdza v intervale J rastie alebo kleséd podla toho, &i sgn(-w)=
= 1 alebo sgn(-w) = -1,
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Nech x, € J Jje Yubovolny koren integrélu u. UvaZujme o lubovol-
nej féze o 1integrélov u, v. T4to féza mé teda v &isle x, hodnotu ni
pridom n znamend vhodné celé &islo.

Lahko zistime, Z%e funkcia oL mé v kaZdom &isle x intervalu J spo-
Jitd derivéciu tretieho rédu a splnuje relacie

-w N P.‘O' - q .62

oL = _-5, £ =2 W =—— , £=2w [;-; -3 —
4
pe g I
2 .
w

priXom @ ,6 si prisludné amplitdidy. Z tychto vztahov vychédza, %e funkcia &
vyhovuje nelineédrnej dif. rovnici 3. rédu

-{:C. x’} - 0632 = q(x) (8)

symbol{oC,X} gnamend tzv. schwarzovskd derivéciu funkcie £ v &isle x, t.J.
vyraz

{ } 1 L™ (x) 3 &L %x)
L 4 X} 2 = ——— - o
2 &' (x) 4 A 2(!)’

Viimnime 8i, Ze prvy vzorec (7) vyjadruje vztah medzi prvou amplitu-
dou a fizou integrélov u, v:

Poznamenajme, Ze podobne ako prvd fézu usporiadanej dvojice integré-
lov u, v definujeme druhd fédzu f? (x) teJjto usporiadanej dvojice pomocou
vztahu

tg (x) =

V tomto.pripade sd v3ak vy¥sledky zloZitejdie.

3. Vyjadrenie integrélov, u, v v_poldrnych siradniciach, t.j. pomo-
cou funkcif @ , £ je dané vzorcami

wx) = €0 (x) sin &L (x), vix) = € P (x) cos oL (x)

kde znad&{

E = (-1)° sgn v(xo)
Pritom Jjednotlivé symboly majud uZ pred*ym uvedeny vyzname.
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98. Transformédcia lineérnych de rovni{ic
2 ré&du

l. UvaZujme o dvoch lineérnych d. rovniciach 2. rédu, ktorych nezé-
visle premenné oznalfme t, T:

y" = qt) ¥ (a)

Y" = QT) X (4)

Predpokladéme, Ze funkcie q, Q 84 spojité v otvorenych intervaloch
(a, b), J = (A, B) a pripi3tame aj pripady a = =e , b =080 ; A = o=
O 4

J
R =
Za U&elom zjednoduSenia tivah sa v dal3om obmedzime na pripad; Ze kaZ-

dy integrél ka¥dej d. rovnice (a), (A) mé v intervale J, resp. J aspon je-
den koren.

Oznaéme pismenami r , R lineédrne priestory vytvoren¢ v8etkymi in-
tegrélmi d. rovnic (a), (A) . ¥ tychto priestoroch zvolme Tubovolné bézy u,
vé€r 3 U,V € R , t.sj. usporiadané dvojice linedrne nezdvislych integré=-
lov u, vj U, 7 d. rovnic (a), (A) a oznalme w, W prislud3né wronskiény,
tak?e w=uv =-uv, W=UV - UV. lomocou tychto bdz definujeme medzi
priestormi R 1lineérnu koredpondenciu tak, Ze vzédjomne priradime kaZ-
&¢ dve integrély y € r , Y€ R majdce vzhIadom na bézu vidy tie isté
(konZtantn¢) suradnice 2%, ¥ : y= Pyu+ FLov, I= J7U0~ z“zv.
Tunkciou y =® Y Jje dané isté lineérne zobrazenie p priestoru r na pries-

w

tor R § <&islo T = - sa nazyva cherskteristika zobrazenia p. 1odobne je
‘ W
funkciou Y =» y dané isté linedrne zobrazenie F priestoru R na pries-
W
tor r 8 arakteristikou 4 - =« Zobrazenia p, P si zrejme navzdjom
w

inverzné a to isté platf o ich charakteristikéch.

Vyjadrime bdzy wu, v; U, V v poldrnych siradniciach pomocou ich
amplitdd

P = YR + 3, BM =M + (D

a nejakych fdz ol {t), A(T), ktoré zatial zvolime v prisludnych spodetnych
systémoch f4z Yubovolne. Dostaneme vzorce

u(t)

£€P (t) ein L (t), v(t) é? (t) cos oL (t)
" (1)

U(T)

n
4

BP(T) sin A(T), v(T)

(,E = +1)

EP(T) cos A(T)
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a vidime, e kaZdé dva navzéjom priradené integrdly y € r, ¥ € R su.
dané vzorcami tvaru!

yt) = &k p (t) ain [ (£) + k,] , Y(T) =E k) P(T) ein [A(T) + k,]
| (2)

pridom ky, k, znamenaji kon3tanty. Pripomeﬁme, Ze podla 98 (7) platia pre
t€Jj, TEJ vztahy

) -W -w
L' (1) = , OA(T) = e (3)
p 2 B (1)

Pozmenme teraz prevedend volbu f4z o« , A takto: Podla néd3ho pred-
pokladu mé ka%¥dy integrdl u, U aspon jeden koren &, € J, T, € J, takZe
hodnoty fdz & , A v Z{slach t = tey T =T, sd celé nésobky &fsla &~
napre: n LT , N I'. Spominané zmena spo&iva v tom, Je fézy o , A nahradime
fdzami o - n.L, A-NT a pritom ponechéme to isté oznalenie o , A. Pre
tieto nové fézy mémeci,(to) = 0, A(To) = 0 a siXasne platia vzorce (1), (2),
(3); okrem toho je & = egn v (t)), E = sgn V (T)).

UvaZujme teraz o rovnici

&L (t) = A(T) | (4)

Této rovnica je zrejme splnend v &fslach t € J, T, € Js PretoZe

fézy £ , A rastd alebo klesaji, vidfme, %e existuje préve jedna funkcia

= X(t) definovand v istom okolf i & J ¢&isla t,» ktord pre t = ty mé
hodnotu To €J a v intervale i 1identicky splnuje rovanicu (4); pritom méme
na mysli naj3ir3{ interval 1 majuci tito vlastnost. Podobne existuje préve
jedna funkcia t = x(T) definovand v istom okolf I ¢ J ¢&isla T , ktoréd
pre T =T, mf hodnotu t, € J a v intervale I identicky spina rovnicu (4)
I znamend najéiréi interval ma juci uvedend vlastnost. Je zrejmé, %e interval
I predstavuje mnoZinu hodndt funkcie X v intervale 1, I = X(i) a podob-
ne plat{ i = x(I). Vidime, Ze funkcie X, x 8d navzdjom inverzné a daji sa
vyJadrit vzorc¢amil -

X(t) = &~ (1), x(T) = <"1 QM)

prilom A'l, 06'1 znamenajd inverzné funkcie vzhladom na A, ol o

Okrem toho rahko zistime, Ze funkcie X, x majui v intervaloch i, I
spoJité derivécie 3. rddu e prizerajic k vzorcu 98 (8) odvodime, Ze tieto funk-
cie vyhovuji nelinedrnym d. rovniciam 3. réddu

2 q(t) ©(b)

-{x, t} + QX)X

QUT) - '+ (B)

-{x, T} + q(x))':2
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Poznamenajme, %e rovnice (b), (B) méZu byt nahradené jedinou rovni-

cou

1 ' 1 o®
( " ) + Q(X) « X(t) = ( - ) + q(x) « x(T)
x (t) x (T)

v ktoreJ hodnoty t, T sidvisia navzdjom podla vzorcov: T = X(t) € I, ¢t =
= x(T) € i} pritom si bodkami oznadené derivécie podla T.

Pripojme teraz pozndmku o polohe intervalov i, I v intervaloch J,

Je
Oznadme 1 = (ay b'), I = (A", B") a dalej

= lim £ (t), ¢ = lim & (t); ¢y = 1lim A(T), C, = lim A(T)
t < a+ t+b- T A+ T+ B-

€1
limity méZu byt eventudlne nevlastné,

Zrejme platf: ¢,°'€ ¢, (C; €C,) alebo.c; > &, (C; >C,) podla
toho, &1 funkcia & (A) rastie alebo klesé4.

Polohy intervalov 1, I v intervaloch J, J 2zédvisia na vztahoch me-
dzi velilinami Cys» €, & Cl’ cz.

Vezmime do udvahy napr. pripad ¢y < ¢y Cy <.C2 a v8imnime si jedno-
tlivé moZnosti ¢y £$C,, ¢, & C,°
l1s ™1 2 » 2

lLahko zistime, Ze v pripade

o o) - 0

méme
1° a’>a, A" =4; 2°a" =8, A" =4; 3° a"=4a, A'>a
a podobne v pripade

o (3] - o

Je

L4 L4 L4

1° b =b, B<B; 2° b =b, B °=B; 3° b<b, B =B

Vidfme, %e vZdy bud splyvajd Tavé (pravé) konce intervalov i, J,
alebo Tavé (pravé) konce intervalov I, J; sd¥asne platf, Ze bud splyvajui
TYavé (pravé) konce intervalov I, J, alebo Yavé (pravé) konce intervalov i,J.

Ten isty vysledok dostaneme v pripade c; > ¢y, c]j> CZ' V pripa-
doch ¢; < ¢y, Cy > C, a ¢~ s €y € C, platf podobne:
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Vidy splyvaju bud lavé (pravé) konce intervalov 1, j, alebo pravé
(Tavé) konce intervalov I, J; sifasne platf, Ze splyvaji bud lavé (pravé) kon-
ce intervalov I, J, alebo pravé (Tavé) konce intervalov 1,j.

Tieto poznatky o polohe intervalov i, J v intervaloch I, J mdZeme
stru¥ne zhrnit tak, %e intervaly i, I vZdy sishajd (v predtym uvedenom zmys=-
le) ku koncom intervalov J, J. 2Zv1é3t podotknime, Ze vo zvld3tnych pripadoch
m8Ze interval 1 sblynﬁt 8 intervalom J a sifasne interval 1 s intervalom

J:i=3, I=2Jd.
Vrétme sa teraz k vzorcom (2). Vidime, Ze &asti integrélov y(t),
Y(T) (t € i, T € I) navzdjom sivisia podla vzorcov .

TP (1) P(t)
—_— Y (X (t)), Y(T) =EE
P (t) @ &)

ktoré mo%no pfsat (s prihliadnutim k (3), (4))v tvare
G (t)
VI (]

4 4 yG (T))
E \/ltrym = £ V]|®|
' V1x (D]

Za d&elom zjednoduSenia tychto vzorcov normujeme integrély y, Y tak,

4 4
fe ich nésobime konstantami € \/{% | ,E VIT| a pre normované integrély po-

uZijeme to isté oznafenie y, Y. Potom mOZeme uvedené vzorce zapisat takto:

P& (T)).y 6 @)

y(t) =€ E

4 4
e \VItlywry =\ ITI

Y(X (t)
[x7(t) |
. (5)
(T)
Y(T) = y(x )
[x (M|

M8Zeme ich vyjadrit tieZ Jed;nym vzorcom

4 4
Vil sy = V& | (5°)

pri%om hodnoty t, T 84 viazané vztshmi: t = x(T)€ i, T = X(t) € I.
Do31i sme k tomuto vysledku:

Ku kaZdej linedrneJ kore3pondencii medzi priestormi r , R existujd
navzdjom inverzné funkcie T = X(t), t = x(T), ktoré sd rie3eniami nelineérnych
d. rovnic 3. rédu (b), (B). Tieto funkcie sud definované rovnicou & (t) = A(T),
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pritom o , A znamenaji vhodné fdzy d. rovaic (a), (A), existuji v istych
intervaloch i ¢ j, I ¢J a vyznatujd sa tym, Ze navzdjom transformuji v zmys-
le vzorcov (5), resp. (5'),éasti kaZdgych dvoch odpovedajicich si a vhodne
norﬁovanjch integrélov y, ¥ d. rovanic (a), (A). Intervaly i, I, v ktorych
sd tieto %asti definované, siahaji (v popisanom zmysle) ku koncom intervalov j,
Jde

2. Uvedené dvahy vedid k vySetrovaniu nelinedrnych d. rovnfc 3. rédu
(b), (B), a to pre Yubovolné d. rovnice (a), (A) so spojitymi koeficientami
q, Q@ v intervaloch Jj, J. V tomto smere sa tu uspokojime s tvrdenim, Ze pla-
t1 tdto teoréma o existencii a Jednoznaénosti integrdlov d. rovanic (b), (B).

Nech to € J; X, € J, X; (# 0), X3 si lubovolné ¥isla. Potom existu-
je préve jeden integrédl X(t) d. rovnice (b), definoveny v istom intervale
i e j, ktory splna zaliato¥né podmienky

y XT(t)) = X5, X"(t)) = X3

X(ty) = X .

0

a je naj8ir3{ v tom zmysle, Ze kaZdy integrél d. rovnice (b), ktor§ splnuje
tie isté zaliato®né podmienky, je jeho &as*ou. Funkcia x(T) dinverznd vzhla=-
dom na X(t), definovand v intervale I = X(i), Je integrdlom d. rovnice (B).

Funkcia X transformuje Cast ka?dého integrdlu Y d. rovnice (A)
na dast istého integrdlu y 4. rovanice (a) a sulasne funkcia x transfor-
muje tuto &ast integrdlu y do spomfnanej Casti integrélu Y v zmysle vzor-
cov

Y® (t)
yit) =

t
R GRS

V1 x ol V1 mi

3. Predchédzajiice poznatky si zédkladom obsaZne; teorie transformécif
linedrnych d. rovnic 2. yédu. Této teoria pripusta poletné aplikdcie slasti
tieX v tedrii linedrnych d. rovnic vy33fch rédov.

(1‘.c> € i, TeI)

7v148t sa v rémci tejto tedrie transformécif dar{ riedenie otdzok toh-
to druhu:

Ndjdite v3etky lineédrne d. rovnice 2. rddu (a), ktorjch integrédly ma-
Ji vopred dané vlastnosti.

Ako ukéZku rieSenia takych problémov uréime vietky d. rovnice
y =alt) ¥y (a)

so spojitym koeficientom q v danom otvorenom intervale J = (a, b), ktorjch

kaZdy integrédl m& vYaro od daného &isla t, € J m(Z 0) alebo m + 1 korehov
> v

a vpravo od neho n (= O) alebo n + 1 korenov.

Nech je teda (8) 1linedrna d. rovnica, ktord mé uvedend vlastnoaf:
Vezmime do udvahy Tubovolny integrdl u tejto d. rovnice, ktory mg v

tfale t,..koren, takle u(t,) = 0. Lahko sa zistf (s pomocou vety o oddelo-
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vani korenov), Ze integrél u mé vIravo od &isla t° préve m a vpravo od ne-
ho préve n Lkorenov. Oznaime tieto korene

(3 <) t-m € eee £ t_l < to ‘tl € eoo <tn (< b) (6)

ZvoYme -Tubovolny dald{ integrél v d. rovnice (a), nezévisly na u,
napr. taky, Ze -w= vu'= uv’ > 0. Nech je o€ f4za integrédlov u, v, ktoréd
mé v &fsle t, hodnotu O.: & (t;) = O. Z predpokladu -w > O vychédza, Ze
fédza o rastie, tak¥e v &islach (6) mé hodnoty

-mt § se0ey -T,o,f,....,njt

Vidime, Ze &fsla ¢y = lim «(t), c, = 1limeC (t) vyhovuji nerovnostiam
t -+ a+ t-*b-

- (m+ 1) E.:cl<-mt;nf<c2§(n+l)2

Funkcia o (t) splnuje v intervale J, podla 98 (8), rovnicu

alt) = - {, t} - L28) (1)

Tym dochéddzame k poznatku, Ze v d. rovnici (a), majicej uvedenu
vlastnost, je funkcia q dand.vzorcom (7), prifom o je vhodnd funkcia v in-
tervale Jj, ktord v nom rastie, mé spojitu derivéciu 3. ré4du a okrem toho sa
vyznaduje tym, Ze o (to) =0 a

S 1m £(t) <-aT; al< 1im « (t) S (n+ )X

-(m+ 1T
’ t- a+ t - b-

Nech je teraz X Iubovolnd funkcia v intervale J, ktor4 tam m4
tie isté vlastnosti, aké sme prédve uviedli pre funkciu & , Op&t ozngéme ey =
= lim. X(t), cp = 1lim X(t); zrejme Je ¢y <c,
tdra+ t-»>b- ' .

Definujme funkciu gq vztahoﬁ

at) = - {x, t} -x2)

a vezmime do ﬁ;ahy d. rovnice
y* =aq(t) y (a)
I" =-X (A)

v intervaloch J = (a, b), J = (cg, ¢5).

PretoZe sin T, cos T sUd integrdly d. rovnice (A) a pretoZe
(vzhTadom na ‘definfciu funkcie q) Je X riedenim d. rovnice (b) prislud-
neJ k d. rovniciam (a), (A), si funkcie



- 199 -

sin X (%) . . cos X (t)
u(t) = o v(t) =

V x‘(t) 4x'(t) .

integrélmi d. rovnice (8) a sd 2rejme nezédvislé. LubovoIny integrél y ., de
rovnice (a) mé tvar '

1

V X“(t)

y(t) = Jpult) + ov(t) = {11 stn x(0) + 77, cos 102}

ciZe

ky

Py

y(t) sta {X(1) + 1, |

X°(t)

pridon ]"1, 3"2, ki, ky sd vhodné kon3tanty.

V pripade m 2 1 existuje vlavo od &fsla t, interval Lt'é‘ ,
t-tt+i) pre # =1, 2, ¢os, me V tomto intervale hodnoty funkcie X pre-
bieha ju interval'[-ﬂvx, -(H-l)‘f) a teda hodnoty funkeie X + k, interval
[- tbf-r ky, = (- 1) T+ kz), v ktorom le%{ préve jeden cely ndsobok &¢isla
T . v intervale [t_y' y t_ t""‘l) né teda integr4l y préve jeden koren.

Vidime, Ze v pripade m 2 0 mé integrél y vlavo od Z{sla t, pré-
ve m alebo m+ 1 korenov podla toho, &i mé alebo nemé koren v intervale
(a’ t_m)o

Podobne sa zist{, Ze integrdl y mé vpravo od &isla t, n alebo
n+ 1 korenov.

Tak sme prisli k tomuto vysledku:

VSetky d. rovnice (a), ktoré sa vyznaluji tym, Ze kaZdy integrél
wé vIavo od daného &fsla t € J m(2 0) alebo m + 1 korenov a vpravo od
neho n(2 O0) alebo n + 1 korenov, sd uriené vzorcom

a(t) = -{x, t} - x2w

pri¥om X Jje lubovolnd funkcia v intervale J, ktoréd v nom rastie, mé spoji-
td derivédciu 3. rédu a splnuje podmienky: '

X(t,) = 0; = (m + 1) X 2 1m X(t) <-m ‘R"—
’ t = at

nX<lim X(t) = (n+ 17
. t=+ b~

K tomuto vysledku po'znameua.jm’e., fe celkom podobne sa odvod{ této ve-
ta: ’
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VBetky d. rovnice (a), ktoré sa vyznaluji tym, Ze kady integrdl md
smerom k obidvom koncom intervalu J nekone&ne mnoho korenov, si dané vzorcom

alt) = =-{x, t} - x?)

pri%om X ~ je Yubovolné funkcia v intervale J, ktoréd v nom rastie, mé spo-
jitd derivéciu 3. rddu a je zdola i zhora neohranidené.

Kv81li udplnosti uvedme e3te tito vetu, ktorej dékaz je mélilko o0dlis-
ny od predchédzajiceho:

Vdetky d. rovnice (a), ktoré sa vyznaluji tym, Ze kaZdy integrél mé
v intervale J najviac jeden koren, sdi dané vzorcom

alt) = -{x, t)

prifom X Je Yubovolné funkcia v intervale Jj, ktoré v nom rastie, md spojitd
derivdciu 3. rd4du a v danom &isle t, € J splnuje podmienky s

X(t,) = 0, x‘(to) =1

99. Os8ciladndé vlilastnosti

V dalsom predpokladdme, Ze v d. rovnici
y' o=q(t) y (a)

je funkcia q s8pojitd v intervale (2, =), prim a Je dané Zifslo.

Nech y ITubovolny integrdl d. rovnice (a) (definovany v tomto inter-
vale).

Sd dve moZnosti: Bud existu e &1slo t, € (a, =» ) také, %e pre t Zt
Jje hodnota funkcie y stédle kladnd alebo stéle zédpornd, alebo také &{slo ne-
existuje.

0

V prvom pripade funkcia y nemd v intervale [to, <) korene. V dru-
hom pripade existuju ku kaZdému &1slu t, € (a,>=) ¢&1sla ty» ty, ktoré si
v#iSie neZ tog a také, Ze funkcia y v nich mé hodnoty opa&nych znamienok;
funkcia y mé& teda korene vgééie ako t, a 2 toho vyplyva, Ze mé& nekone&ne
mnoho korenov, ktoré sy vi&3ie ako lubovolné &1slo.

V prvom pripade hovorime, Ze pre ¢t == integrdl y neosciluje, v dru-

hom, Ze osciluje.

Z porovnédvacej teorémy vyplyva, Ze ak osciluje Jjediny integrél d. rov-
nice (a), potom oscilujd vdetky. M6Zeme teda d. rovnice tvaru (a) rozdelit
na neoscilujice, t.j. také, ktorych integrély neoscilujd, a oscilujice, ktorych
integrély oscilujd.
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Délefity Usek teorie linedrnych d. rovnic 2. rédu tvoria uvahy o tom,
za akych nutnych a postadujuicich podmienok, véésinou viak iba postadujicich,
d. rovanica (a) osciluje. V tomto smere bolo napfsanych mnoho desiatok préc
(porove M. R &b, Kriterien fiir die Oszillation der L3sungen der Diffe-
réntialgleichung [p(x)y’] + q(x) y = 0. Cas. pro pest. mat., 84 (1959), 335 =
370).

Tdto otédzka md dbleZity fyzikélny vyznam:

Nech sa po priamke p, na ktorej je vyznalend nulovd poloha O, po-
hybuje bod P tak, Ze jeho odchylka y(t) od miesta O (kladné vpravo a zépor-
né vlavo od O) splnuje v kaZdom okamZiku t d. rovnicu (a). Otézka, &i d.
rovinica (&) osciluje alebo nie, Je ekvivalentnd s tym, %i v dost dalekej bu~-
dicnosti bude bod P stdle kmitat okolo nuloveJ polohy, alebo &i sa eventuidl-
ne po koneZnom polte kmitov do nulovej polohy u% nevréati.

100, Uspokojime sa v tomto smere len s niekoIkymi najjednoduchdi-
mi kritériami,

1. Nech pre dost velké t "Je gq 2 0. Potom d. rovnica (a) neosci-
IUJeo

SkutoZne, nech je y Yubovolny integrédl d. rovnice (a). Funkcia
yy' mé derivéciu 'y'z + qyz. Vidime, %e pre dost velké t Je (yy')'t 0, tak-
Ye funkcia yy  neklesé. Teda, ak existuje koren t, funkecie y, Je y(t ) =
=0, ¥y (t ) # O. V pripsde Yy (t )> 0 méme v neJakom rydzom okol{ éisla t,
sprava. yy' > 0 a této nerovnoef plati pre vietky t > tor pretoZe funkcia -
¥y~ nekles4. Podobne v pripade Yy (t ) <0. Tak vychddza' y # 0 pre t > toye

. 2. Z porovnévacej teorémy vyplyva, Ze d. rovnica (a) osciluje, ked
qQ=q; &ad. rovanica yl = ql(t)yl osciluje. Specidlne d. rovnica osciluje,
ked pre dost velké t plati q s - a2 < 0, pritom a znamenéd nejakd od
nuly r8znu kon&tantu. ' _

3. D. rovnica (a) osciluje, ked platf 1lim q(t) <0, priébm ide
t >
0 limitu vlastad alebo nevlastnﬁ. To Je bezprostredny désledok predchédzaju-
ceho poznatku.

Priklsd. Besselova funkcia J, (t) vyhovuje a. rovnici
2

' d | ”
Y + (1= —)Y=0
t2

I o+

o

Funkcia y, (t) = Vt Jy (t) vyhovuje d. rovnici

1-4v9°

y == (1+ ) Y

4t°
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> )] = -1< 0, vidime, fe funkcia y,

PretoZe je 1lim [ - (1 +
t sow 4t

a teda tieZ J, osciluje.
4. D. rovnica (a) osciluje, ked pre dost velké t Je

1+d

q(t) s -
4 t°

pridom &1islo. 4‘Je > 0. Neosciluje, ked

1l

4 ¢2

up

q(t) < O

D8kaz. D.rovnica

&K
Y" = - Y (A)
t2

v ktorej o znamend kon3tantu, mé integrél

e 1l

Vt cos{ -K « ~ 1log t} , ked o € - =
4 4

Y(t) =

1l

2 1 ) 1

t + s = kéd &£ = - =~
4 4

1+d

df>»o, méd teda oscilujuci

)

. De rovnica (A), v ktorej o« = -
4

integrél a prvé &ast vety'vyplyva 2z porovnévace] ieorémy.

Ak plati predpoklad druhej %asti a osciluje d. rovnica (a), potom
podla porovnévacej teorémy osciluje i d. rovnica (A); to v3ak nie je moZné,

pretoZe integrdl Y(t) =Vt neosciluje.

5« Predpokladajme, Ze funkcia q Jje pre t>a zdporné, teda q<O0
a %e¢e mé spojitd derivéciu 2. réddu. .

Lahko ea zisti, %e ak y Jje integrédlom d. rovnice (a), -potom funkcia

y (t)

Y - q (t)

predstavuje integrédl d. rovnice

2 .
. 3 [q°(¢) 1 q" (t)
N {q 4 (q (t)) 2 q (t) }y (21
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D. rovnicu (al) _nazyvame prvou sprievodnou rovnicou vzhYadom na d.

rovnicu (a).

Napr. prvou sprievodnol rovnicou vzhladom na d. rovnicu pre Besselove
funkcie '

(1 1-4v2)
" % - +
Y > R

t

Je

: 2
==t * b
12 (t2 + 1 - 492)2

UkdZeme , Ze ak d. rovnica (a;) osciluje, potom to isté plati{ o d.
rovnici (a).

Skutolne, sk d. rovnica (al) osciluje, pétom derivécia y' ka%dého
rieSenia d. rovaice (a) osciluje. Aplikujic Rolleovu vetu na funkciu y°  a

JeJ Tubovolné dva susedné korene, vidime, %e aj rjedenie y d. rovnice fa)
osciluje.
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