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3.10.10. Kdyz g je antisymetricka kongruence na @ a n8které prvky
a, b ¢ @ majf horni hranici a — b, plati tyto vztahy:

1. gla — b) = ga n gb (pravé strana znadéi oviem prinik mnoZin
g, gb),
/‘2. g (a—b)>gla Vgl

4. O PERMUTACICH.
4.1. Definice.

Permutaci mnofiny G rozumime prosté zobrazent mnofiny G na sebe.
V tomto odstavci se omezime na avahy o permutacich koneéné mno-
ziny.

Necht tedy G znaéi libovolnou mnozinu o koneéném poétu » (= 1)
prvki. Z pfedpokladu, Ze mnozina G je koneénd, vyplyva, Ze kazdé prosté
zobrazeni p mnoziny @ do sebe jest jeji permutace. Nebof pak mnoZina
G a jeji Cast p@, skladajici se ze vSech obrazi v p jednotlivych prvkia
mnoziny @, jsou ekvivalentni mnozZiny a tedy, protoZe jsou konecné,
maji tyZ potet prvkid; odtud plyne G = pG a tato rovnost vyjadiuje, ze
kazdy prvek mnoZiny G mé v zobrazeni p vzor, takZe p je zobrazeni
mnoziny @ na sebe.

Prvky mnozZiny @ si myslime oznadeny pismeny a, b, ..., m. Ke kazdé
permutaci p mnoziny G miZeme pak jednozna¢né prifaditi symbol

tvaru
ab ...m
a*b* ... m*)

pii emz a*, b*, ..., m* jsou pismena, jimiZ jsou oznadeny prvky pa,
pb, ..., pm; pod kazdym pismenem v prvnim fddku stoji tedy v druhém
¥adku pismeno oznadujicf obraz toho prvku v permutaci p. Protoze
PG = @, jsou a*, b*, ..., m* opét pismena a, b, ..., m napsans v jistém
pofadi. Naopak, kazdym symbolem toho tvaru, v némz a*, b*, ...,
m* jsou opét pismena a, b, ..., m napsani v jistém poiadi, je dina
jistd permutace mnoziny @, kterd kaZzdy prvek v prvnim fadku zobrazi
na prvek, stojici pod nim v druhém radku. Vsimnéme si, Ze tutéz per-

o

mutaci p miZeme podobné vyjadiiti i jinymi symboly, z nichz kazdy
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obdrzime, kdy% pismena a, b, ..., m napifeme v prvnim fddku v néja-
kém jiném poiadi a pod kazdé z nich napifeme totéZ pismeno jako
d¥ive. Zejména jest ovSem identické zobrazeni mnoziny G permutaci

mnoziny G a nazyvéa se tdentickd permutace; jeji symbol je (Z z ::)
ba...m

nebo kterykoli z jinych symboli, jako na pf. (b .. m

), atp.

4.2. Piiklady permutaci.

Uvedeme nejprve nékolik jednoduchych piikladi permutaci mnoZzin
on=1,2, 3,4 prvcich.

4.2.1. » = 1. Necht @ znaéi mnoZinu, kterd se skladd z jediného
bodu a v roving. V tomto piipadé existuje oviem pravé jenom jedna

permutace mnoziny @, a to permutace identicks (Z).

4.2.2. n = 2. Necht G znaéf mnoZinu skladajici se z nékterych dvou
bodt v roviné: a, b. Kdyz body a, b otoéime v roviné v jednom anebo
v druhém sméru okolo stfedu Gse¢ky o koncovych bodech a, b o néjaky
Ghel & (viz obr. 6), pak bod a pFejde do jistého bodu a’ a bod b do b,
a mame prosté zobrazenf mnoZiny G na mnozinu {a’, b'}. Kdy% &« mé&¥f
0°,180°, je mnozina {a’, b’} identic-
k4 s mnoZinou G, a mame tyto per-

. _[ab) [ab
mutace mnoz%ny G: (a b)’ (b a)'

Obr. 6.
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4.2.3. n = 3. Necht @ znad¢i mnozinu tif bodt v roviné: a, b, ¢, tvo-
ficich vrcholy rovnostranného trojuhelnika. Kdyz body a, b, ¢ otoéime
v roviné v jednom anebo v druhém sméru okolo stfedu trojuhelnika
o vrcholech a, b, ¢ 0 néjaky thel « (viz obr. 7), pak bod a piejde do
jistého bodu a’, bod b do b’ a bod ¢ do ¢’, a mame prosté zobrazeni mno-
#iny @ na mno#inu {a’, b', ¢'}. KdyZz « mé¥if 0°, 120°, 240°, pak je mnozi-
na {a’, b’, ¢’} identickd s mnoZinou @, a madme tyto permutace mnoZiny

abc\ fabc\ [abc . " " y
G- (a b c)’ (b . a,)’ (c a b)' Dalsi permutace mnoziny @ obdrzime, kdyz

k bodim a, b, ¢ pfifadime body soumérné polozené vzhledem k nékteré
ose soumérnosti trojihelnika o vreholech a, b, ¢. Tento trojihelnik mé
celkem t¥i osy soumérnosti, z nichz kazda prochazi jednim vrcholem
a puli protéjsi stranu. Pritadime-li ke kazdému bodu a, b, ¢ bod sou-
mérné polozeny vzhledem k ose soumérnosti, kterd prochéazi vrcholem

., . [abc ¥ ur wr
a, obdrzime permutaci (acb); podobné obdrzime dalsi permutace

b . e a1y
(Z b ;), (ZZ z) Nasli jsme tedy v tomto pripadé celkem 6 permutaci,

a to: b

abc\ [abc) [abce /.V,"\' b
abel \becaf \cabd) EA W .

abe\ [abc\ [abe /_/"'\,\ | './\/"
achl \cbal \bac) A S 2

424, n = 4. Necht nyni ~ £--f-_._ N[ /4 .
@ znadi mnozinu ¢tyl boda \, 7T\ -
v roving, a, b, ¢, d, tvoricich N (1IN e
vrcholy &tverce. Otodime-li N | N
body a, b, ¢, d vrovind v jed- \ N ) ~
nom anebo ve druhém smé- " S | -
ru okolo stfedu c¢tverce o
vrcholech a, b, ¢, d o néjaky i’
thel « (viz obr. 8), pak opét Obr. 8.
obdrzime prosté zobrazeni
mnoziny G na mno%inu jistych bod@ v roviné a’,b’,¢', d’, a je-li
o = 0°,90°, 180°, 270°, obdrzime tyto permutace mnoZiny G:

QP

]
1
]
I
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Q
<
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abcd\ fabec abcd\ [abcd

(abcd)’ (bcdi)’ (cda,b)’ (dabc)'
Dalsf permutace mnoziny @ opét najdeme, kdyz k bodim a, b, ¢, d
prifadime body soumérné polozené vzhledem k nékteré ose soumér-
nosti ¢tverce o vrcholech a, b, ¢, d. Tento ¢tverec ma celkem Gty¥i osy
soumsérnosti, z nichZz dvé prochazeji vidy dvéma protéjiimi vrcholy
a dvé puli vidy dvé protéjii strany. Prifadime-li ke kazdému bodu
a, b, c,d bod soumérné poloZeny vzhledem k ose soumsérnosti, kters

prochézi vreholy a, ¢, obdrzime permutaci : 3

dalsf permutace (a be d), (a be d), (a, bo d). Nasli jsme tedy v tomto

ch ; podobné obdriime

cbad] \badc) \dcba
piipadé 8 permutaci, a to:

abcd\ [abcd\ [abcd\ [fabcd

abcecdl bcda} cdab) \dabc)

abcd\ fabcd\ [abcd\ [abcd

adcb) \cbad) \badc) \dcbal
4.3. Podet permutaci.

Vratme se nyni k Gvahdm o permutacich na libovolné mnoziné @,
kterd mé n (= 1) prvki a, b, ..., m.

Kolik je celkem permutaci mnoziny G? Abychom na tuto otidzku
odpovédéli, uvazme, e v libovolné permutaci p mnoziny G se zobrazf
prvek a na jisty prvek pa mnoZiny G; kdyz n > 1, zobrazi se dile prvek
b na jisty prvek pb, rizny od pa, a podobnsé se zobrazi prvek ¢ na jisty
prvek pc, rizny od pa, pb, atd., a prvek m se zobrazi na jisty prvek pm,
riizny od pfedchazejicich prvku pa, pb, pc, ... Naopak, kdyZ k prvku a
prifadime kterykoli prvek a* ¢ G a dale, v pi¥ipadé n > 1, k prvku b
kterykoli prvek b* € G, rizny od a*, a podobné k prvku ¢ kterykoli
prvek c* e G, rizny od a*, b*, atd., a k prvku m prvek m* € G, rizny
od predchazejicich prvkd a*, b*, c*, ..., obdriime jistou permutaci

Z* :* Z* 'rmn*) mnoziny G. Permutaci mno%iny G je tedy pravé tolik,

kolik je moZnosti takovych p¥ifazeni. AvSak k prvku a miiZeme p¥i-
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fadit néktery prvek a* e G celkem % zplisoby, a to tak, Ze jednou
k nému ptifadime prvek a, po druhé prvek b, atd., a po n-té prvek m;
v piipadé » > 1 muzeme dale pfifaditi k prvku b néktery prvek
b* € G, rizny od a*, celkem n — 1 zpisoby a podobnd k prvku ¢ né-
ktery prvek c* e G, rizny od a*, b*, celkem n — 2 zplsoby, atd.,
a k prvku m mizeme p¥ifadit prvek m* e @, rizny od a*, b*, c*, ...,
pravé jenom jednim zptisobem. Vychézi tedy celkem n(n —1).
. (n — 2) ... 1 moZnosti a odpovéd na hofejsi otdzku zni, Ze je celkem
1.2.3...n permutaci mnofiny G. Obvykle se toto &islo oznacuje
symbolem n!, jak ostatné vime z gymnasia. Na p¥. kazdd mnozina
on=1,23,4,5,6,7,8,9,10 prveich mé celkem n!=1, 2, 6, 24,
120, 720, 5 040, 40 320, 362 880, 3 628 800 permutaci. Permutace, které
jsme mnagli v hofejsich pifkladech 1, 2,3 bodi v roviné jsou tedy
v8echny, kdeito v pripadé 4 bodid v roviné existuje vedle nalezenych
8 permutaci jeSté 2 . 8 dalsich.

4.4 Vlastnosti permutaci.

4.4.1. Inversni permutace. UvaZujme nyni podrobnéji o vlastnostech
permutaci! Necht p znaéi libovolnou permutaci mnoziny G. Protoze p
je prosté zobrazeni, existuje inversni permutace p—! vzhledem k p
mnoziny @. Snadno si ujasnime, %e symbol permutace p—* obdrzime,
kdyz v symbolu permutace p vyménime oba fadky. Na pf. permutace
inversni vzhledem k hofejiim 8 permutacim éty¥ bodd v roviné jsou po

pofadku tyto:
abcd\ [abcd\ [abcd\ [abcd
abed) \dabe) \cdabd) \bcda)
abcd\ fabcd\ [abcd\ [abcd
adcb) \cbad) \badc) \dcba)

4.4.2. Invariantni proky. Libovolny prvek x € G se zobrazi v permu-
taci p na jisty prvek pz, ktery je totoiny, mebo neni, s prvkem x
nastane-li pront pfipad, px = x, pak pravime, Ze permutace p nechdvd
prvek x beze zmény, neboli Ze prvek « je v permutaci p invarianini. Je
z¥ejmsé, %e permutace p a permutace inversni p—1 nechavaji beze zmény
tytéz prvky mnoziny G. Na pf. hofejii permutace ¢tyf bodi v roviné
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nechévaji beze zmény tyto prvky: a, b, ¢, d; %idny; Zidny; Z4dny;
a, ¢; b, d; zadny; Zadny.

4.4.3. Cyklické permutace. Libovolny prvek x e G a permutace p
jednoznaéné urcuji fadu prvka v G: z, pz, p(px), p(p(p2)), ..., v niZ
kazdy, druhym poéinajic, je obrazem v permutaci p prvku predchéze-
jiciho. Misto z, px piSeme nékdy p°z, p'x a pro struénost misto p(px),
p(p(px)), ... piSeme zpravidla p%x, p3z, ...

Permutace p se nazyjvd cyklickd, kdyZ existuje prvek x € G a pfirozené
&islo k takové, Ze v fadé proki x, px, p*x, pi, ..., p¥—1x nejsou Zddné dva
proky totoiné, ale obraz p*x proku p*—1x jest opét prvek x, a kdyé mimo to
jsou vdechny ostatni proky mmoZiny G, jsou-li jaké, v permutaci p inva-
riantni. Podrobnéji pak permutaci p popisujeme ndzvem: cyklickd
permutace vzhledem k prvkim z, pz, p2, ..., p*—1u.

Uspofddand skupina proke z, px, pPx, ..., p¥~1x se nazgvd cyklus
permutace p, podrobnéji: k-lenny cyklus anebo k-cyklus. Kdyz zejmé-
na k= n, t. j. kdyf kaZdy prvek mnofiny G leét v cyklu permutace p,
pravime, Ze p je ryzi cyklickd permutace.

Predpoklddejme, Ze permutace p je cyklickd vzhledem k prvkam
z, px, p%x, .. , p*~1x. Pak permutaci p vyjadiujeme obvykle jedno-
dussim symbolem, a to tim, Ze pismena oznacujici prvky z, pz, p*z, ...,
P~z napiSeme v tomto pofadi vedle sebe do zavorek. Permutace
inversni p—1 vzhledem k p zobrazi kazdy prvek fady =z, pz, p*z, ...,
p*~ 1z, kromé prvniho, na prvek pfedchizejici, prvek x na prvek p*—1x
a ostatni prvky mnoziny @, jsou-li jaké, nechava beze zmény; permu-
tace p~1 je tedy cyklickd vzhledem k prvkim p¢-lz, ..., p%x, px, x.
Zmdnime-li eventudlné oznadeni prvkt mnoziny @ tak, Ze prvek z
oznadime a, prvek px pismenem b, prvek p%x pismenem c, atd., prvek
p¥—1x pismenem j, a ostatni prvky mnoziny @, jsou-li jaké, oznacime
libovolné zbyvajicimi pismeny, vypada zjednodufeny symbol permu-
tace p takto: (a, b, c, ..., ). Je zfejmé, Ze permutaci p mizeme rovnéz
vyjadFiti kterymkoli dalsim symbolem (b,c,...,7,a), (c,..., ], a, d),
atd., celkem tedy k zptsoby. Symbol inversni permutace p~! je pak
na pf. (4,...,¢, b, a).

Nejjednodussi cyklické permutace jsou cyklické permutace vzhle-
dem k jedinému prvku; z hotejsf definice cyklické permutace plyne, Ze
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kazds cyklicks permutaee mnoziny @ vzhledem k jedinému prvku jest
identicka permutace mnoziny @; takze identickou permutaci mnoziny
G miZeme vyjadiit kterymkoli symbolem (a), (b), ..., (m).

Ka%dd cyklickd permutace mnozmy G vzhledem ke dvéma prokam se
nazyvd transposice.

Na p¥. v hofejsich prikladech permutaci mnoziny n =1, 2, 3, 4,
bodit v roving mame tyto cyklické permutace: V p¥ipads n ='1: (a);
v piipadé n = 2: (a), (a, b); v ptipadé n = 3: {a), (a, b), (a, c), (b,¢c),
(a, b, ¢), (a, ¢, b); v p¥padé n = 4: (a), (a,¢), (b, d), (a, b, ¢, d), (a, d, ¢, b).

4.4.4. Invariantni podmnofiny a rozklady. Necht nyni p opét znadf
libovolnou permutaci mnoziny G. Libovolnd neprazdnéd podmnozina
A c @ se zobrazi v roz¥ffeném zobrazeni p na jistou podmnozinu
pA c G, kters je nebo neni ¢4stf ‘podmnoziny 4. Kdy# nastane prvnf
p¥ipad pA c A, pak je nutné pA = A, nebot podle definice ¢4steéného
zobrazeni pT méme pA = p4A4, a protoZe ddstetné zobrazeni p4, ja-
ko#to prosté zobrazeni konetné mnoziny 4 do sebe, je permutaci
mnoziny 4, méme déle psd = A.

-V pfipc 1, e pA = A, pravime, fe permutace .p nechdvd pod;
mnoinu A beze zmény; anebo Ze podmnofina A . je v permutaci p
tnvariantng.

- Zejména je  podmnogina A v permutaci p .invariantni, kdyz
kazdy jeji prvek je v/ p invariantni: Je ziejmé, ze kdyz permutace p
nechéva podmnoZinu A4 beze zmény, pak totéz plati o inversni permu-
taci p~1. Na pi. hofejsf permutace ¢ty bodd v roviné nechivaji beze
zmény tyto vlastni podmnoziny v mnoziné bedi a, b, ¢, d: viechny;
zéddnou; {a, c}, {b, d}; Zadnou; {a}, {c}, {b,d}; {b}, {d}, {a,c}; {a, b},
'{c d}, {a, d}, {b, c}. V&imnéme si, %e je-li p cyklicks permutace (a, b,
¢, ..., 7), pak kazdd podmnozina 4 c G, kterd obsahuje prvky a, b,
¢, ..., J, je v p invariantni a ddstednd permutace p4 je také cyklickd
a mé tyz symbol (a, b, c, ..., j).

Necht G = {a, b, . m} znadi néjaky rozklad mhoZiny G. Kdyé se
rozklad G - vyznaduje tim e v rozéifeném zobrazeni p obraz ka%dého
proku v G jest opét prokem rozkladu @, pravime, Ze permutace p nechdvd
rozklad G beze zmény, anebo Ze rozklad @ je v permutaci P invarianini.
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Snadno si ujasnime, ¥e kdy# permutace p nechévé rozklad G beze
zmény, pak totéz plati o inversni permutaci p—1.

UvaZujme zejména o p¥padu, ¥e kazdy prvek rozkladu @ je v per-
mutaci p invariantni, takie pa = @, pb =b,..., pm = m. V tomto
piipadé &asteéné zobrazeni pz, uréené permutaci p kaZdého prvku
e @ je opét permutaci prvku . Témito édstednymi permutacems pz, ps, . . .,
P je permutace p jednoznacné vytvorena, a to v tom smyslu, Ze obraz
libovolného prvku x € G v permutaci p je ty% jako v éasteéné permutaci
pz onoho prvku z € G, v ném# prvek z le#f. V inversni permutaci p—2
je rovnés kazdy prvek rozkladu @ invariantni a permutace p—1 je vy-
tvofena inversnimi permutacemi p;'l, ps Y ..., P . Zvolime-li na-
opak na mnoziné G libovolny rozklad G = {a, b, ..., m} a na ka¥dém
jeho prvku z libovolnou permutaci pz a definujeme-li na mnozing @&
permutaci p tim zptisobem, Ze ke kazdému prvku z € G pfifadime jeho
obraz v permutaci p; onoho prvku z € G, v ném# prvek z lezf, pak kazdy
prvek rozkladu G je v permutaci p invariantni a pg, p;, ..., Pm jsou
vytvoiujici ¢asteéné permutace této permutace p.

4.4.56. Vytvofeni permutaci ryzims cyklickymi permutacemi. Nyni
ukézeme, Ze libovolnd permutace p kaZdé mnoZiny G o n (= 1) procich
je vytvorena konednym poctem ryzich cyklickych permutaci, jinymi slovy,
%e existuje rozklad @ = {@, b, ..., m} mnoziny @ takovy, %e kazdy jeho
prvek a, b, ..., m je v permutaci p invariantni a ¢dsteéné permutace
Pi, P, - -, Pm jsou ryz{ cyklické permutace prvki a, b, ..., m.

K dikazu pouZijeme methody tplné indukce.*) Nase tvrzeni je
spravné, kdyz n = 1, nebot v tom piipadé je p identickd permutace
mnoziny G a nejvétsi rozklad mnoZiny G ma onu vlastnost. Zbyvé tedy

*) Methoda tplné indukce se zakldda na této véts: Kdy% ke kaZdému pFiroze-
nému islu n je pFifazen néjaky vijrok gn a tyto vyroky jsou toho druhu, Ze: 1. vyrok:
g1 je sprdvny, 2. pro ka%dé n > 1, pro které jsou sprdvné vyroky gl, ..., g(n — 1),
je sprdvny 1 vyrok gn, pak véechny vyroky jsou sprdvné. Skuteéns, v opaéném pif-
padd jsou nespravné vyroky piifazeny k jistym pfirozenym &islim a jedno
z nich, oznaéme je m, je nejmensi. Podle pfedpokladu 1. je m > 1; podle definice
&sla m jsou vyroky gl, ..., g(m — 1) spravné, kde¥to vyrok gm je nespravny,
ale to odporuje ptedpokladu 2.

Podobn4 vita plati v piipads, %e jde o vyroky pfifazené k celym &fslim, kters
jsou vétsi neba rovna ndjakému celému éfslu k.
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ukézat, e plati-li nafe tvrzeni o kazdé mnoZiné, kterd ma nejvyse
n — 1 prvkd, kde n znadi nékteré pfirozené &fslo > 1, pak plati také
o kazdé mnozing, ktera ma »n prvki. Necht tedy G znaéi néjakou mno-
Zinu skladajici se z » prvka a p néjakou permutaci mnoziny @. Necht
dale a znaéf libovolny prvek v G. Uvazujme o fadé prvki a, pa, pa, ...,
p"a mnoziny G, z nich% kazdy nasledujici jest obrazem v permutaci p
prvku pfedchazejictho. Téchto prvki je n 4+ 1 a odtud plyne, Ze alespott
jeden prvek se v ni vyskytne alespoii dvakrate. Postupujeme-li tedy
v na&f fadé od prvniho prvku a vidy k prvku néasledujicimu, pfijdeme
PO Prvé:

1. k jistému prvku pia, kde j znaéi ngkteré &éislo 0, ..., n — 1, ktery
se vyznaduje tim, Ze se mezi prvky pitia, ..., pra vyskytne jests ale-
spoii jednou;

2. k prvku p’t*a, kde k je nékteré &islo 1,...,n — j, ktery je to-
toiny s prvkem pla, takie pia = p/tta.

Neni-li p/a hned prvni prvek a, t. j. jestliZe j > 0, pak se oba prvky
pi-la, pit*—1g zobrazi v permutaci p na tyz prvek pla a tedy plati
rovnost pi—la = pi+*¥—1g, nebof p je zobrazeni prosté; ale to nenf
mozné, protoZe prvek pla se vyznaduje vlastnosti, Ze v nasf radé
a, pa, p'a, ..., p*a neni pfed nim prvku vyskytujictho se pak jesté
jednou, kdeZto z hofej$i rovnosti vyplyvé, Ze takovym prvkem je
pi=1a. Tim je zji¥t&€no, Ze § = 0. Podle definice &isla £ médme p*a = a,
ale Zadny prvek pa, ..., p*~la neni prvek a. Jsou-li nékteré dva
z prvki a, pa, ..., p¥~1a stejné, t.j. plati-li pro nékters celd ¢fsla 7, s,
vyhovujici nerovnostem 0 < r < 8 < k — 1, rovnost p'a = p%a, pak
odtud plyne p*—*(pra) = p*—*(p%a), t. j. p*—*+'a = p*a = a; tato rovnost
ale odporuje tomu, %e Zadny z prvki pa, ..., p*~'a neni prvek a,
nebot 1< k—s+r<k—1, a tedy prvek p*~*tfa jest jednim
z nich. Tim je zji¥téno, %e #4dné dva prvky a, pa, ..., p*~la ne-
jsou stejné.

Necht @ znaéf mnoZinu prvki a, pa, ..., p*~la. Vidime, Ze pod-
mnozina a c G je v permutaci p invariantni a Ze édsteénd permutace p;
je ryzi cyklickd permutace této mnoziny. Jestlize k = n, t. j. plati-li
a =G, pak p; = p a nejvétsf rozklad mnoZiny @ mé vlastnost,
o kterou jde. UvaZujme tedy o piipadu k < n. V tomto piipadé jsou
v mnoZiné G kromé prvki a, pa, ..., p*~la jedté daldi prvky, jejicht
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polet je nejvyse n — 1; mnozinu téchto prvkt oznaéme H. V &isted-
ném zobrazeni pg jest obraz kazdého prvku z € H opét prvek v H,
nebot v opaéném piipadé plati rovnost px = pla, kde [ znadi nékters
&slo 0, ..., k — 1, a odtud plyne z = p'~1a, je-li I > 0, a x = p*—la,
je-li I = 0; ale to v obou pifpadech odporuje pfedpokladu = ¢ H. Per-
mutace pg je tedy zobrazeni mnoziny H do sebe, a proto¥e je prosté
a mnoZina H ma jenom koneény poéet prvkd, je pg permutace mno-
ziny H. Plati-li naSe tvrzeni o kaZdé mnozing, kterd mé nejvyse
n — 1 prvkd, pak existuje rozklad H = {b, ..., m} mnoziny H takovy,
ze kaZdy jeho prvek je v permutaci py invariantni a ¢dste¢né permu-
tace prvki b, ..., m, uréené permutaci p, jsou ryzi cyklické permutace.
Protoze permutace pazobrazuje kazdy prvek mnoziny H na tyz prvek
jako permutace p, jsou CasteCtna zobrazeni pg, ..., pm prvkﬁg
urdend permutaci p, pravé tyto ryzi cyklické permutace Systém mno-
#in G = {a, b, . m} je zfejmé rozklad mnoziny @ a vidime, Ze kazdy
jeho prvek a, b , M je v permutaei p invariantn{ a %e édstetné per-
mutace Pz, P, - - - pz jsou ryzi cyklické permutace prvka a, b, ..., m.
Tim je dikaz nasf véty proveden. ' '

4.4.6. Zpusob k wréent ryzich cyklickych permutact vytvorujicich danow
permutaci. Kdyz je déna néjakd permutace p mnoZiny @ o » > 1
prveich, obdrzime ryzi cyklické permutace, které ji vytvoruji, takto:
Vychazejice od libovolného prvku a e G, uréime nejprve cyklus a, pa,
.y P¥~a; pak, je-li k < m, zvolime libovolny prvek b € ¢, ktery neni
v tomto cykli, a uréime daldf cyklus b, pb, ..., p'~1b; déle, je-li k 4
+ I < m, zvolime libovolny prvek ¢ € G, ktery neni v zddném pFedché-
zejicim cyklu, uréime cyklus zaéinajici prvkem c, a timto zpisobem
pokradujeme. Permutaci p vyjadiujeme pak tim, Ze v néjakém po-
fadi napifeme vedle sebe zjednoduSené symboly jednotlivych ryzich
cyklickych permutaci, které ji vytvorujf. Z takového vyjadieni obdr-
Zime pak vyjadieni inversnf permutace p~* tim zpisobem, Ze v kazdém
cyklu obritime] po¥adi jednotlivych pismen. Na p¥. hofejsi permutace
mnoziny n = 1, 2, 3, 4 bodt v roving jsou vytvofeny ryzimi cyklickymi
permutacemi takto: V piipadé n = 1: (a); v p¥ipadé n = 2: (a)(b),
(a, b); v piipadé n = 3: (a)(b)(c), (a, b, ¢), (a, ¢, b), (a)(@, c), (@, c)(b),
{a, b)(c); v ptipadé n = 4: (a)(b)(c)(d), (a, b, ¢, d), (a, c)(b, d), (a,d, ¢, b),
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(@)(c)(d, d), (a, c)(b)(d), (a,b)(c,d), (a,d)d,c). Inversni permutace
vzhledem k témto jsou vyjadieny takto: V pi¥ipadé n = 1: (a); v p¥i-
padé n = 2: (a)(b), (a, b); v ptipadé n = 3: (a)(b)(c), (c, b, a), (b, ¢, a),
(a)(®, c), (a,c)(b), (a,d)(c); v piipadé n = 4: (a)(b)(c)(d), (d,¢c, b, a),
(a, 0)(b, @), (b, ¢c,d,a), (a)(c)b,d), (a,c)®)(d), (a,B)(c,d), (a,d)®,c).

- 4.5.:Sklddani permutaci.

4.5.1. Pojem skldddni permutaci. Permutace mnoziny G mizeme
oviem sklddati podlé pravidla o sklddan{ zobrazeni. Necht p, q znaii
libovolné permutace mnoZiny G. Zobrazeni sloZené qp z permutaci
P, q jest opét permutace mnoziny G. Symbol permutace qp obdriime,
kdy% pod ka%dé pismeno x, oznadujici néktery prvek mnoziny @, na-
piSeme pismeno prvku q(pz). Mame-li permutace p, q, vyjadieny
obvyklymi dvoufddkovymi symboly, vyhleddme pismeno prvku
q(px) takto: Vyhleddme nejprve pismeno prvku pz stojici v symbolu
permutace p pod pismenem x a pak. pismeno prvku q(px), které stoji
v symbolu permutace q pod pismenem prvku pz. KdyZz na pi. n =.3

a permutace p, q jsou dany symboly (Z:;), (Z 2 Z)’ pak symbol permu-

tace qp je (Z II: :) Podobné postupujeme, kdyz méme permutace p, q

\%yjédi"eny ryzimi cyklickymi ﬁérxﬁlitaceﬁli, které je vytvoi"ﬁji. Na, -pi""_.
kdyZ opét n = 3 a permutace p, q jsou diny symboly (a, b, ¢), (a)(b, c),
je permutace qp vyjidfena symbolem (g, c)(b).

4.5.2. Permutace vzdjemné zaménitelné. Viimnéme si, e vysledek slo-
¥enf dvou permutaci mnoZiny G miZe zéviseti na pofadi, v jakém je
slozime, t. j. permutace qp sloZend z permutaci p, § mize byti riizni od
permutace pq slozené z permutaci q, p. Tak na p¥. v hofejsim piikla-
déje qp + pq, nebot permutace qp je cyklickd permutace (a, ¢), kdezto
permutace pq je (a, d). Jsou-li permutace p, q ve vzdjemném vztahu
daném tim, Ze vysledek jejich sloZeni mezdvisi ma pofadi, t. §. plati-li
qp = Pq, pak se nazyvaji vzdjemné zaménitelné neboli vzdjemné komu-
tativnt. Na pf.identickd permutace mnoziny G je zaménitelns s kaz-
dou jinou permutaci mnoZiny G.
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4.6.3. Asociativni zdkon o skliddni permutaci. Pro ka%dé permu-
tace p, q, r mnoZiny G plati oviem asociativni zdkon

r(gp) = (rq)p,
a permutace mnoZiny @ vyskytujici se na obou stranach této rovnosti
oznadujeme struénéji symbolem rgp.

4.5.4. Permutace inversni vzhledem k slofené permutaci. Pomoci aso-
ciativnfho zdkona snadno ukdzeme, Ze permutace inversni vzhledem ke
sloZené permutaci qp je permutace p~1q-1, t. j. Ze plati rovnost

(gp)~t = p~q~L.

Skuteéns, necht « znadf libovolny prvek mnoZiny G. Podle vyznamu
permutace p—1q—1 a podle asociativniho zédkona plati (p—1q—1)(qpz) =
= p~1(q~qpx)) = p~1((q7'q)px) ja dile méme p~((q~Iq)pz) =
= p~(e(pz)) = p~I((ep)r) = p~(pz) = (p~'p)x = ex = =z, pii tem%
e znadf identickou permutaci mnoZiny @. Vychézi tedy, Ze permutace
p~1q—1 zobrazuje prvek qpxz na prvek z, a tim je platnost naseho
tvrzeni dokazéana,.

4.6. Cvideni.

4.6.1. Vymyslete pifiklad prostého zobrazenf nekoneéné mnoZiny
(na pf. mnoZiny viech pfirozenych ¢&fsel) do sebe, které nenf permu-
taci! '

, 4.6.2. Napiste symboly vSech permutaci mnoziny sklddajici se ze
$ty¥ prvki a jednotlivé permutace vyjidfete ryzimi cyklickymi per-
mutacemi! , »

4.6.3. Uvedte ndjaké pravidlo, podle ndhoZ budete postupovati p¥i
sepisovani symbolit vSech permutaci libovolné mnoZiny o n (= 1)
prveich, abyste na nékterou nezapomnsli!

4.6.4. Pravidelny n-thelnik (n > 3) v roviné mé celkem n os sou-
m¥rnosti. Otodeni vrcholi okolo stfedu n-Ghelnfka o thly mé¥icf 0°,

(if_ii)_) , (2 . —%-6—(1), cee (n —1. —26—9-) a piifazeni k vrcholim vrchold

n n

soumérné poloZenych vzhledem k jednotlivym osim soumé&rnosti
uréuje celkem 2n permutaci mnoziny vrchol; oznaéme pro okamzik
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mnozinu téchto permutaci M,. DokaZte, Ze mnoZina M, ma tyto vlast-
nosti: 1. Kdyz p € M,, q ¢ M,, pak také qp ¢ M,; 2. e e M,; 3. kdyZ
P € M, pak také p—1 ¢ M,

4.6.5. Kazdé dvé cyklické permutace kazdé mnoZiny o n (= 1)
prveich, jejichZ cykly nemajf spoleénych prvki, jsou zaménitelné.

II. GRUPOIDY.
5. OINASOBENI V MNOZINE.

b.1. Pojem nasobenf v mno%iné.

Ndsobenim v mnofiné G rozumime néjaké pravidlo, jimZ je ke kaZdé
uspofddané dvojici prokt a,b e @ jednoznaéné pfifazen opét néktery
prvek ¢ € G. Tento prvek c se nazyvé souéin proku a 8 prvkem b a znadi
se symbolem a.b nebo kratéeji ab. Z téchto definic je z¥ejmé, Ze slovo
nisobeni jest jenom nazev pro néjaké pravidlo, podrobnéji popsané
v nadf definici, a e v konkretnich pfipadech nemusi miti nic spoled-
ného s pojmem aritmetického nisobeni, které znime z obecné Skoly;
podobné pozndmka platf oviem o souéinu & o symbolech a.b, ab.
V jakém smyslu zobeciiuje pojem nésobeni v mnoZiné @ pojem zobra-
zeni mnoZiny @ do sebe, na to odpovéd plyne snadno z porovnini obou
definic: Kazdé zobrazeni mnoziny G do sebe pFifazuje jednoznaénd ke
kazdému prvku v @ opét néjaky prvek v G; kazdé nisobeni v mnoZing
G ptifazuje jednoznaénd ke kazdé usporadané dvojici prvki v @ opét
néjaky prvek v G. JestliZe je ddno nasobeni v mnoziné @, pak je zejmé-
na jednoznaéné urden soudin kazdého prvku a € G opét s prvkem a;
misto aa piseme nékdy struénéji a?.

b.2. Nisobeni abelovské.

Nasobeni v mnoZiné G muze miti zvlastni vlastnosti. Tak na piiklad
nen{ nasf definicf vylouceno, Ze nédsobeni pfifazuje k nékterym dvéma
opaténé uspofddanym dvojicim prvki v G dva rizné prvky, takie se
miuZe stati, Ze soutin nékterého prvku a s nékterym prvkem b je rizny
od soudinu prvku b s prvkem a, t. j. ab = ba.
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