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mnozinu téchto permutaci M,. DokaZte, Ze mnoZina M, ma tyto vlast-
nosti: 1. Kdy% p e M, q € M, pak také qp € M,; 2. e e M,; 3. kdyZ
P € M, pak také p—1 ¢ M,

4.6.5. Kazdé dvé cyklické permutace kazdé mnoZiny o n (= 1)
prveich, jejichZ cykly nemajf spoleénych prvki, jsou zaménitelné.

II. GRUPOIDY.
5. OINASOBENI V MNOZINE.

b.1. Pojem nasobenf v mno%iné.

Ndsobenim v mnofiné G rozumime néjaké pravidlo, jimZ je ke kaZdé
uspofddané dvojici prokt a,b e @ jednoznaéné pfifazen opét néktery
prvek ¢ € G. Tento prvek c se nazyvé souéin proku a 8 prvkem b a znadi
se symbolem a.b nebo kratéeji ab. Z téchto definic je z¥ejmé, Ze slovo
nisobeni jest jenom nézev pro néjaké pravidlo, podrobnéji popsané
v nasf definici, a e v konkretnich pfipadech nemusi miti nic spoled-
ného s pojmem aritmetického nisobeni, které znime z obecné Skoly;
podobné pozndmka platf oviem o souéinu & o symbolech a.b, ab.
V jakém smyslu zobeciiuje pojem nisobeni v mnoZiné @ pojem zobra-
zeni mnoZiny @ do sebe, na to odpovéd plyne snadno z porovnini obou
definic: Kazdé zobrazeni mnoziny G do sebe pFifazuje jednoznaénd ke
kaZzdému prvku v @ opét néjaky prvek v G; kazdé nisobeni v mnoZiné
G ptifazuje jednoznaénd ke kazdé usporadané dvojici prvki v @ opét
néjaky prvek v G. JestliZe je ddno nasobeni v mnoziné @, pak je zejmé-
na jednoznaéné urden soudin kazdého prvku a € G opét s prvkem a;
misto aa piseme nékdy struénéji a?.

b.2. Nisobeni abelovské.

Nasobeni v mnoZiné G muze miti zvlastni vlastnosti. Tak na piiklad
nen{ nasf definicf vylouceno, Ze nédsobeni pfifazuje k nékterym dvéma
opaténé uspofddanym dvojicim prvki v G dva rizné prvky, takie se
miuZe stati, Ze soutin nékterého prvku a s nékterym prvkem b je rizny
od soudinu prvku b s prvkem a, t. j. ab =+ ba.
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JestliZe pro n¥které dva proky a, b ¢ G plati rovnost ab = ba, pak se
proky a, b nazjvaji vedjemné zaménitelné neboli vzdjemné komutationd;
jestlize kazdé dva proky v G jsou vzayemne zamemtelne, pak se na,sobeni
nazyjvd abelovské neboli komutativni.

Nasobeni v mno%iné mii%e miti oviem i jiné vyznainé vlastnosti
a o nékterych, které jsou pro nas tcel dileZité, pojedndme pozdsji.
V nésledujicim odstavei uvedeme piiklady ndsobeni, na néz v daliim
vykladu ¢astéji poukazeme.

5.3. Piiklady nasobeni V.mnoziné.

b.3.1. G je mnoZina vSech celych tsel a nasobeni je definovano
takto: Soudin libovolného prvku a € G s libovolnym prvkem b € @ je
¢islo.a + b. 'V tomto pifpadé je tedy ndsobenim se¢itani v obvyklém
smyslu Z rovnostl, a +.b =b + a, kter pla.ti pro.. kazdé dva prvky
a,be@, plyne, Ze toto nasobeni jest abelovské. .

5.3.2. Necht n je libovolné piirezené &islo a G- ne]aka mnoZina sklaﬁ
dajici se z pfirozenych &isel; kterd obsahuje v8echna &isla 0, ..., n — 1.
Nésobeni v mnoziné @ definujeme takto: Soudin: ab libovolného prvku
a e G s libovolnym prvkem b € @ je zbytek déleni &isla a 4 b &islem n.
Soudin ab je tedy vidy jedmo z ¢&isel 0, ..., » — 1. Toto ndsobenf nazy-
véme settdnt vehledem k mddulu’n§ je zi"éjmé Ze je také abelovské. -

© 5.3.3. @ je mno%ina viech permutaci n&jaké konecne mnoziny Fadu
n'(Z= 1) a nésobent je definovino takto: Soutin p. q libovolného prvku
p € @ s libovolnym prvkem q € @ je sloZend permutace qp. V tomto
p¥pads je tedy nésobeni sklidini permutaci. Z d¥iv&jstho vykladu
vime, Ze nemusi byt abelovské.

5.3.4. @ je mnozina viech rozkladu ne]ake mnoziny a nasobeni je
definovano takto: Soutin 4 . B libovolného prvku 4 € G s libovolnym
prvkem B e @ je rozklad [4, B], p¥p. (4, B). Obé nisobeni jsou abe-
lovsk4, jak plyne z 2.6.2.2a a 2.7.2.2a.

b.4. Multlpllkacni tabulka.

b.4.1. Popis multiplikaéni tabulky. Kdyz ‘mnozina G je koneéné
a jeji prvky jsme oznadili na p¥. pismeny a, b, ..., m, pak libovolné né-
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sobeni v @ miZeme popsati v t. zv. multipl'ikaé’ﬂi tabulce, kterou sesta~
vime takto:

Do prvniho Fadku a do prvniho sloupce, které obvykle od ostatnich
oddglujeme vodorovnou a svislou ¢arou, napfeme viechna pismena
a,b,...,m, a to zpravidla v témze pofadi, v prvnim ¥fidku odleva
doprava a v prvnim sloupci od shora dolid. Napravo od kazdého pisme-
ne z v prvnim sloupci, & to pod, ]ednothva, pismena a, b, ..., m stojici
v prvnim radku, napiéeme pismena oznacx-Jici ]ednothve soudiny
za, zb, ..., xm. ‘

Prvni radek a prvni sloupec oddlent od osta,tnieh garami, nazyvame
2dhlavi tabulky. Kazdé multiplikadni tabulka mé tedy kromé voderov=
ného a svislého zahlavi jesté pravé. tolik -¥adkd a sloupct, kolik ma
mnoZina G prvki. KdyZ pismena a,b, ..., m jsou y obou zahlavich
napséna v témze pofddku, pak se nasobeni ‘abelovské projeviv tabulce
patrné tim, Ze tabulka je soumérnd Vzhledem k hlavni uhlopricne,
t.j.v ]e]im hbovolnem j-tém ¥adku a v hbovolném k-tém sloupci za
obéma zahlaviml  je tyz prvek jako v k- tém fadku a 7-tém sloupcl

5.4.2. P‘f"’z’klady multiplikaénich tabulek. Jako piiklad uvedeme multi-
plikaéni tabulky pro nisobeni v mno#ing G viech. permutaci néjaké
mnoziny H, kterd se skladd z n = 1, 2, 3 prvkd, pfi éemZ nasobeni je
sklédani permutaci, jak jsme je popsali v hofejéim pifkladé 5.3.3.
ProtoZe viech permutaci mnoziny H, a tedy prvki mnoziny @, je
n! = 1, 2, 6, maji tyto multiplikaéni tabulky, kromé obou zéhlavi,
n! = 1, 2, 6 fadkl a tyz pocet sloupci.

Pro n = 1. Mnozina @ se skldd4 z identické permutace e. Oznadi-
me-li onen prvek, z n&ho# se mno¥ina H sklidé, pismenem a, je symbol

této permutace (Z) a multiplikadnf tabulka je tato:’

| e
el|e

Pro n = 2. Mno%ina G se sklddd ze dvou permutaci. Oznaéime-li

prvky mno#iny H pfsmeny a, b, jsou symboly téchto permutaci (Z 2),

(Z 2) Prvni z nich jest identickd permutace e, druhou ozna¢ime na.
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pf. a. Permutace sloZené jsou: ee = e, ae = a, ea = a, aa = e, a odtud
vychdzi tato multiplikaéni tabulka:
|ea

Pro n = 3. Mno#ina G se skladd ze Sesti permutaci. Oznadfme-li
prvky mnoZiny H pismeny a, b, ¢, jsou symboly téchto permutac{

abcy fabe\ [abc fabe\ [abc) [abc\)

abe) \beca)' \cab) \acb)’ \cba) \bac)]
Prvni z nich jest identickd permutace e, ostatni oznaéime po pofddku
a, b, ¢, d, f. Permutace sloZené jsou:

ee—e, ade—a, be=b, ce=c, de=d, fe=f,
ea—a, aa—=b, ba==e, ca=d, da=f, fa=c,
eb:b, ab=e, bbﬁ-‘d, ¢b=f, db=c, fb-—-d,
ec=c¢, ac=f bc=d, cc=e dc=D>b, fc=a,
ed=d, ad=c, bd=f ¢d=a, dd=e, fd=D>b,
ef =f, af =d, bf =c, ¢f =b, df =a, ff =e,

a vyohaz{ tato multiplikaéni tabulka:

eabcdf

eabcdf
abedfc
beafcd
cfdeba
dcfaeb
fdchbae

~anoaoo|

Ve vSech téchto multiplikaénich tabulkéch jsme napsali v obou zéa-
hlavich symboly e, a, ..., f jednotlivych prvkié mnoZiny G v témze
pofadi a vidime, Ze v pFipadech n = 1, 2 jsou hofejsi tabulky sou-
mérné vzhledem k hlavni Ghlop#iéng, kdezto v pfipadé » = 3 je multi-
plikadn{ tabulka nesoumérné. Odtud plyne, Ze nase niasobeni v mnoziné
@ je v piipadech n = 1, 2 abelovské, ale v pfipad® n = 3 abelovské
nenf.

Piikladt nédsobeni v mnoZinach se dé uvésti nepfehledné mnozstvi.
Stadi vziti libovolnou abstraktni neprizdnou mnozinu @ a ke kaZdé
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uspofadané dvojici prvkid a, b € G jednoznaéné prifaditi néktery prvek
v @. KdyZz mno%ina @ je koneénd, pak miZeme p¥ifazeni definovat
v tabulce, v ni% na jednotlivych mistech, pod vodorovnym zéhlavim
a napravo od svislého, napifeme symboly nékterych prvki mnoziny G,
které zvolime podle libosti. KaZda volba téchto prvki urduje pak jisté
nasobeni, pro které nase tabulka je multiplikaéni.

b.b. Cvideni.

5.5.1. V mno#ing viech euklidovskych pohybt na p¥imce f[a] a rov-
né% v mno#ind skladajici se ze viech euklidovskych pohybii na pfimce
flal, g[a] (viz 3.10.5) miZfeme definovat nasobeni skldddnim pohybu,
podobnsé jako v piikladé 5.3.3. Podobny vysledek plati o mno%ing viech
euklidovskych pohybit v roviné f[«; a, b] a 0 mnoZiné viech euklidov-
skych pohybi v roving fl«; a, b, glx; a, b] (viz 3.10.6).

5.6.2. V mno#iné 2n permutaci vrcholi pravidelného n-thelnfka
v roving (n > 3), které jsme popsali ve cvid. 4.6.4, mizeme definovat
nésobeni sklddanim permutaci podobné jako v p¥ikladé 5.3.3. Sestavte
pro toto ndsobeni v piipadech n = 4, 5, 6 multiplikaéni tabulky!

b.6.3. V piikladd 5.3.2 se mufe mnoZina @ sklddati privé jenom
z &isel 0, ..., n — 1. Sestavte pro tento pfipad, atopron = 1, 2, 3, 4, 5,
multiplikaéni tabulky!

5.6.4. Kdy% pfirozens &fsla a, b jsou mensf nebo rovna néjakému
prirozenému &islu n > 5, pak polet prvodisel, kters déli &islo 10a + b,
je < n. Odtud plyne, %e v mnozind @, ktera se skladd z &fsel 1, 2, ..., n,
muZeme definovat ndsobeni takto: Souéin a.b libovolného prvku
a € @ s libovolnym prvkem b € G je podet prvodisel, kterd déli &islo
10a + b. Piesvédéte se, Ze pro n = 6 je piisluind multiplikaéni tabulka
tato:
- 123456

c:cnpww»—-l
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5.6.6. V systému viech podmmnozin libovolné neprizdné mnoZiny
mizeme definovat nasobeni tim, %e ke kazdé usporddané dvojici pod-
mnozin piifadime jejich soucet. MiZeme nasobeni podobné definovat
pomoci priniku?

~5.5.6. Vymyslete sami pitklady ndsobenf v mnoZzinich!

6. ZAKLADNI POJMY O GRUPOIDECH -

6.1. Definice.

Libovolnd: neprdzdnd mnofina .G spolu s néjakym ndsobentm M v @
se nazyvd grupoid. G se nazyvd pole @ M ndsobeni grupoidu. Grupoidy
budeme oznacovati velkymi némeckymi pismeny, a to zpravidla stej-
nymi jako jejich pole. Na p¥. oznadujeme grupoid, jehoz pole. jsme
oznadili G, pismenem @, a kdyZ jsme néjaky grup01d ozna.clh 8, pak
pismeno G znadf zpravidla jeho pole.

6.2, Grupmd a.bstraktni abelovsky,permutacni grupmdy
8 3“7 ne

‘Na grupoidy pfendiime pojmy a symboly, které jsme definovali pro
jejich pole. Tak na p¥. mluvime o prvcich grupoidu misto o prveich pole
grupoidu a piSeme a ¢ & misto a € @, podobné mluvime o podmnoZi-
ndch v grupoidu a piSeme na pi. A ¢ @ nebo @ > 4, mluvime o rozkla-
dech v grupoidu a na grupoidu, o fddu grupoidu, lo zobrazent grupoidw
do néjaké mnofiny, do néjakého drupoidu nebo na grupoid, atd. Kdyz G
je abstrakini mnofina, nazyvd se grupoid & abstrakini.

Rovnéz pojmy a symboly, které jsme definovali pro ndsobeni, pfené-
gime na grupoidy. Tedy zejména mé ka#d4 uspofddand dvojice prvki
a, b € @ jisty soudin a.b, struénéji ab, a kdyZ pro kazdé a, b € & plati rovnost
ab = ba, nazyvd se grupoid & abelovsky neboli komutativni. Také mb-
Zeme ke kazdému koneénému grupoidu @ pfifadit multiplikaéni ta-
bulku, v niZ je popsano nisobeni v &. V odstavci 5.4.2 jsme uvedli
nékolik p¥{kladti nésoben{ a kazdy z nich je soudasné piikladem gru-
poidu.

V daldim vykladu &astéji poukdZeme zejména na tyto tfi grupoidy,
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