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5.6.6. V systému viech podmmnozin libovolné neprizdné mnoZiny
mizeme definovat nasobeni tim, %e ke kazdé uspofddané dvojici pod-
mnozin piifadime jejich soucet. MiZeme nasobeni podobné definovat
pomoci priniku?

~5.5.6. Vymyslete sami pitklady ndsobeni v mnozinich!

6. ZAKLADNI POJMY O GRUPOIDECH -

6.1. Definice.

Libovolnd: neprdzdnd mnofina .G spolu s néjakym ndsobentm M v @
se nazyvd grupoid. G se nazyvd pole @ M ndsobeni grupoidu. Grupoidy
budeme oznacovati velkymi némeckymi pismeny, a to zpravidla stej-
nymi jako jejich pole. Na p¥. oznadujeme grupoid, jehoz pole. jsme
oznadili G, pismenem @, a kdyZ jsme néjaky grup01d ozna.clh 8, pak
pismeno G znadf zpravidla jeho pole.

6.2, Grupmd abstraktni abelovsky,permutacni grupmdy
8 3“7 ne

‘Na grupoidy pfendiime pojmy a symboly, které jsme definovali pro
jejich pole. Tak na p¥. mluvime o procich grupoidu misto o prveich pole
grupoidu a piSeme a ¢ & misto a € @, podobné mluvime o podmnoZi-
ndch v grupoidu a piSeme na pi. A ¢ @ nebo @ > 4, mluvime o rozkla-
dech v grupoidu a na grupoidu, o fddu grupoidu, lo zobrazent grupoidw
do néjaké mnofiny, do néjakého drupoidu nebo na grupoid, atd. Kdyz G
je abstrakini mnofina, nazyvd se grupoid & abstrakini.

Rovnéz pojmy a symboly, které jsme definovali pro ndsobeni, pfené-
gime na grupoidy. Tedy zejména mé ka#d4 uspofddand dvojice prvki
a, b € @ jisty soudin a.b, struénéji ab, a kdyZ pro kazdé a, b € & plati rovnost
ab = ba, nazyvd se grupoid & abelovsky neboli komutativni. Také mi-
Zeme ke kazdému koneénému grupoidu @ pfifadit multiplikaéni ta-
bulku, v niZ je popsino nisobeni v &. V odstavci 5.4.2 jsme uvedli
nékolik p¥{kladt nésoben{ a kazdy z nich je soudasné piikladem gru-
poidu.

V daliim vykladu &astéji poukdZeme zejména na tyto tfi grupoidy,
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které budeme oznalovati 3, 3, S,: Grupoid 3 se skladé z mnoZiny Z
viech oelych ¢isel a nésobeni je definovano se¢itanim é&isel (viz p¥.
5.3.1). Grupoid 3, se sklada z mnoziny Z, = {0, ..., n — 1}, p¥i emzn
znadi libovolné prirozené ¢islo a nasobeni je definovdno seditdnim
vzhledem k modulu » (v. pf. 5.3.2). Grupoid &, se skladd z mnoziny S,
viech permutaci néjaké koneéné mnoziny H fadu » (= 1) a nasobeni je
definovano skladdnim permutaci (v. pf. 5.3.3). Poznamenejme, Ze
kazdy grupoid, jehof proky jsou permutace néiaké (koneéné anebo me-
koneéné) mnofiny a ndsobent je definovdno skldddnim permutacz, se na-
2yvd permutaint; na p¥. grupoid &, je permutadni.

6.3. Vzajemné zaménitelné podmnoziny.

~ Necht @ znadf (viude v této knfzce) n&jaky grupoid. Necht 4, Bznadf
néjaké podmnoziny v &. Podmnozina v &, sklddajici se ze soudini ab
kaZdého prvku a € 4 s kazdym prvkem b € B, se nazyva soucin pod-
mnoziny A s podmnoZinou B a oznaduje se symbolem ‘4 . B, kratdeji
AB. Kdy# nékterd z podmnozin A4, B je prazdnd, rozumime symboly
A.B, AB prazdnou mnoZinu. Pro a ¢ & piSeme zpravidla misto {a}4
struéngji a4 a podobné Aa misto A{a}, takZe na p¥. a4 znadi mnoZinu
soudint prvku a 8 kazdym prvkem v 4; misto A4 piseme ngkdy struc-
néji A :
Plati-li rovnost AB = BA, nazjvaji se podmnofiny A, B vadjemné za-
. ménitelné neboli vzdjemné komutativnt; tento p¥ipad se vyznaduje tim,
Ze soudin kazdého prvku a € 4 s kaZdym prvkem b € B je soudinem
nékterého prvku b’ ¢ B s nékterym prvkem a’ € 4 a soudasné soudin
kazdého prvku b € B s kazdym prvkem a € 4 je soucinem nékterého
prvku a’ € 4 s nékterym prvkem b’ ¢ B. Kdy# grupoid & jest abelov-
sky, pak oviem ka%dé dvé podmnoziny v @ jsou zaménitelné. V- opaé-
ném piipadé plati pro nékteré prvky a, b ¢ & vztah ab = ba a odtud
plyne, Ze kazdé dvé podmnoziny 4, B ¢ G nemusi byti zaménitelné,
jak je tomu na pi. v pripads, ze 4 = {a}, B = {b}. Na p¥. sou¢in AB
podmnoziny 4 = {1} s podmnozinou B = {..., —2,0, 2, ...} v gru-
poidu 3 je {...,—1,1,3,...} a zfejmé& je roven soudinu BA; kdyZ
A={0,1}, B={...,—~2,0,2,...}, mdme AB = BA = Z. V§imnsé-
me si, %e pro kazdy grupoid & platf vztah GG c ©.
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! 6.4. Podgrupoid, nadgrupoid, ide4l.

- Necht 4 znadi néjakou neprazdnou podmnozinu v . Kdyz 44 c 4,
t. j. kdyZ souéin kazdého prvku a € A s kazdym prvkem b € A jest opét
prvek v 4, pak pravime, Ze 4 je grupotdni podmnofina v @. V tomto
piipadé uréuje nisobeni M v & jisté t. zv. édstedné ndsobeni My v A,
které je definovano takto: M, prifazuje ke kazdé uspofadané dvojici
prvki a, b e A tyz prvek ab € A jako nisobeni M. MnoZina 4 spolu
s Castednym ndsobenim M, je jisty grupoid U; pravime, Ze U je pod-
grupoid v & a @ je nadgrupoid na U, a pifeme: Y ¢ G nebo & > Y. Kdyz
pak A je vlastni podmnoZina v &, pravime, ze U je vlastnt podgrupoid
v & a @ je viastni nadgrupoid na Y.

KdyZ dokonce plati vztah QA c A (anebo AG c A, nebo soudasné
GA c A > AQ), nazyvd se Y levy (nebo pravy, nebo oboustranny) idedl
v &. Pf¥ipad 4 + G charakterisujeme opét pfivlastkem vlasint.

Na pf. podmnozina vSech celych nisobkid nékterého piirozeného
¢isla m v grupoidu 3 je grupoidni, nebof soudin (t. j. soucet v obvyk-
1ém smyslu) kazdych dvou celych ndsobki &sla m jest opét cely néso-
bek &isla m; tato podmnoZina spolu se seéitdnim v obvyklém smyslu je
tedy podgrupoid v 3, a to v piipadé m > 1 ziejmé vlastni podgrupoid
v 3. Jiny piiklad je tento: Podmnozina viech prvka v &, které necha-
vaji beze zm&ny néktery prvek a € H, je grupoidni, nebot kdyz nékteré
dvé permutace p, q € S, nechavaji prvek a beze zmény, pak ziejmé
plati totéZ o jejich soucinu p.q (t.j. o sloZené permutaci qp); tato pod-
mnozina spolu se skladanim permutaci v obvyklém smyslu je tedy pod-
grupoid v &,,.

6.6. Dalsf pojmy.

V souhlase s tim, %e na grupoidy pfendsime pojmy a symboly, které
jsme definovali pro jejich pole, mluvime nékdy na pf¥. o priniku néjaké
podmnoziny B ¢ & a podgrupoidu % ¢ @ ve smyslu priniku podmnozi-
ny B a pole 4 podgrupoidu U; v podobném smyslu mluvime o souéinu
podmnoziny B s podgrupoidem ¥, o souéinu podgrupoidu U s pod-
mnozinou B, déle o obalu podgrupoidu % v n&jakém rozkladu 4, o pra-
seku rozkladu 4 s podgrupoidem 9, atp., & uZivime oznaceni na pf.
B n % nebo¥YnB, BA,UB, YL A nebo AIY, 41U nebo A M 4, atp.
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6.6. Prunik podgrupoidu.

Uvazujme nyni o néjakych dvou podgrupoidech U, B c & a pFed-
pokladejme, Ze prinik A n B jejich polf 4, B nenf prazdny. Pro libo-
volné prvky a, b € A n B platf jednak vztahy ab e A4 c A a jednak
ab € BB c B, takze ab € A n B, a odtud vychazi, %e A n B je grupoidnf
podmnozina v &. Piisluiny podgrupoid v & se nazyva printk podgru-
poida U, B a oznaduje se symbolem Y N B nebo B n Y. Pamatujme si,
%e pojem priniku dvou podgrupoidii v & je definovén jenom v piipadé,
Ze pole obou podgrupoidi majf spoleéné prvky. Na pf. existuje prinik
podgrupoida ¥, ¥ c &,, pii éemz pole 4 podgrupoidu U se skldda ze
viech prvka v &,, které nechdvaji beze zmény néktery prvek a ¢ H,
a pole B podgrupoidu 9B se skldda ze viech prvka v &,, které nechavaji
beze zmény néktery prvek b ¢ H, nebof obé mnoziny 4, B maji spo-
leény alespotii jeden prvek, a to identickou permutaci mnoziny H, kterd
nechévé beze zmény viechny prvky mnoziny H.

Pojem priniku dvou podgrupoidii v & se d4 snadno roziifit na pojem
priniku systému podgrupoidi v &: Mame-li néjaky systém {a,, a,, ...}
podgrupoidi v @ a prinik @, n @, n ... jejich polf neni prizdny, pak
tento prinik, jak se snadno zjisti, je grupoidni podmnozina v ®; pi-
sluiny podgrupoid v & se nazyvd pramik systému podgrupoids {d,,
a, ...} a oznaduje se symbolem a, N a,N ..., strudngji /7a, nebo podobns.

6.7. Souéin uspo¥ddané skupiny prvki.

6.7.1. Definice. UvaZujme o n&kolika prvcich a,, ..., a, € ®, pfi éem%
n 2 2. Co rozumime soudinem uspoiddané skupiny prvkd ay, ..., a,?
Soudin uspoidadané dvojice (n = 2) prvki a,, @, mame jiz definovin
a vime, Ze jej oznatujeme a,.a,, kratéeji a,a,. V p¥ipadé n = 3 definu-
jeme soudin uspofadané trojice prvki a,, a,, a, takto: Je to kterykoli
z obou prvki a,(a.,a;), (@,a,)a;. Oznadujeme jej symbolem a,.a,.a,,
kratéeji a,a,a;. Tento symbol mé tedy vyznam jednak soudinu prvku a,
s prvkem a,a; a jednak soudinu prvku a,a, s prvkem a,. V pipads
n = 4 definujeme soudin usporddané skupiny prvki a,, a,, a,, a, takto:
Je to kterykoli z prvki: a,(a,a4a,), (3:a.)(@sa,), (2:0.a5)a,. Oznadujeme
jej symbolem a,.a,.a;.a,, kratéeji a,a,a,a,, Tento symbol mé tedy
vyznam kteréhokoli z prvki:
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@y (@e(a30,)), A1((@2235)0), (3105)(25a0), (@1(2205))s ((2102)a5)ag
Tyto zvladtni ptipady postadi, abychom pochopili tuto definici: Souci-
nem usporddané skupiny proki a,, ..., a, rozumime libovolny prvek mno-
%iny {a,...a,} takto definované: Pro n = 2 sklddd se mmoZina {a,a,}
2 jediného prvku a,aq; pron > 2 je

{a;...a,} ={a,H{ay...a,} V {a,a:}{ag ...a,} V...V {a; ... a,—1 }{ap}
Soudin usporadané ’sk'lipinyA»prvkﬁ ay, ..., @y oznadujeme symbolem
.05 ... @y, kratleji a, ... a,. Zfejmé je takovych soudind jenom ko-
neény pooet a symbol a, . a,, znadf kterykoliz téchto prvku

6.7.2. Grupoidy asociativni. Podle prede§lého odstavce mé kazdé
usporddand trojice prvki a,, a,, as € @ nejvyse dva soudiny: a,(a,as),
(2,2,)as. Jestlize m4 jenom jeden soudin, t. j. jestlize pro kazdé t¥i prvky
@y, Bg, a3 € & plati rovnost a,(a,a;5) = (a,a,)as, pak se nasobent grupmdu
& a rovnéz grupoid & nazyvaji asociativni.

Grupoidy, které se v matematice nejdastéji studovaly, maji'vlast
nost, e kazdé uspofédans skupina nékolika prvkit mé jenom jeden
soudin; jak pozdéji (v odst. 10.2.2) ukazeme, ma]i tuto’ dulez1tou vlast-
nost pravé grupoidy asociativni. ¢

Na pf. grupoid 3 je asociativni, nebot podle’defmlce jeho nisobent
jsou soutiny a(bc), (ab)c kaidé uspoidadané trojice prvki a,b,c e 3
soutty v obvyklém smyslu a + (b + c), (@ + b) + ¢ a jsou si tedy

rovny.
. Podobng i grup01d s (n > > 1) jest asociativni. Vskutku, podle defi-
‘mce jeho néasobeni jsou souéiny a(bc), (ab)c kazdé usporadané trojice
prvki a, b, c.€ 3, zbytky délenf &isel a + 7, s + ¢ slem n, p¥i demy
r (s) znadf zbytek déleni &sla b+ ¢ (@ + b) &islem n. ProtoZe ¢éisla a +
+ 7, @ + (b + c) se lisf jenom o cely nésobek &isla n, jest a(bc) zbytek
déleni &sla a + (b +.¢) ¢islem n (v. pozn. pod éarou na str. 42), a po-
dobné vidime, Ze (ab)e je zbytek déleni &isla (a + b) + ¢ Eislem =.
Z rovnosti @ + (b + ¢) = (a + b) + ¢ pak vychdzi a(bc) = (ab)c.
Rovnéz grupoid &, (n > 1) jest asociativni, nebot jsou-li p; g, r libo-

volné prvky v &,, j8ou podle definice nisobeni v &, soudiny p.(q.r),
(p.q).r slozené permuta,ce (rq)p, r(qp) ; & podle vysledku v odst.
4.6.3 jsou si rovny.
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6.7.3. Priklad. Jako piiklad vypoétu soudinu vypoétéme viechny
soudiny 1. 2. 3. 4 v grupoidu popsaném v 5.5.4. Podle p¥islusné multi-
plikaéni tabulky mame:

{1.2.3) ={1}.{2.3}V{1.2}.{8}={1}.{1} V {3}.{3} =
= {1} V {2} = {1, 2}; v

{2.3.4} ={2}.{3.4}V{2.3}.{4}={2}.{2} V {1}.{4} =
= {2} V {2} = {2}

{1.2.3.4}=1{1}.{2.3.4}V{1.2}.{3.4;V{1.2.3}.{4)}=
= {1}.{2} V {3}.{2} V {1,2}. {4} = {3} V{5} V{2,4}=
={2,3,4,5).

Vsechny soudiny 1. 2. 3. 4 jsou tedy tyto: 2, 3, 4, 5.

6.8. Soudin uspofddané skupiny podmnozin.

6.8.1. Definice. Necht nyni 4,, ..., 4, (» = 2) znadf néjaké podmno-
Ziny v &. Soufinem wuspofddané skupiny podmmnoiin A,, ..., A, ro-
zumime podmnofinu v & sklddajict se ze viech soufint a, ... a,, kde
a,ed,, ..., a, e 4, Oznadujeme joj symbolem 4, . 4, ... 4,, kratdeji
A, ... A, KdyZ nékterd podmnozina 4,, ..., 4, je prdzdni, rozumime
témito symboly prazdnou mnoZinu a v tomto pfipadé soudin 4, ... 4,
nezavisf na uspofadini podmnozin 4,, ..., 4,. Podle této definice
a podle definice soudinu a, ... a, je kazdy prvek e mnoziny 4, ... 4,
soudinam jistého prvku a, ... a; s jistym prvkem a4, ... a,, p¥i éemz
1<k n—1, takie a e(4,... 4;)(Ar+1... 4,), a naopak, soudin
libovolného prvku mnoziny 4, ... 4; s libovolnym prvkem mnozZiny
Agsy ... A, pti kazdém takovém k, je jisty prvek a € 4, ... 4,. Odtud
vychézi rovnost

Ay .. A, = A)(45... A) V (4,45)(As ... 4,) V ... V (44...4,2)) 4,.
Kdy% A znaéf néjakou podmnozinu v &, pak misto 4 ... 4 pieme
e om—
kratéeji A, takZe pro » > 2 méme n
Ar = AAr1V 4242V ... V 4r-14,

Hofej$i definice soudinu uspoiddané skupiny prvka nebo mnoZin
zfejmé zobeciiuji definice soucinu usporaddané skupiny dvou prvki
nebo mnozin,
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6.8.2. Pfiklad. Necht A znadi podmnozZinu {1, 2, 4} v grupoidu po-
psaném v b.b.4. Pak je:

A2 ={1,2,4}.{1,2,4}={1.1,1.2,1.4,2.1,2.2,2.4,4.1,4.2,
4.4}y =1{1,2,3,4}; _

A3 ={1,2,4}.{1,2,3,4} V{1,2,3,4}.{1,2,4} ={1,2,3,4,5};

At = {1,2 4} .{1,2,3,4,5} V{1,2,3,4}.{1,2,3,4} V{1,2,3,4,5}.
A{1,2,4} = {1, 2, 3, 4, 5}. '

6.9. Cvideni.

6.9.1. KdyZz podmnozina 4 c & je soultem nékolika podmnozin
Gy, @y, ... a TOVNEZ B C & je soudtem nékolika podmnozin 7)1, 52, cen
pak AB je soudet soucinit kazdé podmnoziny a,, @,, ... s kaZdou pod-
mnoZinou ?)1, 52,

6.9.2. KdyZ podmnozina 4 ¢ & je prinikem nékolika podmnoZin
@y, @y, ... a rovnd%: B ¢ @ je prinikem nékolika podmnozin by, by, ...,
pak AB je éasti praniku soudinti kazdé podmnoziny a,, a,, ... s kaidou
podmnozinou by, b,, ... Zejména tedy plati pro kazdé podmnoziny
A,B,Cc® tyto vztahy: 1. (AnB)Cc ACnBC; 2. C(AnB)c
c C4 n CB. Pomoci vhodnych piikladt ukaZte, Ze se v téchto vztazich
znaménko ¢ nedd vidycky nahraditi znaménkem =.

/ 6.9.3. Necht 4 zna&i libovolnou podmnozinu v ® a m, n libovolns,
 pFirozens &sla. Platf tyto vztahy: 1. AmAn c Am+n; 2. (Am)yr c 4mn,

6.9.4. Necht A c B znadi libovolné podmnoziny v & a n libovolné
plirozené &islo. Plati vztah A" c B~ '

6.9.5. Necht n znaéi libovolné piirozené ¢islo. Pro pole G grupoidu &
plati vztah G" o G+, takze @G> @ > @ >...

6.9.6. Necht n, G maji tyz vyznam jako ve cvié. 6.9.5. G" je grupoid-
ni podmnozina v @ a pisluny podgrupoid v @ jest oboustranny idedl
v &. — Pozndmka: Tento oboustranny ideal se oznaduje ™.

6.9.7. Kdyz & jest asociativni grupoid, pak: 1. kazdy podgrupoid
v © jest asociativni; 2. pro viechny podmnoziny 4, B, C c @ plati
rovnost A(BC) = (4B)C.

. 6.9.8. Kdyz & jest asociativni grupoid a 4, B jsou grupoidni a zamé-
nitelné podmnoziny v &, pak také podmnoZina 4B je grupoidni. —
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Pozndmka. Kdyz U, B jsou zaménitelné podgrupoidy v &, nazyva se
podgrupoid v @, ktery piislusi k soudinu jejich poli, soucin podgru-
potds A, B. Oznaduje se UB nebo BY.

6.9.9. Kdyz @& jest asociativni grupoid, pak mnozina viech prvki
v &, které jsou zaménitelné s kazdym prvkem v &, je grupoidni, nenf-li
prazdnd. — Pozndmka: P¥isludny podgrupoid v & se nazyva centrum
grupoidu &.

6.9.10. Necht & znadi grupoid, jehoz pole se sklad4 ze vSech piiro-
zenych d&isel a nasobent je definovano takto: Souéin libovolného prvku
a € ® s libovolnym prvkem b ¢ @ je nejmensi spoleény nésobek, p¥ips
nejvétsi spoleény délitel, &isel a a b. Ukaite, %e v obou p¥ipadech gru-
poid & jest abelovsky a asociativni.

7. 0 DEFORMACI GRUPOIDU.
7.1. Definice.

Necht &, &* znadi néjaké grupoidy. Jak jsme se jiz zminili (v odst.
6.2), rozumime zobrazenim grupoidu & do &* zobrazeni pole G gru-
poidu & do pole G* grupoidu G*, a podobné pienasime na grupoidy
viechny daldf pojmy a symboly, které jsme popsali (v kap. 3) p¥i stu-
diu zobrazeni mnozin. Podle této definice tyka se tedy pojem zobrazeni
grupoidu & do grupoidu &* jenom poli a nikterak nezavisi na nasobenf
obou grupoidi. Nékterd zobrazeni mohou oviem miti néjaky vztah
k nasobeni v grupoidech & a &*. Pro theorii grupoida jsou nejdulezi-
t&j81 t. zv. homomorfni zobrazent, kterd, struéné fedeno, jsou charakte-
risovana tim, Ze zachovavaji ndsobeni v obou grupoidech. Podrobna
definice je tato:

Libovolné zobrazeni d grupoidu & do &* se nazjvd homomorfni, kdyZ
soucin ab libovolného proku a ¢ & s libovolnym prokem b e @ je zobrazen
na soulin obrazu proku a s obrazem prvku b v zobrazent d, t. j. kdyZ pro
a, b e plati rovnost dab = da.db.

Homomorfni zobrazeni grupoidu & na grupoid @* se nazyva také
homomorfismus. Nazev homomorfni zobrazeni je v literatuie ustalen,
ale je dlouhy, a proto budeme zpravidla misto ného pouZivati nizvu
deformace.
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