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12.6. Cvigeni.

12.6.1. Kdyz grupa & jest abelovska, pak levd tiida libovolného
prvku a ¢ & vzhledem k néjaké podgrupé U c & je soudasné pravou
tifdou prvku a vzhledem k U; odtud plyne rovnost levého a pravého
rozkladu grupy & vytvoreného podgrupou .

12.6.2. Levy (a soucasnd pravy) rozklad grupy 3, vytvofeny pod-
grupou sklddajicf se ze vSech ndsobki libovolného piirozeného &isla n,
je rozklad Z,, o némy jsme uvazovali v odst. 8.3.

12.6.3. Rad kazdé grupy, jejiz prvky jsou permutace néjaké ko-
ne¢né mnoziny fadu z, je délitelem &isla n!.

12.6.4. Pocet prvki v libovolné konedné abelovské grupé ¥adu N,
které jsou samy k sobé inversni, je délitelem &fsla N.

12.6.5. Necht U znadf libovolnou podgrupu a B libovolnou podmno-
zinu v néjaké grupé &. Ukazte, Ze: 1. soudet viech levych (pravych)
t¥id vzhledem k U, které jsou incidentni s B, je BY (UB); 2. soulet
vech levych tiid vzhledem k ¥, které jsou incidentni s nékterou pra-
vou tiidou Ya, je tyz, jako soulet viech pravych t¥id vzhledem k Y%
incidentnich s levou tiidou a¥.

13. O INVARIANTNICH PODGRUPACH.

13.1. Definice.

KdyZ néjakd podgrupa U v grupé & se vyznaluje viastnosti, Ze levd
a pravd tFida kaZdého prvku a € & vzhledem k podgrupé Y splyvaji, kdyz
tedy pro kazdy prvek a ¢ & plati rovnost a¥l = Ua, pak pravime, Ze U
jest invarianini nebo normdlni podgrupa v grupé &. V tomto piipadé
oviem levy a pravy rozklad grupy @ vytvoreny podgrupou U splyvaji
v jeden t. zv. rozklad grupy @ vytvoreny podgrupou U.

13.2. Vlastnosti invariantnich podgrup.

13.2.1. Vsimnéme si nynf vlastnostf invariantnich podgrup. V kazdé
grupé @ existujf alespoli dvé invariantni podgrupy, a to nejmensi pod-
grupa €, sklddajici se z jediného prvku 1, a nejvétsi podgrura &.
V grupach mohou existovati podgrupy, které nejsouinvariantnf; na pf.
podgrupa U v grupé &,, skladajici se z obou permutaci 1, f (oznacent
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jako v odst. 12.5.2) neni invariantni v &;, nebot, jak jsme v odst.
12.6.2 vidéli, mame na pf¥. @l = {a, ¢}, Ya = {a, d}, takie a¥ =+ Ua.

13.2.2. Kdyz jsou ddny v néjaké grupé @ dvé podgrupy U, B a B je
nadgrupa na ¥, takie Y c B c G, a kdyZ podgrupa U jest invariantnt
v @, pak je tim spife invariantni v 8. Kdyz ale naopak podgrupa U
jest invariantni v 9B, pak nemusi nutné byti invariantni v &, nebot
plati-li rovnost a¥l = Ya pro kaidy prvek a ¢ B, nemusi platiti pro
kazdy prvek a € . KdyZ na pf. néjakd podgrupa U neni invariantni
v &, je sice invariantni v %, ale neni invariantni v .

13.2.3. KdyZ néjakd podgrupa U c @ jest invarianini v &, pak je za-
ménitelnd 8 kaZdou podgrupou € c @. Pak totiz mime 2 = Uz pro
kazdy prvek z ¢ € a odtud vychdzi, Ze podgrupy U, € jsou vzajemnd
zaménitelné. Kdy# néjaké podgrupy %, € jsou vzajemnd zaménitelné,
pak nemusf nutné néktera z nich byti invariantni v &, jak je tomu
na p¥. v piipadé, kdyz U nenf v @ invariantni a € = .

13.2.4. Priunik a souéin invarianinich podgrup.

KdyZ podgrupy U, B jsou invariantnt v &, pak také pranik U 0 B
a soulin UYB jsou invariantni podgrupy v G.

Vskutku, kdyZ pfedpoklad je splnén, plati pro kazdy prvek z ¢ &
rovnosti Y = Uz, *B = Bx. Z nich soudime, ptihliZejice k vété
12.2.6 a k obdobné vété pro pravé tiidy, Ze plati tyto rovnosti: (U n
NY) =W nzaB = AYr n Br = (Y n B)z; tim je zjisténo, Ze podgrupa
A n B je invariantni v @. Dale soudime, pFihlizejice k vysledkim
v odst. 10.2.2, %e plati vzorce: z(UAB) = (2UA)B = (WY2)B = Y(zB) =
= Y(Bzx) = (UB)x; z nich plyne, Ze podgrupa AB je invariantni v G.

13.2.5. Oreova véta. Vyjadiuje, e pro kaZdé t¥i invarianini podgrupy

AcE B v, plati rovnost
ABnE) =ABNnE.

Vskutku, pfedeviim vidime, Ze kaZdy prvek podgrupy U(B n €) je
soudinem ab jistého prvku a € Y s jistym prvkem b e B n E; z véty
12.2.6 a z pfedpokladu ¥ c € plynou vztahy:ab eaB na€ =aB n€c
c UB n €. Tim je zjisténo, Ze podgrupa (B n €) je dasti podgrupy
AB n €. Dile je kaZdy prvek c e UV n € soutinem jistého prvku

121



a € s jistym prvkem b e B, takie ¢ = ab; vidime, e je b = a~lc,
takZe vzhledem k predpokladu % c € plati vztah b € €, a vychézi
beBnCatedyceU(Bn C). Tim je zjisténo, Ze podgrupa B n € je
&astf podgrupy (P n €), a dikaz je ukonden.

13.2.6. Dedekindiw svaz imvarianinich podgrup. Systém O vSech
invariantnich podgrup v grupé & nenf prazdny (13.2.1); soudin a prinik
kasdych dvou prvkit tohoto systému jest opst prvkem systému
(13.2.4). Kdyz ke ka%dé uspofadané dvojici invariantnich podgrup
A, B v § piifadime jednou invariantni podgrupu UB a po druhé in-
variantni podgrupu U n B, obdrzime po kazdé nisobeni v systému O
& tim dvojici soumistnych grupoida £ na tomto poli. Kazdy z obou
grupoidi jest abelovsky (13.2.3, 1.6.1) a asociativni (10.2.2, 1.7.4)
a vSechny jeho prvky jsou rovnomocné (10.3.2, 1.9.1). Mimo to vidime,
%e nasobeni obou grupoidd spolu souvisf podle vzorct YA n B) = U,
A 0 AYB = U, v nichZ oviem U, B znadf libovolné prvky systému O.
Tim je zjisténo, Ze 2 je svaz na poli O (10.6.1).

Zvolme za hornf grupoid svazu £2 na p¥. onen, v némz% soudin dvou
invariantnich podgrup je dan jejich sou¢inem. Potom obdrzime hornf 4-
stetné uspoiadani hsvazu 2, kdyz ke ka%dé invariantni podgrupé % ¢ O
piifadime kazdou jeji nadgrupu 9B € 0. Podle Oreovy véty (13.2.5)
splituje ka%déd uspofddand trojice invariantnich podgrup U, ¥, € € O,
v ni% je ¥ < € (h) hornf Dedekinduv vztah. Mimo to vidime, Ze svaz 2
‘m4 krajni prvky, a to nejvétsi podgrupu & a nejmensi podgrupu €.

Tim jsme dosli k vysledku, Ze v kadé grupé je systém vech invariant-
nich podgrup s vise popsanymi ndsobenimi Dedekindovym svazem s kraj-
nimi proky.

13.3. Vytvofujici rozklady na.vgrupé.

13.3.1. Véta proni. Necht U znaéi libovolnou podgrupu v néjaké
grupé . Jak jsme vidéli v odst. 12.3.1, vytvofuje podgrupa U levy
rozklad G/, ¥ a pravy rozklad &/, grupy @. Polozme si otdzku, zda
na pi. levy rozklad &/, Y mizZe byt vytvorujici. -

- Predpokladejme nejprve, Ze rozklad &/, ¥ vytvorujici je, a uvazujme
o dvou libovolnych prveich a¥f, bY € &/, U, takZe a, b znadéi libovolné
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prvky v &. Podle definice vytvorujiciho rozkladu existuje prvek
< € G/, Y takovy, Ze plati vztah

a¥l . bY c .

Z tohoto vztahu plyne zejména abY = (al) . bY c c¥, tedy ab¥ c c¥,
a odtud opét ab = ab . 1 € c¥Y, takZe podle 12.2.1 a 12.2.4 mame ¢ =
= ab¥l. Vychazi tedy piedeviim vztah a¥l . dY c ab¥. Kaidy prvek
v levé t¥idé ab¥ je soudinem ab . x prvku ab s nékterym prvkem = € Y
a ziejmé plati vztahy abxr = (al)(bx) € a¥ . bY; odtud plyne, Ze sou-
dasné je al . bYA D abY. Vychdzi tedy rovnost

al . bY = ab¥, (1)
t. j. soudin levé t¥idy a¥ s levou t¥idou b% je leva t¥ida abl.

Z rovnosti (1) plynou zejména pro b = a—1 vztahy: ala—! = a¥l.
(@) ca¥ .a" Y = aa—Y = U, a tedy vychdzi alla—! c U. Protoze
a znadf libovolny prvek v &, platf tento vztah i pro prvek a~1, a tedy
méme ‘ soudasné a~Ya c Y; odtud plyne Y = (aa—1)U(aa~1) =
a(@aYa)a—1,c aa=?, t. j. alla—1 > Y. Vychéazi tedy rovnost

afla~1l = 9,

nebo, coz je totéz, al = Ya, takie levd t¥ida kazdého prvku a ¢ &
vzhledem k podgrupé U je souéasné pravou t¥idou prvku a vzhledem:
k- UA. Je tedy podgrupa ¥ invariantni v grupé &.

Predpokladejme nynf naopak, Ze podgrupa U je invariantnf v grupé
@. Pak pfedeviim podle definice plyne, Ze leva tiida al kazdého prvku
a € @ vzhledem k Y je soucasné pravou tiidou Ya prvku e vzhledem
k Y. Pak pro kazdé dvé levé tiidy a¥l, bY plati tyto rovnosti: a¥l . bY =
= a(Ub)Y = a(dWYU = ab(AY) = abW a z nich plyne af . bY = ab¥.
Plati-li tedy nas pfedpoklad, pak soucin levé t¥idy a¥l s levou tiidou
bY je leva t¥ida ab¥, a tim je také zjisténo, Ze rozklad G/, U grupy o,
ktery jest ovSem rovny rozkladu &/,¥, je vytvorujicf. Mizeme tedy
své hotejsf Givahy shrnouti v této véts:

Je-li podgrupa U invariantnt v grupé &, a jenom v tomto pfipadé, je
levy (pravy) rozklad grupy & vytvoreny podgrupou U vytvorujict. Soudin
Libovolného prvku adl rozkladu grupy & vytvoreného podgrupou U s libo-
volnym prvkem bY je pak prvek abll. -
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13.3.2. Véta druhd. Pozoruhodné vlastnost grup zalez{ v tom, Ze
kazdy vytvorujici rozklad libovolné grupy & je vytvoien n&jakou
invariantni podgrupou.

Uvazujme o libovolném vytvoiujicim rozkladu @ grupy @. Protoze
kazdy prvek grupy @& jest obsaZen v nékterém prvku rozkladu G
a pravé jenom v jednom, existuje jisty prvek A e G, ktery obsahuje
jednotku 1 grupy &. DokéZeme, Ze 4 je polem invariantni podgrupy A
v © a G je rozklad grupy @ vytvoreny touto invariantni podgrupou.

Proto predevsim uvazme, Ze existuje prvek a e q takovy, 7e A4 c a,
nebot rozklad @ je vytvotujici. Protoze jednak plati vztahy 1 =1.1 €
e AA caajednak 1 € 4, mdme @ = A, a tim jest ukdzdno, Ze mnoZina
A je grupoidni. P¥slusny podgrupoid U obsahuje jednotku 1 grupy &
a jak nyni ukaZeme, obsahuje s kazdym svym prvkem a také inversnf
prvek a—1.

Necht a € 4 a necht b znadf onen prvek v @, ktery obsahuje inversnf
prvek a—1. Protoze 1 = aa~! € Ab, je prvek 1 obsaen v soudinu Ab.
a oviem je obsagen také v 4. ProtoZe rozklad @ je vytvofujicf a protoze
ob% podmnoziny 4b, 4 obsahuji prvek 1, mame 4b c A. Odtud plyne:
la—leA,t.j.a1eA,a tim je zji§téno, Ze Y je podgrupou v &.

Zbyvé ukazati, Fe U jest invariantni v @ a e kazdy prvek @ e @ je
t¥ida libovolného prvku a € @ vzhledem k 9. Necht a € & a necht nyni @
znadf onen prvek v @, ktery obsahuje a, takfe mime vztahy: a € @ € G.
KdyZ x ea, pak je x = 1.2 € Aa a odtud plyne a c 4a; protoZe roz-
klad @ je vytvoiujici a obé podmnoziny A4a, @ obsahuji prvek a,
platf vztah 4da c a. Vychézi tedy Aa = @ a podobné obdrzime a4 = a,
takze plati rovnosti

a= Aa = ad. (2)
Ztejms jest ad c ad. Ukazme, Ze soudasné plati a4 c ad. Necht b
znadf onen prvek v @, ktery obsahuje prvek a—1. Proto¥e rozklad G je
vytvorujicf a protoze obd podmnoziny b@, A obsahuji prvek 1, je
ba c A, a tedy soudin a=1 prvku @~ s libovolnym prvkem 2 ¢ @ jest
obsazen v A. Tedy * = a(a~1x) € a4 a vidime, Ze platf vztah a c a4.
Odtud plyne a4 c adA4 = aAd. Vychazi tedy ad = aA a rodobnése
odvodi, Ze platf rovnost 4@ = Aa. Odtud a z (2) vychézi

a = all = Ya.
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Tyto rovnosti pfedeviim ukazujf, Ze podgrupa U jest invariantnf v .
Protoze plati pro kazdy prvek a ¢ @ a onen prvek @ e G, v némy
prvek a jest obsaZen, plati také pro libovolny prvek @ ¢ Galibovolny
prvek a € @, a ukazuji tedy, ze kazdy prvek a e @ je t¥ida libovolného
prvku a e @ vzhledem k .

Tim jsme uréili viechny vytvofujici rozklady grupy &:

Vechny vytvorujict rozklady grupy & jsou prdvé jenom rozklady
grupy & vytvorené jednotlivgmi invariantnimi podgrupami v .

13.3.3. Vliastnost: vytvofujicich rozklads grupy. Necht A, B jsou libo-
volné vytvoFujici rozklady na grups ®. Podle 13.3.2 jest A (B) rozklad
vytvoreny jistou podgrupou U (B), ktera jest invariantni v grupé &.
Podgrupy U, B jsou tedy vzdjemné zameénitelné (13.2.3). Z vysledku
o levych nebo pravych rozkladech grupy (12.3) vidime, Ze vytvoiujici
rozklady 4, B maji tyto vlastnosti:

a. Rozklad A (B) je zdkrytem (zjemnénim) rozkladu B (A) tehdy a jen
tehdy, kdyz podgrupa U je nadgrupou na B, t. j. U > B.

b. Nejmen&i spoleény zdkryt [A, B] rozklada A, B je rozklad vytvo-
fFeny invariantni podgrupou UB.

¢. Nejvétst spoleéné zjemnéni (A, B) rozklada A, B je rozklad vytvo-
feny invariantni podgrupou U n B.

d. Rozklady A, B jsou doplikové.

e. Systém O vytvofujicich rozkladd na grupé & neni prizdny
(8.1.1); nejmensi spoleény zakryt a nejvétsi spoleéné zjemnéni kazdych
dvou prvka tohoto systému jest opét prvkem systému (8.1.3.3,
8.1.3.4). Kdyz ke kazdé usporadané dvojici A, B € O piifadime jednou
nejmensf spoleény zdkryt [4, B] a po druhé nejvétsf spoletné zjemnéni
(4, B) rozkladd 4, B, obdriime po ka#dé nisobeni v systému O a tim
dvojici soumistnych grupoidd 2 na tomto poli. £ je svaz na poli O
(R.6.2.2, 2.7.2.2, 2.8). Tento svaz se vyznacuje tim, Ze kazdé dva roz-
klady, z nichz se sklddd, jsou dopliikové (13.3.3.d). Svaz @ je tedy
modularni (10.7.9). Mimo to mé krajni prvky Qmax, G (8.1.1,
10.6.5.1). Tim jsme dosli k vysledku:

V kaZdé grupé je systém vdech vytvofujicich rozkladd s vyde popsa-
nymi ndsobenimi Dedekindovym svazem s krajnims proky.

1256



13.4. Cvideni.

- 13.4.1. V grupé &, skladajici se ze viech permutacf prvki a, b, ¢, d,
tvoii vSechny permutace, které zobrazuji prvek d na sebe, podgrupu
®,;. Permutace, které zobrazujf prvky a, b, ¢ jako permutace e, a, b
v odst. 5.4.2 a prvek d nechivaji beze zmény, tvoii podgrupu v &,,
kterd jest invariantni v &;, ale neni invariantnf v &,.

13.4.2. Necht ¥ jest libovolna podgrupa v &. Mnozina viech prvki
a € @ takovych, ze all = Ua, tvoii podgrupu N na U, t. zv. normalisdtor
podgrupy U. Podgrupa U jest invariantni v N a kazd4d podgrupa v &,
v nfz jest Y invariantni, je podgrupou v N.

13.4.3. Centrum grupy & jest invariantni podgrupa v @.

13.4.4. Kdy% v néjaké konetné grupé fadu N (= 2) existuje pod-
grupa fadu 4NV, pak tato podgrupa je v nf invariantni. Na p¥. v die-
drické permutac¢ni grupé, fadu 2» (» = 3) médme invariantni podgrupu
fadu n, ktera se sklada ze viech prvki grupy, odpovidajicich otodenim
vreholi pravidelného n-thelnika okolo jeho st¥edu (viz cvid. 11.7.2).

13.4.6. KdyZ ke kaZdému prvku a ¢ @ piifadime kazdy prvek
+ z~lax € @, pii CemZ x € & znadf libovolny prvek, obdriime symetric-
| kou kongruenci na &. Rozklad piislusny k této kongruenci je t. zv.
| hlavnt rozklad grupy ®. Pole ka%dé invariantni podgrupy v & je soudtem
- nékterych prvki hlavniho rozkladu. Hlavni rozklad je dopliikovy ke
kazdému vytvofujicimu rozkladu grupy &.

14, O FAKTOROVYCH GRUPACH.

14.1. Definice.

UvaZujme nyni o libovolném faktoroidu ® na grupé @. Podle defi-
nice faktoroidu je pole faktoroidu @ jisty vytvoiujfc rozklad grupy &
a jé tedy vytvofen, podle véty v odst. 13.3.2, jistou ‘podgrupou
2( kterd jest invariantni v . Podle definice nasobeni faktoroidu
je soutin a¥ - bY libovolného prvku ol € S s libovolnym prvkem
b « @ onen prvek faktoroidu &, ktery obsahuje mnoZinu a2 . bY;
protozZe tato mnoZina splyvé, jak jsme vidéli, s prvkem ab¥l e @, mame
pro nasobeni faktoroidu & tento vzorec: afl * bY = ab¥. ‘

126



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T20:05:49+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




