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13.4. Cvideni.

- 13.4.1. V grupé &, sklddajici se ze viech permutacf prvki a, b, ¢, d,
tvoii vSechny permutace, které zobrazuji prvek d na sebe, podgrupu
;. Permutace, které zobrazujf prvky a, b, ¢ jako permutace e, a, b
v odst. 5.4.2 a prvek d nechivaji beze zmény, tvoii podgrupu v &,,
kterd jest invariantni v &;, ale neni invariantnf v &,.

13.4.2. Necht ¥ jest libovolna podgrupa v &. Mnozina viech prvki
a € @ takovych, ze all = Ua, tvoif podgrupu N na U, t. zv. normalisdtor
podgrupy U. Podgrupa U jest invariantni v N a kazd4d podgrupa v &,
v nfz jest Y invariantni, je podgrupou v N.

13.4.3. Centrum grupy & jest invariantni podgrupa v @.

13.4.4. Kdy% v néjaké konetné grupé fadu N (= 2) existuje pod-
grupa fadu 4NV, pak tato podgrupa je v nf invariantni. Na p¥. v die-
drické permutac¢ni grupé, fadu 2n (r = 3) médme invariantni podgrupu
fadu n, ktera se sklada ze viech prvki grupy, odpovidajicich otoenim
vreholi pravidelného n-thelnika okolo jeho st¥edu (viz cvid. 11.7.2).

13.4.6. KdyZz ke kaZdému prvku a ¢ @ piifadime kazdy prvek
1 z~lax € @, pii CemZ x € & znadf libovolny prvek, obdrZime symetric-
| kou kongruenci na &. Rozklad piislusny k této kongruenci je t. zv.
| hlavnt rozklad grupy ®. Pole ka%dé invariantni podgrupy v & je soudtem
- nékterych prvki hlavniho rozkladu. Hlavni rozklad je dopliikovy ke
kazdému vytvofujicimu rozkladu grupy &.

14, O FAKTOROVYCH GRUPACH.

14.1. Definice.

UvaZujme nyni o libovolném faktoroidu ® na grupé @. Podle defi-
nice faktoroidu je pole faktoroidu @ jisty vytvoiujfc rozklad grupy &
a jé tedy vytvofen, podle véty v odst. 13.3.2, jistou ‘podgrupou
2( kterd jest invariantni v . Podle definice nasobeni faktoroidu
je soutin a¥ - bY libovolného prvku ol € S s libovolnym prvkem
b% € & onen prvek faktoroidu @&, ktery obsahuje mnoZinu al . b%;
protozZe tato mnoZina splyvé, jak jsme vidéli, s prvkem ab¥l e @, mame
pro nasobeni faktoroidu & tento vzorec: afl * bY = ab¥. ‘

126



Nynf ukédZeme, 7e faktoroid ® je grupa, v niZ jednotkou je pole in-
varianini podgrupy U a prvek inversni vzhledem k libovolnému proku al
jest a=19. Skutetns, piedeviim podle cvit. 8.8.4 je & grupoid asocia-
tivni. Dale, podle cvié. 10.7.5, je pole 4 invariantni podgrupy U jed-
notkou grupoidu &. Koneéné mame tyto rovnosti:

al " a1Y =aa" Y = 1Y = 4,
a z nich vidime, Ze a=Y jest inversni prvek vzhledem k prvku a¥.
Kazdy faktoroid ® na grupé ® je tedy grurou a jest jednoznadné
uréen jistou podgrupou ¥ invariantni v &, a to tim zptisobem, Ze pole
faktoroidu @ je rozklad grupy @ vytvoreny podgrupou ¥. Faktoroid &
nazyvame faktorovd grupa neboli grupa t¥id a pravime, Ze je vytvofena
invarianint podgrupou Y; oznacujeme ji symbolem &/U.

14.2. Faktoroidy na grupé.

Na zékladé vysledku v odst. 13.3.2 méme tento prehled o vsech
moznych faktoroidech na libovolné grupé &: Viechny faktoroidy grupy
® jsou prdvé jenom faktorové grupy na & vytvorené jednotlivymi invariant-
nime podgrupams v G.

Vsimnéme si, Ze nejuétsim (nejmensim) faktoroidem ma grupé & je
t. 2v. nejvétst (nejmenst) faktorovd grupa &|® (G, €); je vytvorena nejvétsi
(nejmendi) invariantnt podgrupow v @, t. §. podgrupou & (€).

14.3. Vlastnosti faktorovych grup.

Vlastnosti faktorovych grup plynou z vlastnosti vytvofujicich roz-
kladi grupy (13.3.3). Necht G/%, /DB jsou libovolné faktorové grupy
na grupé &.

14.3.1. Faktorovd grupa G/U (&/B) je zdkrytem (zjemnénim) fakto-
rové grupy &/B (&/U) tehdy a jen tehdy, kdyz A > B.

14.3.2. Nejmendt spoleény zdkryt [G/U, &/B] faktorovych grup
B/, BB je faktorovd grupa G|UD.

14.3.3. Nejuétsi spoleéné zjemnéni (G/U, G/B) faktorovych grup
G/U, B/DB je faktorovd grupa G[(U n B).

14.3.4. Faktorové grupy G/U, G/B jsou doplikové.
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14.3.5. V kaZdé grupé je systém vdech faktorovych grup spolu s ndsobe-
nimi, v nichf je ke kaZdé uspofdadané dvojici faktorovich grup pfirazen
jednou jejich nejmendi spoleny zdkryt a po druhé nejvétsi spoleéné zjem-
néni, Dedekindovym svazem s krajnimi proky; témito proky jsou nejvétsi
a nejmensdi faktorovd grupa.

14.4. Obal a prusek podgrupy s faktorovou grupou.

14.4.1. Necht nyni %, B, € znadf podgrupy v & a predpoklidime
ze U jest invariantni podgrupa v B a Ze je zaménitelnd s €. Pak
S L(B/A)a (B/U) M E jsou faktoroidy v &. Ze vzorci (1) a (2) v odst.
12.4.1 vidime, Ze faktoroid € C(B/U) lezf na podgrupé (€ n B)A
a faktoroid (B/YU) M € na podgrupé € n B; prvkem prvniho faktoroidu
obsahujicim jednotku 1 grupy © je zfejmé pole podgrupy U a prvkem
druhého faktoroidu obsahujicim 1 je pole podgrupy € n . Odtud plyne,
Ze U jest invariantni podgrupou v (€ n B)U a € n Y jest invariantni
podgrupou v € n B, a mame vzorce

CL(B/Y) = CnBUY,  (B/WME = (Cn B)/(CnY).

14.4.2. KdyZ podgrupa 9 splyva s grupou @&, pak podgrupa U jest
invariantni v & a je tedy zaménitelnd s kazdou podgrupou € c &;
kromé toho méme € n B = €. Kdy?z tedy U, € znadi podgrupy v & a A
jest invariantni v @, pak podgrupa € n Y jest invariantni v €, a mame
vzorce

CC(B/A)=CWA, (B/A)TE=¢E/E€ n ).

14.5. Zakryt faktorové grupy.

Tuto kapitolu ukonéime tvahou o zdkrytu faktorové grupy vynuce-
ném opsét n3jakou faktorovou grupou.

Nacht 9B znaéi libovolnou invariantni podgrupu v grupé & a B,
libovolnou invariantnf podgrupu ve faktorové grupé ®&/B. Prvky
podgrupy B, jsou tedy ti¥idy vzhledem k invariantni podgrupé 98 a mezi
témito prvky je pole B invariantnf podgrupy %, nebot B je, jak vime,
jednotkou faktorové grupy &/® a je tedy prvkem kazdé podgrupy
v grupé G/9B. Soudet viech prvka podgrupy B, je tedy jistd4 nadmnozina

- A na B, ktera obsahuje jednotku 1 grupy @&, tedy 1 ¢ Bc A. Podgrupa
B, vytvoiuje na B/B faktorovou grupu (&/B)/B, a jak vime z odst.
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8.5.3 vynucuje tato faktorova grupa jisty zédkryt 9 faktorové grupy
@®/B. Pripometime si, ze U je faktoroid na grupé & a kazdy jeho prvek
je soudtem vSech prvku faktorové grupy &/9B, které jsou obsazeny
vzdy v témZe prvku faktorové grupy (&/9B)/%B,. Zejména je tedy mno-
#ina A prvkem faktoroidu %, a protoze obsahuje jednotku 1 grupy @,
je podle tvahy v odst. 13.3.2 polem jisté invariantni podgrupy % v @
a faktoroid U je faktorové grupa /. Podgrupa B jest invariantni
v U, nebot mé tuto vlastnost dokonce v &, a je ziejmé, Ze plati rovnost
B, = U/B.

Dosli jsme k tomuto vysledku:

Zidkryt faktorové grupy &|B vynuceny faktorovou grupou (&/B)/B,
je faktorovd grupa &|U, pFi demf pole invariantni podgrupy A v G je
soudet vSech proki grupy &/B, z nichs se sklddd invariantni podgrupa B,
v &/B. Podgrupa B, je faktorovd grupa A/B.

14.6. Cvideni.

14.6.1. R4d faktorové grupy na libovolné koneéné grupé ¥adu N
jest délitelom ¢isla N.

14.6.2. V Gplné grupé euklidovskych pohybii na p¥imce nebo vro-
viné jest ona podgrupa, kterd se skladd ze vSech euklidovskych po-
hybt f[a] nebo f[«; a, b] invariantni (viz cvié. 11.7.1). Prisluind fakto-
rové grupa mé pravé dva prvky; jeden se skladéd ze vSech euklidov-
skych pohybu f[a] nebo fl«; a, b], druhy pak z g[a] nebo g[x; a, b].

15. DEFORMACE A VETY O ISOMORFISMU GRUP.

15.1. Deformace grup.

Necht &, @* znati grupoidy a predpoklidejme, Ze existuje defor-
mace d grupoidu & na &*. Kdy% jeden z grupoidit &, &* je grupa, co
se da fici o druhém?

15.1.1. Deformace grupy na grupoid.

Kdyz ® jegrupa, pak také &* je grupa. Mimo to obraz v d jednotky
grupy & jest jednotka grupy &* a obraz prvku inversniho vzhledem k libo-
volnému proku a ¢ & je proek inversni vzhledem k obrazu prvku a.
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