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8.5.3 vynucuje tato faktorova grupa jisty zédkryt 9 faktorové grupy
@®/B. Piipometime si, e ¥ je faktoroid na grupé & a kazdy jeho prvek
je soudtem vSech prvku faktorové grupy &/9B, které jsou obsazeny
vzdy v témZe prvku faktorové grupy (®/9B)/%B,. Zejména je tedy mno-
#ina A prvkem faktoroidu %, a protoze obsahuje jednotku 1 grupy @,
je podle tvahy v odst. 13.3.2 polem jisté invariantni podgrupy % v &
a faktoroid U je faktorové grupa /. Podgrupa B jest invariantni
v U, nebot mé tuto vlastnost dokonce v &, a je ziejmé, Ze plati rovnost
B, = U/B.

Dosli jsme k tomuto vysledku:

Zdkryt faktorové grupy &|B vynuceny faktorovou grupou (&/B)/B,
je faktorovd grupa &|U, pFi demf pole invariantni podgrupy A v G je
soudet viech proki grupy &/B, z nichs se sklddd invariantni podgrupa B,
v &/B. Podgrupa B, je faktorovd grupa A/B.

14.6. Cvideni.

14.6.1. R4d faktorové grupy na libovolné koneéné grupé ¥idu N
jest délitelom ¢isla N.

14.6.2. V Gplné grupé euklidovskych pohybii na p¥imce nebo vro-
viné jest ona podgrupa, kterd se skladd ze vSech euklidovskych po-
hybt f[a] nebo f[«; a, b] invariantni (viz cvié. 11.7.1). Prisluind fakto-
rové grupa mé pravé dva prvky; jeden se skladéd ze vSech euklidov-
skych pohybu f[a] nebo fl«; a, b], druhy pak z g[a] nebo g[x; a, b].

15. DEFORMACE A VETY O ISOMORFISMU GRUP.

15.1. Deformace grup.

Necht &, @* znaéi grupoidy a predpoklidejme, Ze existuje defor-
mace d grupoidu & na &*. Kdy% jeden z grupoidua &, &* je grupa, co
se da fici o druhém?

15.1.1. Deformace grupy na grupoid.

Kdyz ® jegrupa, pak také &* je grupa. Mimo to obraz v d jednotky
grupy & jest jednotka grupy &* a obraz prvku inversniho vzhledem k libo-
volnému proku a ¢ & je proek inversni vzhledem k obrazu prvku a.
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Abychom tato tvrzenf dokazali, uvazme, Ze podle cvié. 7.6.2 je gru-
poid B* asociativni. Necht 1* znaé¢i obraz jednotky 1 grupy & v defor-
maci d, takZze 1* = dl. Podle cvié. 10.7.4 jest 1* jednotkou grupoidu
&*. Necht déle a* znadi libovolny prvek v &*. ProtoZe d je zobrazent
grupy & na @*, existuje alespoti jeden prvek a € @ takovy, ze a* = da.
Z rovnosti aa—! = 1 plyne d(aa—!) = d1, t. j. a*da—! = 1* a podobn&
z rovnosti a—lag = 1 rovnost d(a—la) = d1, t.j.da"1 . a* = 1*, a odtud
vychazi, Ze prvek da—! jest inversni vzhledem k a*, takie da—1 =
= (da)~1. Dile vidime, %e obraz v d prvku inversniho vzhledem k libo-
volnému prvku a € & je prvek inversni vzhledem k obrazu prvku a,
a tim jsou nasSe tvrzeni dokazdna. Stru¢né muize me ¥ici, ze kazda defor-
mace zobrazuje grupu opét na grupu a zachovavé v obou grupich
jednotky a inversni prvky.

Z tohoto vysledku zejména vychdzi, Ze jsou-li néjaké dva grupoidy
@, &* isomorfni a jeden z nich je grupa, pak také druhy je grupa. Nebot
jsou-li @, B* isomorfni, pak existuje isomorfismus gruyoidu & na G*
a soucasné existuje isomorfismus (inversni) gruroidu G* na &. Je tedy
kazdy z obou grupoidi &, @* obrazem druhého v jist¢m isomorfismu
a tedy, je-li jeden z nich grupa, pak také druhy je grupa, jakoZto iso-
morfni obraz grupy. Kazdy isomorfismus zachovdvd ov&cm v olou
grupéch, jako kazdé deformace, jednotky a inversni prvky; déle zacko-
vava podgrupy a jak se snadno presvéd¢ime, t¢Z invariantni yodgiuyy.

15.1.2. Deformace grupoidu na grupu. O grupoidu & nedit me nynf
dalsich pfedpokladu, ale o grupoidu G* piedpoklddejme, Ze je grupou.
Podle prvni véty o isomorfismu gruroidi je grupa &* isomorfnf (i)
s jistym faktoroidem @ na grupoidu ®. @ pisludi k vytvoiujicimu
rozkladu patiicimu k deformaci d a v isomorfismu i faktoroidu & na G*
je kazdy prvek faktoroidu @ zobrazen na onen prvek grury G*, z jehoz
vzora v d se skldd4. Podle predchazejiciho vysledku je ® gruga, Fro-
toze &* je grupa. Isomorfismus i zachovava v obou gruréch jednotky
a inversni prvky; proto jest jednotka 1 grury ® v isomerfismu i
zobrazena na jednotku 1* grury &%, talze il = 1*, a ka¥dé dva
inversni prvky @, -1 v @ jsou zobrazeny na dva inv exsnf prvky v G%,
takie i@ = a*,ia—1 = q*-1, ProtoZe kazdy prvek a e« @ se skldda ze viech
vzort v d vidy tého# pfv_ku a* ¢ B*,a to onoko prvku, r1o néjz plati
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ia = a*, sklidé se jednotka 1 grupy ® ze viech vzort v d prvku 1* a
podobné dva inversnf prvky @, a-1 v & se sklidaji ze viech vzord v d
dvou inversnich prvki a*, a*-1 v @*. Platf tedy tato véta:

Kdy? ®* je grupa, pak faktoroid & na ®, patfici k deformaci d, je
grupa a jest isomorfni s &*. Jednotka grupy & je mnofina véech vzort
v d jednotky grupy &* a kafdé dva inversni proky v & jsou mnofiny
vdech vzord v d dvou inversnich proka v G*.

Na jednoduchém pifkladé ukaZeme, ze je-li &* grupa, pak nejenom
%e & memust byti grupa, nybré mule byti jakyjkoli grupoid. Skuteéns,
necht &* znaéf grupu skladajici se z jediného prvku 1*, takze 1*1* =
= 1*, a necht @ znadi libovolny grupoid. Mame ukézati, Ze existuje
deformace grupoidu & na grupu G*. Jest zfejmé, Ze zobrazeni, které
ke kazdému prvku v @ piifazuje prvek 1*, je deformace grupoidu &
na grupu G*.

16.2. Cayleyova véta a realisace abstraktnich grup.

15.2.1. Levé translace. Necht & znadi libovolnou grupu a a libovolny
prvek v . Prifadime-li ke kazdému prvku = € & prvek az € &, obdr-
Zime jisté zobrazenf grupy & do sebe; protoze rovnice ax = b, v niz b
znadf libovolny prvek v &, ma jediné fefenf € @, je to prosté zobra-
zenf grupy & na sebe, t. j. permutace grupy &. T'ato permutace grupy &
se nazyvd levd translace uréend prvkem a a oznacuje se ,t. Leva translace
uréend prvkem 1 je zfejmé identicky automorfismus na @. Kdyz a, b
jsou rizné prvky v @&, pak obé levé translace .t, ;t jsou rizné, nebot
prvek 1 se v ,t zobrazi na prvek a a v ,t se zobrazf na prvek b. SloZi-
me-li libovolnou levou translaci ,t s litovolnou levou translaci .¢t,
obdriime z¥ejmé levou translaci uréenou prvkem ba, takze plati rov-
nost »t,t = 4.t.

15.2.2. Véta Cayleyova. Uvazujme nynf o grupoidu, jehoZ pole je
mnozina v8ech levych translaci uréenych jednotlivymi prvky grupy @&
a nasobeni je definovano vzorcem ,t. ,t = ¢, v némz ,t, ,t znadf dva
libovolné prvky toho grupoidu. Oznaéme tento gruroid &,. Prifadi-
me-li ke kazdému prvku a € & prvek ,t e €;, obdrzime ziejmé zobrazens
grupy & aa grupoid ¥;,a toto zobrazeni je prosté, protoze kazdé dva
razné prvky a, b € & jsou zobrazeny na dva ruzné prvky .t ,t e T,
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ProtoZe soudin ab libovolného prvku a € & s libovolnym prvkem
b € @ je zobrazen na gt € &, t. j. na soudin .t . ,t obrazu .t prvku a
8 obrazem ,t prvku b, je toto zobrazeni deformace a tedy isomorfismus
grupy & na grupoid &,. Grupoid &, je tedy grupa, a to permutadni
grupa, a mame tuto t. zv. Cayleyovu vétu:

KaZdd grupa jest isomorfni 8 jistou permutaéné grupou.

Dilezitost tohoto vysledku zaleZi v tom, Ze se v theorii grup, pokud
jde o studium vlastnosti spoleénych isomorfnim grupim, miizeme
omezit na grupy permutacéni.

15.2.3. Realisace abstrakinich grup. S témito Gvahami tzce souvisi
tato otdzka: KdyZ je dina néjakd abstrakini grupa &, 2da existuje néjakd
permutadni grupa, kterd se dd na ni deformovat? O kazdé takové per-
mutaéni grupé pravime, Ze realisuje abstrakini grupu &, takze nase
otazka zni, zda se kazda abstraktni grupa da realisovat permutacemi.

Z hotejsich Gvah vyplyva, Ze odpovéd na tuto otdzku je kladna,
nebot kazdd abstraktni grupa je (dokonce) isomorfni s piislusnou
grupou levych translaci &,, takZe grupa &, grupu & realisuje.

Na pi. realisujme abstraktni grupu Fidu 4., jejiz multiplikaéni
tabulka je napsana jako druhé v odst. 11.6.1. Piislusné levé translace
uréené jednotlivymi prvky jsou podle té tabulky tyto permutace:

labc\ [labe\ [Labc\ [labe
label’ \alcd)’ \becla) \cbal
a tvolf spolu s nasobenim, které definujeme tim, Ze soucinem p . q

rozumime sloZenou permutaci pq, permutaéni grupu, kterd realisuje
nasi abstraktni grupu 4. fadu.

15.2.4. Pravé translace. Podobns jako jsme definovali levé translace
na ndjaké grupé @, definujeme pravé translace:

Kdy% a znaéi libovolny prvek v @ a kdy ke kaZdému proku x € & pfi-
fadime prvek xa ¢ @, obdréime permutacs grupy @, t. zv. pravou translacs
t, uréenou prokem. a.

O pravych translacich na @& plati podobné vysledky jako v transla-
ofch levych a doporudujeme &tenafi, aby si je odvodil.
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15.3. Véty o isomorfismu grup.

V kap. 9. jsme pojednali o vétach o isomorfismu grupoidi anynf si
viimneme téchto vét v piipadé, %e jde o grupy. Necht &, &*znaéi
libovolné grupy. ‘

15.3.1. Prvni véta. Predpokladdejme, Ze existuje deformace d grupy &
na G*. Jak jsme v odst. 9.1 vidéli, je faktoroid ® patifci k deformaci d
isomorfni s ®*. Podle odst. 14.1 jest & faktorovd grupa vytvofend
jistou invariantni podgrupou v & a polem této invariantni podgrupy
je onen prvek faktoroidu @, ktery obsahuje jednotku 1 grupy &. Pro-
toze 1 je vzorem v d jednotky 1* grupy &*, vidime, %e onen prvek
faktoroidu ®, ktery obsahuje 1, se sklidé ze v&ech vzort v d jednotky
1* grupy &*. Vychdzi tedy, %e mnoZina viech vzort v d jednotky
grupy G* je polem jisté invariantni podgrupy ® v & a faktorova grupa
B/D jest isomorfni s G*.

Piedpokladejme nyni naopak, Ze grupa &* jest isomorfni s faktoro-
vou grupou &/D na @ vytvofenou néjakou podgrupou D invariantnf
v @. Pak existuje isomorfismus i faktorové grupy &/D na grupu G*.
Podle odst. 9.1 zobrazeni d’ grupy & na grupu G/D definované tim,
%e pro a € @ jest d’a onen prvek v $/D, v ném? a lezi, je deformace grupy
® na grupu G/D. Odtud plyne, e d = id’ je deformace grupy & na G*.
Podle odst. 14.1 jest jednotkou grupy &/® pole D invariantni pod-
grupy D.ProtoZe v i je na jednotku 1* grupy &* zobrazena pravé
jenom jednotka grupy /%, jsou v d zobrazeny na 1* pravé jenom
ony prvky v &, které leii v D. Vychazi tedy, Ze existuje deformace d
grupy ® na G* takova, ze D se skladé ze viech vzori v d jednotky
grupy G*.

Tyto vysledky vyjadiuje proni véta o isomorfismu grup:

Dad-li se grupa & deformovat (d) na grupu &*, pak mnofina vech
vzord v d jednotky grupy &* tvoft invariantni podgrupu D v @ a faktorovd
grupa na &, vytvorend invariantni podgrupou D, jest isomorfni s G*,t.75.
&/D =~ @*. Naopak, je-li grupa &* isomorfni s faktorovou grupou
na &, vytvorenou néjakou podgrupou D invariantni v &, pak existuje
deformace d grupy & na &* takovd, e D se sklddd ze viech vzors v d jed-
notky grupy &*.
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15.3.2. Druhd véta. Necht nyni U, B, € znaéi podgrupy v grupé &
a predpoklddejme, Ze U jest invariantni podgrupa v B a Ze je zaméni-
telnd s €. Podle druhé véty o isomorfismu grupoidi je obal € C B/%
podgrupy € ve faktorové grupé B/U isomorfni s prasekem B/U M€ fak-
torové grupy B/U s podgrupou €, t.j. € C B/U = (B/A) M E, pii emz
isomorfismus je zobrazeni, v némz je ke kazdému prvku obalu € C(8/%)
pfifazen s nim incidentni prvek priseku (B/%) M €. Podle odst. 14.4.1
je ¥ invariantni podgrupa v (€ n B)Y a € n U je invariantni podgrupa
v €n B a plati vzorce: € C(B/A) = (€M B)W/Y, (B/A)MNE€=(€n
n B)/(€ n A). Odtud vychazi druhd véta o isomorfismu grup:

Jsou-li W, B, € podgrupy v grupé & takové, Ze U jest invariantni
podgrupa v B a je zaménitelnd s €, pak U jest invariantni podgrupa
v (€ n B)U a € n Y je invariantnt podgrupa v € 0 B a plati vztah;

CnB)U/A=(CnB)(E€nY),
pFi &em¥ isomorfismus je ddn incidenct proki.

Dusledkem této véty (pro B = @) je tato véta:

Jsou-li A, € podgrupy v & a je-li Y invariantni v @, pak € 0 Y jest
invariantni podgrupa v € a plati vztah

CU/A = §/(€ n ),

pFi CemZ isomorfismus je ddn incidenci prokd.

156.3.3. T'eti véta.

Jak vims z theorie grupoida (kap.9), mame jedté tieti vétu o iso-
morfismu grupoidd a ta se tyka zdkrytu faktoroidu.

Necht 9B znaéi libovolnou invariantni podgrupu v & a 9B, libovolnou
invariantni polgrupu ve faktorové grupé &/®. Podle tieti véty o iso-
morfismu grupoili jo faktorova grupa (&/B)/DB, isomorfni se zakrytem
9 faktorové grupy G/B vynucenym faktorovou grupou (&/9)/B,, t. j.
(&/B)/B, = Eu', pii Sem% isomorfismus je zobrazeni, v némz je ke kai-
dému prvku b € (8/B)/B, ptitazen soudet @ ¢ A viech prvka b e G/B
Ibzizich v b. Polls> olst. 145 ja soadst visch prvka faktorové grupy
/B lezicich v B, polem jisté invariantni podgrupy % v & a ¥ je fak-
torové grupa &/U; mimo to mame B, = U/B.

Odtud plyne t¥eti véta o isomorfismu grup:
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Je-li B invariantni podgrupa v & a B, invarianint podgrupa v &/B,
pak soucet proks faktorové grupy &P leficich v B, je polem jisté in-
variantni podgrupy U v & a plati vztah

(©/2)/(U[B) ~= &/,

Ppri &em¥ 1somorfismus prirazuje ke kaZdému proku b faktorové grupy na
levé strand soudet viech proki faktorové grupy G(B leficich v b.

15.4. Deformace faktorovych grup.

" Navazujice na vysledky v odst. 9.5 o deformaci faktoroidd, v8imné-
mse si, jak se tyto vysledky utvaieji v pripadé, ze jde o faktorové
grupy.

acht d znadi libovolnou deformaci grupy ® na grupu G*, takze
mame G* = d@.

 Z odst. 15.3.1 vime, Ze mnoZina v8ech vzora v d ]ednotky grupy G*
tvo¥i jistou invariantni podgrupu D v @ a faktorova grupa G/D jest
isomorfni s &*.

Deformace d uréuje rozsifené zobrazenf d systému vSech pod-
mnozin v & do systému vSech podmnozin v @*; v tomto zobrazeni je
obrazem kazdé podmnoziny 4 c @ podmnozina d4 c G*, kterd se
sklada z obrazi v deformaci d jednotlivych prvki a € 4 (3.8.1).

Budiz G/% libovolna faktorova grupa na grupé @, vytvorena jistou
invariantni podgrupou 2.

Podle véty 14.3.4 jsou faktorové grupy @5/ A, B/D dopliikové. Z toho
plyna, Ze faktorova grupa G/U mé v rozsifeném zobrazenf d jisty obraz

d(G/A); d(G/Y) je faktoroid na grupé G* (9.5.1). Cistedné rozéffend
zobrazeni d faktorové grupy &/U na faktoroid d(&/U) ]e deformace,
t. zv. roz§ifend deformace d (9.5.2).

Obraz pole 4 invariantni podgrupy U v rozsffeném zobrazeni d
obsahuje jednotku grupy &* (156.1.1). Z toho plyne, Ze d4 ¢ d(G/U) je
polem jisté podgrupy d¥ invariantni v &* a Ze faktoroid d(&/U) je
faktorovd grupa vytvorena invariantni podgrupou d¥ (13.3.2), t. j.

d(G/U) = d&/dY.

Nejmensi spoleény zakryt [&/U, &/D] faktorovych grup G/%, /D
a faktorovd grupa d@/dU jsou isomorfni; isomorfni zobrazeni fakto-
roidu [G/Y, G/D] na dG/dY obdriime, kdy% ke kazdému prvku onoho
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faktoroidu pfifadime jeho obraz v rozsifeném zobrazeni d (9.5.3).
Faktoroid [G/U, /D] je faktorové grupa G/AD vytvorens invariantni
podgrupou YD (14.3.2).

Dosli jsme k tomuto vysledku:

Kdyz grupa &* je homomorfni (d) s grupow &, pak obrazem kaZdé
faktorové grupy &/U v rozéifeném zobrazent d je faktorovd grupa d&/dU
a Cdsteéné rozéifené zobrazenti d faktorové grupy &/U na faktorovou grupw
d®/dU je deformace. Faktorové grupy G/UD, dG/dU jsou isomorfni; iso-
morfni zobrazeni faktorové grupy G/UD na dBG/dU obdriime, kdy% ke
kaZdému proku pront faktorové grupy pfiradime jeho obraz v roz§ifeném
zobrazent d.

Zejména je kaZdd faktorovd grupa, kterd je zdkrytem fakiorové grupy
B/U, isomorfni se svgm obrazem v roz§ifené deformaci d; isomorfni zobra-
zeni dostaneme, kdyZ ke kaZdému proku zdkrytu prifadime jeho obraz
v roz§ifeném zobrazent d.

15.5. Cvideni.

15.5.1. Realisujte permutacemi abstraktni grupu 4. Fadu, jejiz
multiplika¢ni tabulka je napsédna jako prvni v odst. 11.6.1.

16.5.2. Kdy% je ddna multiplikaéni tabulka néjaké koneéné grupy &,
pak symboly levych translaci na & obdrzime, kdy% po kazdé opiSeme
vodorovné zahlavi a pod né napifeme jeden fadek tabulky. Podobné
sestavime ze svislého zadhlavi a jednotlivych sloupct symboly pravych
translaci na &.

15.5.3. Pravidelny osmistén mé celkem 13 os soumérnosti (3 pro-
chédzeji vidy dvéma protéj$imi vrcholy, 6 prochéazi stfedy vidy dvou
protéjsich hran a 4 st¥edy vZdy dvou protéjsich stén). VSechna otocent
osmisténu okolo os soumérnosti, kterd osmistén pievadéji v sebe, tvori
grupu 24. i4du, t. zv. grupu oktaedrickou (piitom se ototeni okolo téze
osy o thly lisfci se o celé nasobky 360° povazuji za stejnd); ozna¢me
pro okamzik tuto grupu . Kazdému otodeni, které je prvkem v D,
odpovidé jistd permutace 3 os soumérnosti prochazejicich vidy dvéma
prot&jsimi vrcholy. Kdyz ke kazdému prvku v O p¥itadime pifslu§nou
permutaci, obdrzime deformaci grupy © na symetrickou permutacni
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grupu &;. Pouzijte této deformace a dokazte pomoci prvni a tieti véty
o isomorfismu grup, %e grupa © obsahuje invariantni podgrupy fadu
4, 12.

16. O CYKLICKYCH GRUPACH.
16.1. Definice.

Libovolnd grupa @ se nazijvd cyklickd, kdyZ v ni existuje prvek, t. zv.
zdkladni, ktery se vyznaduje tim, Ze kazdy prvek v & je jeho mocninou.
Kdyz @ je cyklickd grupa a a jeji zakladnf prvek, pak grupu & ozna-
¢ujeme zpravidla symbolem (a).

Z prvniho vzorce (1) odst. 11.3 plyne, Ze kaZdd cyklickd grupa jest
abelovskd.

16.2. R4d cyklickych grup.

Uvazujme o libovolné cyklické grupé (a). Jsou-li mocniny af, a*
prvku a s kazdymi dvéma riznymi mocniteli ¢, § rzné, pak grupa (a)
mé ¥ad 0, nebot obsahuje nekoneéné mnoho prvku

.,a"% a1 a%al, al, .... (1)

Protoze kazdy prvek grupy (a) je nékterou mocninou prvku a, nenf
v grupé (@) jinych prvkii nez jsou tyto a vychézi, Ze se grupa (a) sklada
z prvka (1). Pfedpokladejme nyni, Ze mocniny prvku a s nékterymi
riznymi mocniteli ¢, § jsou rovné, takze a* = af, ¢ = j. Z této rovnosti
plyne a=?.a* =a~f.a’, t. j. a*~f = 1. ProtoZe jedno z &isel 1+ — 4,
7 — 1 je p¥irozené a mocniny prvku a s témito mocniteli jsou rovny 1,
vidime, Ze existuji pfirozena ¢fsla x vyhovujici rovnici a® = 1. Mezi
témito prirozenymi Cisly je jisté ¢islo nejmensi; oznacme je =, takZe
mame a® = 1. Uvazujme o téchto prveich grupy (a):

l,a,a%...,a" L (2)
Predeviim snadno zjistime, Ze kazdé dva z nich jsou rtizné; skuteéns,
plati-li pro nékteré z nich rovnost a* = a’, jest jedno z obou ¢isel ¢ — 4,
j — t ptirozené a mensf nez n a hovi rovnici a* = 1; ale to odporuje
definici ¢fsla n. Grupa (@) md tedy alespoil n prvki (2) a mé tedy ¥ad
bud 0 nebo > n. Déle snadno ukéZeme, %e grupa (a) jinych prvka
nema, takie jeji ¥ad jest n. Za tim wdelem uvaZujme o libovolném
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