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grupu &;. Pouzijte této deformace a dokazte pomoci prvni a tieti véty
o isomorfismu grup, %e grupa © obsahuje invariantni podgrupy fadu
4, 12.

16. O CYKLICKYCH GRUPACH.
16.1. Definice.

Libovolnd grupa @ se nazijvd cyklickd, kdyZ v ni existuje prvek, t. zv.
zdkladni, ktery se vyznaduje tim, Ze kazdy prvek v & je jeho mocninou.
Kdyz @ je cyklicka grupa a a jeji zakladnf prvek, pak grupu & ozna-
¢ujeme zpravidla symbolem (a).

Z prvniho vzorce (1) odst. 11.3 plyne, Ze kaZdd cyklickd grupa jest
abelovskd.

16.2. R4d cyklickych grup.

Uvazujme o libovolné cyklické grupé (a). Jsou-li mocniny af, a*
prvku a s kazdymi dvéma riznymi mocniteli ¢, § rzné, pak grupa (a)
mé ¥ad 0, nebot obsahuje nekoneéné mnoho prvku

.,a"% a1 a%al, al, .... (1)

Protoze kazdy prvek grupy (a) je nékterou mocninou prvku a, nenf
v grupé (@) jinych prvki neZ jsou tyto a vychézi, Ze se grupa (a) sklada
z prvka (1). Pfedpoklidejme nyni, Ze mocniny prvku @ s nékterymi
riznymi mocniteli ¢, § jsou rovné, takze a* = af, ¢ = j. Z této rovnosti
plyne a=?.a* =a~f.a’, t. j. a*~f = 1. ProtoZe jedno z &isel 1+ — 4,
j — 1 je p¥irozené a mocniny prvku a s témito mocniteli jsou rovny 1,
vidime, %e existuji pfirozena ¢fsla 2 vyhovujici rovnici a® = 1. Mezi
témito prirozenymi Cisly je jisté ¢islo nejmensi; oznacme je =, takZe
mame a® = 1. Uvazujme o téchto prveich grupy (a):

l,a,a%...,a" L (2)
Predeviim snadno zjistime, Ze kazdé dva z nich jsou rtizné; skuteéns,
plati-li pro nékteré z nich rovnost a* = a’, jest jedno z obou ¢isel ¢ — 4,
j — 4 ptirozené a mensf nez n a hovi rovnici a* = 1; ale to odporuje
definici ¢fsla n. Grupa (@) md tedy alespoil n prvki (2) a mé tedy Fad
bud 0 nebo > n. Déle snadno ukéZeme, %Ze grupa (a) jinych prvka
nema, takie jeji ¥ad jest n. Za tim wdelem uvaZujme o libovolném
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prvku a® grupy (a). Délime-li &fslo « &slem #, obdrzime jisty podil ¢
a jisty zbytek 7, tedy x = gn + 7, a mdme 0 < r < n — 1, tak¥e ar
jest jednim z prvki (2). Ze vzorch (1) odst. 11.3 plynou rovnosti

a®* = g™ =g . a"=(@a")?.a"'=1.a"=1.a" =a"

a odtud vychdzi, Ze a* je prvek a". Tim je zjidténo, Ze grupa (a) se
sklddd z prvka (2) a mé tedy idd n. Dale plyne z nasf Gvahy, %e soudin
at . a? libovolného prvku af s libovolnym prvkem af grupy (a) je prvek
a*, kde k znaéi zbytek déleni &isla ¢ + j &islem n, nebot af . af = a¥+7,
Shrneme-li své vysledky o cyklickych grupéch, dostaneme vétu:

Rdd n ka%dé cyklické grupy (a) jest bud 0 a v tom pfipadé se grupa (a)
skldda z proka (1); nebo n > 0 a pak se cyklickd grupa (a) sklddd z proks
(2). Soutin at . a’ libovolného prvku a* s libovolngm prokem af grupy (a) je
v pronim pFipadé proek a**?, kdeito v druhém pripadé proek a¥, kde k je
2bytek déleni Eisla i + j Cislem n. Ve druhém pripadé je n nejmendi pfirog
zené ¢islo takové, Ze a™ = 1.

Viimnéme si, Ze v obou piipadech jest a*—¢ prvek inversni vzhledem
k prvku at.

16.3. Podgrupy cyklickych grup.

UvaZujms nyni o néjaké podgrupé U v cyklické grupé (a). Kdyz se
podgrupa U skldda z jediného prvku 1, pak je cyklickd a ma zakladni
prvek 1. Predpokladejme nynf, Ze podgrupa U obsahuje kromé prvku 1
ndktery prvek at, kde i = 0. Protoze podgrupa % obsahuje s prvkem af
soudasné inversni prvek a—* a protoze jedno z obou ¢&isel 4, — je ptiro-
zené, vidime, Ze v podgrupé U existujf mocniny prvku a, jejichZ mocni-
telé jsou pfirozens &fsla. Mezi témito mocniteli jest jeden nejmens;
oznatme jej m, takze mame a™ ¢ A a mocniny prvku a s pfirozenymi
mocniteli mens$imi nez m v podgrupé U neexistuji. Necht a® znaéi libo-
volny prvek v Y. Délime-li ¢fslo z ¢fslem m, obdrzime jisty podil ¢
a jisty zbytek r, takze = gm + r,amame 0 < r < m — 1. Ze vzorcl
(1) v odst. 11.3 plynou rovnosti a® = a?™*r = g9 . a* a odtud vychazi,
Ze prvek a’ je souéin prvku e~ s prvkem a®. ProtoZe a—9™ jest in-
versnf prvek vzhledem k prvku (a™)¢, ktery jako ¢-t4 mocnina prvku a™
obsazeného v U je rovnéz v U, vidime, Ze a—9™ je prvek v U, a protoZe
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také a* je prvek v U, jest i souéin a—".a®, t. j. prvek a’, obsaZen
v podgrupé Y. Odtud vzhledem k nerovnostem 0 < r < m — 1 a k de-
finici éisla m vychdzf r = 0 a mame a* = (a™)?. Kazdy prvek podgrupy
A je_vtedy jistou mocninou prvku a™, takze podgrupa ¥ je cyklickd a ma
zékladni prvek a™. Touto tvahou jsme dosli k vysledku, Ze kaZdd
podgrupa v cyklické grupé (a) je cyklickd.

ProtoZe cyklickd grupa (a) jest abelovskd, je v ni kaZdd podgrupa
snvariantni.

16.4. Zakladnf prvky.

Eaxistuji v cyklické grupé (a) kromé proku a jedté dal$i zdkladni proky?
Necht opét n znadfi ¥ad grupy (a) a pfedpokladejme, ze néktery prvek a”
grupy (a) je zakladni. Pak zejména prvek a jest jistou mocninou prvku
a’, takze mame a = a’?, kde g znadi jisté celé &islo. Je-li n = 0, pak
z této rovnosti plyne »g = 1, nebot v tom piipadé kazdé dvé mocniny
prvku a s riznymi mocniteli jsou rizné a odtud dile plyne » = g = 1
anebo » = ¢ = — 1. Kromé prvku e mizZe tedy jenom prvek a—! byt
zékladnf a vidime, Ze skuteéné kaidy prvek afgrupy (a) jest —i-tou
mocninou prvku a=1. V p¥padsé n = 0 mé tedy grupa (a) pravé dva
zékladni prvky: a, a—1. V&imnéme si, %e jsou to jediné dva prvky v (a),
jejich# mocnitelé maji s éislem n (= 0) nejvétsi spoletny délitel 1, jinak
fedeno, jejichz mocnitelé jsou s &islem n (= 0) nesoud&lni. Uvazujme
nyni o ptipadu » > 0. Cyklickd grupa (a) se sklada z prvku 1, a, a?,
...y @1, Znadi-li r zbytek délenf &isla vq &slem n, takZe vg = ng’ + r,
kde ¢’ je podil a 8 < r < n — 1, mame " = a” = a a odtud plyne
r = 1, nebot a, a* jsou z fady 1, a, @?, ..., a*~1, v niz kazdé dva prvky
s riznymi mocniteli jsou rizné. Mame tedy rovnost »g —ng’ =1
a odtud plyne, Ze &fsla », n jsou nesoudélnd. Znaéi-li naopak » libovolné
celé &islo nesoudélné s =, pak existujf celd &fsla ¢, ¢" takovd, Ze vqg —
—ng’ = 1 (viz pozn. pod Sarou na str. 77), a odtud plyne pro kazdé
celé éislo ¢ vztah ¢+ = »(¢7) — n(¢'?), a mame a® = (a”)%, takZe a” je
zékladnim prvkem grupy (a). V piipadé » > 0 jsou tedy zakladnimi
prvky grupy (@) pravé ony mocniny prvku a, jejichZz mocnitelé jsou
8 Cislem n nesoudélni. Vidéli jsme, Ze tyz vysledek plati i v pFipadé
n = 0, takze nage vysledky muZeme shrnouti vétou:
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Zékladnimi proky libovolné cyklické grupy (a) fddu n = 0 jsou prdvé
jenom mocniny prvku a, jejichZ mocnitelé jsou s ¢islem n nesoudéini.

V piipadé n = 0 mé tedy cyklickd grupa (a) pravé dva zakladni
prvky, kdeZto v pFipadé n > 0 jich m4 tolik, tolik je v fadé 1, 2, ..., n
¢isel nesoudélnych s n.

16.5. Uréeni v8ech cyklickych grup.

16.6.1. Dulezitym p¥ikladem cyklické grupy ¥adu 0 je grupa 3; ziej-
mé je 3 = (1). V8echny podgrupy v 3 se skladaji, jak vime, ze viech
celych nisobkt vZdy néjakého nezaporného &isla n a jsou tedy, podle
ho¥ejsiho vysledku, cyklické grupy (n). Necht n > 0 a uvaZujme o fak-
torové grupé 3/(n). Pripometime si, ze kdyz n = 0, pakse 3/(n)sklada
z mnozin @&; = {¢}, kde ¢ = ..., —2, —1,0,1, 2, ..., a kdyZz » > 0, pak
se skladd z prvka a,, ..., @y—;, kde @; znadi mnozinu vSech prvka v 3
lisicich se od ¢isla ¢ jenom o néjaky cely nasobek ¢isla n; v obou pif-
padech m4 faktorové grupa 3/(n) ¥id n. Snadno ukéZeme, e fak-
torové grupa 3/(n) je cyklickd a ma zakladni prvek a,. Skuteéns, podle
definice ndsobeni v 3/(n) je libovoln4 ¢-t4 mocnina libovolného prvku
@; e 3/(n) onen prvek v 3/(n), ktery obsahuje ¢islo ¢j a tedy je zejmé-
na @; = aif. Tim je naSe tvrzeni dokazano. Soucasné je tim zjisténo,
Ze existuji cyklické grupy libovolného ¥adu n 2> 0.

Avsak nejen kaZzd4 faktorovd grupa na grupé 3 je cyklickd, nybrz
i naopak kazdéa cyklickd grupa je isomorfni s jistou faktorovou grupou
na grupé 3. Skuteéné, uvazujme o libovolné cyklické grupé (a). Pak ke
kazdému prvku z e (@) existuje alespoii jedno celé ¢&islo & takové, Ze
af = x a oviem naopak, je-li & libovolné &islo celé, jest af prvkem v (a).
Prifadime-li tedy ke kazdému prvku & e 3 prvek af e (a), obdriime
jisté zobrazeni d grupy 2 na grupu (a). Kdyz &, 5 jsou libovolné prvky
v 3adfé = x,dp = y, mdme z = af, y = a" a tedy zy = a‘a" = a**",
takze d(& -+ n) = xy = d&dy. Odtud plyne, Ze zobrazenid zachovava
nisobeni v obou grupach 3, (a), a tedy je homomorfismus. Vychazi
tedy predevsim, Ze cyklickd grupa (a) je homomorfni s grupou 3. Podle
prvnf véty o isomorfismu grup tvofi mnozina viech vzort v d jednotky
grupy (a) invariantni podgrupu ¥ v 3 a faktorova grupa na 3, vytvo-
fend invariantni podgrupou ¥, jest isomorfni s (a), t. j. 3/U == (a).
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Necht n (= 0) znadi ¥4d cyklické grupy (a). Pak také 3/% mé ¥ad n
a podgrupa U se tedy sklada ze vSech celych nasobkti ¢fisla n. Vychazf
tedy, ze cyklicka grupa (a), fadu =, jest isomorfni s faktorovou gru-
pou na 3 vytvofenou podgrupou (n) v 3. Zejména je tudiz kazda
cyklicka grupa Fadu 0 isomorfni s grupou 3/(0) a tedy také s grupou 3.

Ziejmé je kazda grupa, kterda je isomorfni s néjakou cyklickou
grupou Fadu n (= 0), opét cyklickd a mé Fad n. Nase tvahy obsahuji
tedy tento vysledek:

Vechny cyklické grupy Fddu m = 0 jsou representovdny faktorovou
grupou 3/(n) na grupé 3, atovtom smyslu, Ze katdd cyklickd grupa fddu n
jest isomorfnt se 3/(n) a naopak, katdd grupa isomorfni s touto fakto-
rovou grupou je cyklickd a md fad n.

16.5.2 Ptiklad.

Jako ptiklad cyklické grupy ¥4du » > 0 uvedme grupu skladajici se
z kofenti rovnice 2* = 1, pri éemz nasobeni je nasobeni v aritmetickém
smyslu. Kofeny této rovnice jsou*):

2mi 4ni 2(n—1)mi
g=1, g = er, &y = er, .n Epy=¢€ "
2nf

a tvoii tedy cyklickou grupu (e * ). Body, jejich#.soufadnice jsou redlné
a imaginarni ¢asti téchto kofent, jsou vreholy pravidelného n-thelnika.

Na pf. pro n = 6 mame vrcholy pravidelného 6-tihelnika (viz obr. 13).
271 10mi

Zakladni prvky této grupy ¥adu 6 jsoue ,e © .

16.6. Fermatova véta pro grupy.

Pojem cyklické grupy ma duleZity vyznam i pro grupy, které
nejsou nutnd cyklické. Uvazujme o libovolné grups &. Necht a znadf
libovolny prvek v &. Jednotlivé mocniny prvku a tvofi cyklickou
podgrupu (a) v ©.

Ridem proku a rozumime #dd cyklické podgrupy (a). Rad n prvku a
je tedy bud 0 nebo nejmensi p¥irozené ¢islo z, pro néz a* = 1; vidycky
tedy plati a® = 1.

*) Jo-li z libovolné reslni Sislo, pak %, kde i = }/— 1, je definovéno vzorcem
&'% = cosx + 4 sinz.
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Obr. 13.

Déle snadno zjistime, ze ¥dd n kaZdého proku a € ® je délitelem Fddu N
grupy G, t. j. Ze plati rovnost N = nd, kde d znadf jisté celé &islo. Toto
tvrzeni je ziejmé, je-li N = 0. V piipadé N > 0 plyne z véty, Ze fad
kazdé podgrupy v @ je délitelem ¥adu grupy ®. Z rovnosti N = nd
plyne: a¥ = a" = (a")% = 14 = 1 a odtud vychdzi t. zv. Fermatova
véta pro grupy:

V kadé grupé libovolného ¥ddu N je N-td mocnina libovolného proku
jednotka grupy.

16.7. Vytvofeni levych translaci ryzimi cyklickymi per-
mutacemi.

Své tvahy ukonéime poznidmkou o vytvorent na pf. levych translact
néjaké koneéné grupy ryzimi cyklickymi permutacems.

Necht ® znadilibovolnou kone¢nou grupu a necht a je libovolny prvek
v 8. Jak jsme vylozili v odst. 15.2.1, je leva translace ot grupy & permu-
tacigrupy ® a je tedy vytvorena (viz odst. 4.4.5) koneénym poétem ry-
zich cyklickych permutaci, t. j. existuje rozklad @ = {@, ..., m} grupy &
takovy, Ze kazdy jeho prvek a,...,m je v t invariantnf a ¢asteéné
permutace oz, ..., otm jsou ryzi cyklické permutace prvki a, ..., m.
Libovolny prvek % rozkladu @ se skladé z prvka cyklu: z, otz, (at)z, ...,
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(at)*~1z, pii demZ z znalf libovolny prvek v Z a & nejmensi pfirozené
dslo takové, ze (qt)fxr = x. Podle definice levé translace ,t mame
atr = ax, (t)%x = a’x, ..., () lx = a¥~lx a 2z rovnosti (st)*x =
= a*x = z plyne a* = 1. Odtud vidime, Ze né¥ cyklus je z, az, a*z, ...,
a*-1z, a dale, Ze mnozina 1, a, a? ..., a¥*~1 je polem cyklické podgrupy
(a) v ®. Prvek Z je tedy pravé tiida prvku z vzhledem k cyklické pod-
grupé (a). Odtud dale plyne, ze G je pravy rozklad grupy & vytvofeny
cyklickou podgrupou (a).

O ryzich cyklickych permutacich, které vytvoiuji libovolnou levou
translaci 4t v néjaké koneéné grupé &, plati tedy véta, Ze jejick cykly
se sklddaji z téchZe proka jako pravé tfidy vzhledem k cyklické podgrupé (a)
v grupé &.

16.8. Cvideni.

16.8.1. Prvek a = 1 v libovolné grupé¢ ® ma ¥ad 2, kdyz a jen kdyz
je sam k sobé inversni.
~ 16.8.2. V kazdé koneéné grupé sudého fadu existuji prvky iadu 2.

16.8.3. Ma-li prvek a libovolné grupy & rad =, pak ¥ad kazdého
prvku cyklické podgrupy (a) v ®&, je délitelem ¢&isla n.

16.8.4. Kazda grupa, jojiz ¥ad je prvocislo, je cyklicka.

16.8.6. R4d kazdého prvku @ libovolné faktorové grupy na néjaké
konedné grupé & je délitelem ¥ddu kazdého prvku v @ obsazeného v a.
Kdyz fad prvku @ je mocninou néjakého prvoéisla p, pak v @ existuje
prvek a, jehoz Fad je rovnéz mocninou prvocisla p.
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