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I. MNOZINY

1. Zakladni pojmy o mnoZinach

Pifedevsim uvedeme nékteré zakladni pojmy z teorie mnoZin a na nich zaloZime
dalsi uvahy.

1.1. Pojem mnoZiny

V matematickém nazvoslovi uZivame slova mnoZina nahradou za slovo mnoz-
stvi, které ma v Sesti rtiznych padech stejnou koncovku a proto je po jazykové strance
méné vhodné. V nasi matematické literatufe slovo mnoZina zdoméacnélo a oznacuje
jeden z nejdileZit&jsich pojmi moderni matematiky.

MnoZinou rozumime souhrn jakychkoli vzajemné rozliSitelnych véci. Tyto véci,
z nich? se mnoZina sklada, nazyvame pruky nebo téZ body mnoZziny. KaZdd mnoZina
je svymi prvky jednoznacné uréena. Dv€ mnoZiny, které se skladaji z tychz prvki,
povaZujeme za identické.

Vsude kolem nas vidime piiklady mnoZin. Uvedme napf. tyto:
[1] mnoZina skladajici se ze znaku a;

[2] mnoZina viech slov obsaZenych v této knize;

[3] mnoZina vSech piirozenych &isel.

Ve svych tivahach budeme ¢asto jednat o mnoZinach mnoZin, tj. o mnoZinach,
jejichZ prvky jsou opét mnozZiny; z jazykovych divoda fikdme radé&ji systém mnozin
misto mnoZina mnozin.

V piipad€ systému mnoZin se vyskytuji jednak prvky systému, tedy mnoZiny,
a jednak prvky téchto mnoZin. V takovych pfipadech mluvime zpravidla o prvcich
systému a o bodech téchto prvki.
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Piikladem systému mnoZin je

[4] mnoZina, jejiz prvky jsou mnoZiny p¥irozenych &isel, z nichZ jedna se sklada
ze viech prvocisel 2, 3, 5, 7, 11, ..., dal§i ze v8ech soudint vZdy dvou prvodisel, dalsi ze
vSech soucini vzdy tii prvodisel atd.

1.2. Oznadeni mnoZin

MnozZiny budeme zpravidla oznacovat velkymi latinskymi pismeny, nap¥. A4,
a prvky mnoZin latinskymi pismeny malymi, nap¥. a. V pfipadé systémt mnoZin vede
toto pravidlo k oznadovani jak systéma mnoZin, tak i jejich prvka velkymi latinskymi
pismeny, a proto se od n€ho odchylime; systémy mnoZin budeme oznacovat velkymi
latinskymi pismeny s pruhem, napf. 4, a jejich prvky, tedy op&t mnoZiny, malymi
latinskymi pismeny s pruhem, napft. a.

KdyZ a, b znadi touz véc, pravime, Ze se véci a, b rovnaji, a piSeme a = b nebo
b = a. Opaény pfipad, tedy nerovnost véci a, b, vyjadfujeme vzorcem a #+ b nebo
b % a. KdyZ se napt. mnoZiny A, B skladaji z tychz prvki, je A = B a v opaéném
pripadé A + B. KdyZ je véc a prvkem mnoZiny A, piSeme a € A.

KdyZ je n&jakd mnoZina A souhrnem vé&ci, které jsme oznadili q, b, c, ...,
piSeme A = {a, b, c, ...}. Napt. {a} je symbol hofej§i mnoZiny [1] a {1, 2, 3,...} je
symbol mnoZiny [3]. Také si jednou provZdy stanovime, Ze se zavedenych nazvii ne-
budeme drzet vidycky doslovnég, nybrz v duchu jazyka si dovolime odchylky, pokud
ovsem nebudou na ujmu presnosti vykladu. Tak napf. misto ,,mnoZina A je souhrn
prvki a, b, ¢, ...” miZeme fici: ,,mnozina A se sklada z prvki a, b, c, ... anebo
,mnoZina 4 ma prvky a, b, c, ... a Zadné jiné*; misto ,,a je prvek mnoZiny A mi-
Zeme ¥ici, ,,a je prvek v mnoZiné A nebo ,,a patfi do mnoZiny A%, atp.

1.3. Dalsi pojmy

Jako mnoZinu zavadime také tzv. prdzdnou mnoZinu, ktera je charakterizovana
vlastnosti, Ze nema Zadné prvky. ProtoZe kazd4 mnoZina je svymi prvky jednoznacné
uréena, je jenom jedna prazdna mnoZina. Budeme ji oznadovat symbolem §. Pti dalsi
detbé pozname, Ze zavedeni pojmu prazdné mnoZiny je vyhodné pfi formulaci Gvah.

Ka?d4 mnoZina, jejimiZ prvky jsou né&jaké symboly, napf. pismena, jejichZ
vyznam neni blie vymezen, nazyva se abstraktni; napf. hofejsi mnozina [1] je
abstraktni. :

Ka?d4 mnoZina, ktera se skladi jenom z koneéného podtu prvki, se nazyva
konecnd, kdeZto v opaéném piipadé nekonecnd; napf. mnoZiny [1], [2] jsou konené,
kdeZto mnoZiny [3], [4] jsou nekone&né.
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Rddem libovolné kone&né neprazdné mnoZiny rozumime podet jejich prvkii.
Napf. mnoZina [1] ma ¥4d 1. Déle je pro nas ucel vhodné pfisoudit kazdé nekone&né

v wr

mnoZin€ fad 0. Prazdné mnoZin€ fad nepfisuzujeme.

14. Podmnozina a nadmnoZina

Necht A4, B znaci néjaké mnoziny. KdyZ je kazdy prvek v 4 soufasné prvkem
v B, pravime, Ze A je podmnozZina v B nebo B je nadmnoZina na A. Nékdy tento vztah
vyjadfujeme také tim, Ze A4 je édst mnoZiny B nebo B obsahuje mnoZinu A. Piseme pak
A = B anebo B o A. Prazdna podmnoZina se povazuje za ¢ast kazdé mnoZiny; ze-
jména @ < 0.

KdyZ A = B, mnoZina B miiZe (ale nemusi) obsahovat prvky, které do A
nepatii. Obsahuje-li B alespoii jeden prvek, ktery nepatfi do 4, vyjadfujeme tuto okol-
nost piivlastkem vlastni a fikame, Ze A je vlastni podmnoZina v B nebo Ze B je vlastni
nadmnoZina na A. V opa&ném piipadé je A (B) nevlastni podmnoZina (nadmnoZina)
v B (na A) a vidime, Ze se rovnd mnoZin& B (4): A = B (B = A). ’

Napf. mnoZina viech prvodisel je vlastni podmnoZina v mnoZin& [3], nebot
kazdé prvodislo je prvkem mnoZiny [3], a tato mnoZina obsahuje také isla, jako napf.
&islo 4, ktera prvocisla nejsou. KdyZ je A podmnoZina v B, ale nikoli vlastni, pak ne-
jenom je kazdy prvek v A také prvkem v B, nybrZ i kaZdy prvek v B je prvkem v A4,
tj. plati souCasné oba vztahy A = B, B < A. Je zifejmé, Ze tyto vztahy dohromady
vyjadfuji rovnost A = B.

Vidime, Ze kazda podmnoZzina v B je bud vlastni nebo je identick4 s B. Pfi této
ptileZitosti si v§imnéme, Ze rovnost A = B je ekvivalentni‘se vztahy 4 = B, B < A,
a to v tom smyslu, Ze kdyZ plati, pak plati soucasné tyto vztahy, a naopak. Nejéast¢ji
sezname rovnost dvou mnoZin pravé tim zplisobem, Ze o kazdé z nich zjistime, Ze je
podmnoZinou v druhé.

1.5. Soucet (sjednoceni) mnoZin

Souctem neboli sjednocenim mnoZiny A a mnoZiny B rozumime mnoZinu viech ;
prvki, které patii do mnoZiny 4 nebo do B.

ProtoZe touto definici jsou vymezeny vSechny prvky, které patii do souctu
mnoZiny A a mnoZiny B, a protoZe ka7da mnoZina je svymi prvky jednoznacné urcena,
je jenom jeden soudet mnoZiny A a mnoZiny B; oznafujeme jej symbolem A U B.
Z nasi definice plyne, 2¢ A U B = B u A. Vzhledem k této skutenosti mluvime
obvykle o souétu mnoZin A4, B a nerozliSujeme, zda jde o soucet mnoZiny 4 a mnoZziny
B nebo mnoZiny B a mnoZiny A. Vidime, Ze soudet mnoZin A, B je mnoZina vSech
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prvkd, které patiialesponi do jedné z nich. Kazda z obou mnoZin A, B je podmnoZinou
v A U B, nebot kaZdy prvek napf. mnoZiny A4 patfi alesponi do jedné z mnoZin A4, B,
a to do 4; mizeme tedy psat. A =« A U B, B = A U B. Napf. soudet mnoZiny viech
kladnych sudych ¢isel a mnoZiny vSech kladnych lichych ¢isel je mnoZinou [3]; je
totiz {2,4,6,...} U{1,3,5,...} = {1, 2,3, ...}. Soutet mnoZiny skladajici se z jedi-
ného slova a a mnoZiny [2] je opét mnoZinou [2].

Pojem souctu dvou mnoZin se da snadno rozsifit na pojem soultu systému
mnoZin: Soudtem neboli sjednocenim libovolného systému mnofin A rozumime
mnoZinu viech prvki, které patii alespoti do jedné z mnoZin, které jsou prvky systé-
mu A.

Opét plati, Ze systém A ma prave jeden soulet a Ze kaZda mnoZina, ktera je
prvkem systému A, je podmnoZinou v soudétu systému A. Soudet systému 4 ozna&u-
jeme zpravidla symbolem sA a jestlize jsme prvky systému A ozna&ili pismeny
dy, ds,..., 0znadujeme jej symbolem 4, U d, U ..., struén&ji |J 4, nebo podobné, jak
vZdycky bude z vykladu patrné.

1.6. Priunik mnoZin. Mnoziny incidentni a disjunktni

Prinikem mnoZiny A a mnofiny B rozumime mnoZinu vSech prvki, které patii
do mnoZiny A4 a rovnéZ do mnoZiny B.

Podobné jako u soudtu zjistime, Ze je jenom jeden prinik mnoZiny A4 a B; ozna-
Sujeme jej symbolem A n B. Déle vidime, 7¢ A n B = B n A. Vzhledem k této sku~
tecnosti mluvime obvykle o priiniku mnoZin A4, B a nerozliSujeme, zda jde o priinik
mnoZiny A a mnoZiny B nebo mnoZiny B a mnoZiny A. Vidime, Ze prinik mnoZin
A, B je mnoZina vSech prvkd, které patfi do obou mnoZin A, B. Prinik 4 n B je
GastikaZzdé z obou mnoZin A, B, nebot kazdy prvek v A n B patiinapf. do mnoZiny 4.
Vsimnéme si, Ze i kdyZ mnozZiny A, B nemaji spoleéné prvky, ma definice priniku
mnoZin A, B smysl, a to ten, Ze v tom pfipadé je A n B prazdna mnoZina. Zde jiZ po-
znavame, Ze zavedeni pojmu prazdné mnoZiny je vyhodné, nebof jinak bychom mohli
mluvit o priniku jenom u nékterych mnoZin. P¥esto je ucelné, abychom méli zvlastni
nazev pro mnoZziny, které maji spole¢né prvky, a pro mnoZiny, které je nemaji.

Maji-li mnoZiny A, B spole&né prvky, nazyvaji se incidentnt, kdeZto v opacném
pfipadé se nazyvaji disjunktni. Prvni pfipad je charakterizovan nerovnosti A N B
% 0, kdeZto druhy rovnosti A " B = Q.

Prikladem incidentnich mnoZin je mnoZina skladajici se z jediného slova a
a mnoZina [2], jejichZ primikem je prvni mnoZina. Pfikladem disjunktnich mnoZin
je mnoZina viech kladnych sudych &isel a mnoZina vSech kladnych lichych ¢isel; jejich
prinik je zfejmé 0.

Pojem priniku dvou mnoZin se di opét rozsifit na pojem priiniku systému
mnoZin: Pranikem libovolného systému mnoZin A rozumime mnoZinu viech prvki,
které patii do ka¥dé z mnoZin, které jsou prvky systému A.
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Opét plati, Ze systém A ma pravé jeden prinik, a Ze tento pranik je podmnoZi-
nou v kaZdém prvku systému A. Prinik systému A ozna&ujeme symbolem pA nebo
symbolem d; N @, N ..., struéndji ) 4, atp., jestlize jsme oznadili prvky systému A
pismeny dy, 4,, ...

1.7. Posloupnosti

Posloupnosti na (neprazdné) mnoZiné A, struén&ji posloupnosti, rozumime
mnoZzinu A4, jejiZ prvky jsou o€islovany. To znamen4, Ze pravé jeden prvek mnoZiny 4
je oznacen jako prvni, pravé jeden jako druhy, atd., pficemz je kazdy prvek mnoZiny 4
odislovan alespoii jednou. Prvek o&islovany (pfirozenym) &islem y se nazyva y-ty clen
posloupnosti, popfip. ¢len s indexem y nebo ¢len hodnosti y. Hodnost Elenu se zpra-
vidla vyznaluje pfislu$nym indexem; napf. pro pocateéni ¢leny posloupnosti takto:
ay, dy, ... Dva rizné ¢leny posloupnosti, tj. ¢leny s riznymi indexy, napf. aq, a,,
mohou znamenat tyZ prvek mnoZiny A od&islovany jednou ¢islem 1 a po druhé
Cislem 2.

KdyZ néjaka posloupnost ma posledni ¢len a,, nazyva se konecnd, podrobng&ji
a-Clennd, a &islo a je jeji délka. V tomto pfipadé je ke kazdému Cisluy = 1,2, ..., a
pfifazen pravé jeden &len a, hodnosti y, avSak ¢leny s hodnosti ptevySujici « v po-
sloupnosti neexistuji. V souhlase s tim se pouZiva k oznadeni takové posloupnosti
symbolu (a,)i_, nebo (ay, ..., a,) apod. KdyZ posloupnost nema posledni &len, na-
Zyva se nekonecénd; v tom piipadé také fikame, Ze jeji délka je nekonetnd. Kdyz jde
o nekoneénou posloupnost, je ke kaZdému pfirozenému &islu y pfifazen pravé jeden
¢len hodnosti y; Oznadeni: (a,);%;, (a4, a,, ...) apod. KdyZ posloupnost obsahuje
koneéné€ mnoho vzajemné riznych prvkd, pak je koneéna nebo nekoneéna; v opad-
ném piipadé je nekonecna.

Necht (a) = (ay, a,, ...) je koneéna nebo nekonedna posloupnost. Kazda po-
sloupnost (a}, a3, ...) vznikla z (a) vypusténim n&kterych &lent a, se nazyva fdstecnd
posloupnost nebo é&dst posloupnosti (a). Posloupnost (a) se podita ke svym &astem.
Castetna posloupnost (ay, ..., a,) skladajici se z prvnich y &lenti posloupnosti () se
nazyva y-td hlavni Cdsteénd posloupnost nebo y-td hlavni &dst posloupnosti (a);
y znadi libovolné pfirozené &islo, které v piipadé a-¢lenné posloupnosti nepievysuje
Cislo or. KdyZ posloupnost (a) je a-clennd, pak proy = 1, ..., @ — 1, patiik jeji hlavni
gasti (ay, ..., a,) pravé jedna ndsledovnice, tj. o jednotku del3i hlavni &ast (ay, ..., a,,
a,+ 1) posloupnosti (a); a-t4 hlavni Sast posloupnosti (a) splyva oviem s (a). KdyZ
posloupnost (a) je nekonena, mé kaZda jeji hlavni &ast pravé jednu nasledovnici.

Posloupnosti (a) = (ay, as, ...), (b) = (by, by, ...) se povaZuji za rovné tehdy
a jenom tehdy, kdy# maji tutéz délku a tytéz &leny se stejnymi indexy: (a) = (b) znag&i
a; = by, a, = b,, ....

Nyni si v§imnéme, jak se tyto pojmy uplatiiuji v pfipadé mnoZin posloupnosti.
2%
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Necht «/ je neprazdna mnoZina skladajici se z konednych, napf. a-Elennych
posloupnosti. Hlavni ¢asti délky y prvkd mnoZiny &, kde 1 < y £ «, tvofi neprazd-
nou mnoZinu, kterou nazyvame y-td mnoZina hlavnich &isti prislusnd k <Z; oznadu-
jeme ji o/, K mnoZiné &/ patii tedy mnoZiny hlavnich &asti <74, ..., o,, pfitemz
oviem o, splyva s &, tj. &/, = &/. Déle v pfipad€ y < o piisludi ke kazdému prvku
a'” e o, neprazdna mnoZina néasledovnic prvku a™. Ta se sklada z hlavnich &asti
délky y + 1 v8ech prvki mnoZiny &, které za&inaji hlavni &asti a”’; oznadeni napt.
N(a™). Ziejmé plati: N(a”) < o, ;.

DileZitym pfikladem mnoZiny skladajici se z a-Clennych posloupnosti je ne-
prazdna mnoZina bodl v a-rozmérném soufadnicovém prostoru. V tomto piipadé je
libovolny bod a identicky s jistou a-&lennou posloupnosti (ay, ..., a,), pfi¢emz ,,sou-
fadnice ay, ..., a, jsou realna nebo komplexni &isla. y-td hlavni &ast (ay, ..., a,),
kde 1 £y < a, je ,,pramét* bodu a do y-rozmérného prostoru daného rovnicemi
Aoy = ...=a,=0. ’

1.8. Kartézsky soucin mnoZin
Kartézské mocniny

Kartézskym soucinem mnoZiny A s mnoZinou B rozumime mnoZinu skladajici
se z dvojélennych posloupnosti (a, b), pfi¢emZ a probiha vSechny prvky mnoZiny
A a b vechny prvky mnoZiny B. KdyZ nékterd z mnoZin A4, B je prazdna, definuje se
piislusny kartézsky soucin jako prazdna mnoZina.

; Touto definici je uréen pravé jeden kartézsky soudin mnoZiny 4 s mnoZinou B.
Tento kartézsky soucin se oznaduje symbolem 4 x B. Pfitom je A (B) prvni (druhy)
¢initel neboli faktor kartézského soudinu A x B; a (b) je prvni (druhd) soufadnice
jeho prvku (a, b). Z uvedené definice vidime, Ze obecné je A x B & B x A.

Kartézskou druhou mocninou neboli kartézskym cCtvercem mnoZiny A rozu-
mime kartézsky soudin 4 x A. Kartézsky ¢tverec mnoziny 4 se tedy sklada z dvoj-
¢lennych posloupnosti (a, b), pti¢emz a, b probihaji vechny prvky mnoZiny 4. Kdyz
je mnoZina A prazdna, pak totéZ plati o kartézském c¢tverci A x A. Napf. kartézsky
¢tverec mnoZiny [3] splyva s mnoZinou viech dvojélennych posloupnosti, které jsou
tvofeny vidy dv€ma stejnymi nebo rlznymi pfirozenymi Cisly; tento kartézsky
&verec je tedy mnoZinou bodi (ve smyslu rovinné analytické geometrie), jejichZ obg
soufadnice jsou pfirozena Cisla.

Rozsifeni pojmu kartézského soudinu na vic neZ dva Cinitele a pojmu kartézské
druhé mocniny na kartézské mocniny vyssi je snadné a miize se pfenechat Ctenafi.
Té&mito obecn&j$imi pojmy se zde zabyvat nebudeme, protoZe je v dalsich ivahéch ne-
uplatnime. '

Viimnéme si, Ze kartézské souiny patfi k mnoZinam skladajicim se z kone¢nych
posloupnosti. '
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1.9. &-stupriové mnoZinové utvary

V dalgich uvahach se setkdme i se sloZit&j§imi utvary zaloZenymi na pojmu
mnoZiny. Pljde zejména o tzv. a-stupfiové mnoZinové ttvary.

Necht @ (2 1) je libovolné pfirozené &islo a (4) = (4, ..., 4,) posloupnost
neprazdnych mnoZin. '

. a-stupriovym mnoZinovym utvarem vzhledem k posloupnosti (A), struénéji
a-stupfiovym itvarem rozumime neprazdnou mnoZinu A tohoto sloZeni: Kazdy
prvek a € A je a-Clenna posloupnost (d) = (dy, ..., 4,), pfiemZ kazdy ¢len 4, této
posloupnosti je neprazdnou ¢asti mnoZiny 4,;y = 1,2,..., a.

V nasich tivahach se vyskytne zejména pfipad, e se mnoZiny 4,, ..., A, skla-
daji z neprazdnych mnoZin, takZe kazda mnoZina 4, predstavuje neprazdny systém A,
neprazdnych mnoZin; 1 < y < «. Takové a-stupiiové Gtvary A maji tedy toto sloZeni:
Kazdy prvek a € A je a-¢lenna posloupnost, (d) = (dy, ..., 4,), pfiCemZ kazdy &len 4,
této posloupnosti je neprazdny systém neprazdnych mnoZin, ktery je asti systému 4,;
y=12,..,0

1.10. Cviceni

1.AUD=A; AVUA=A;, AND=0;, AN A= A.

2.AUMANB =A, AN (AU B) = A.

3. Kdyz A4 < B,pak 4 U B = B, A N B= A;naopak, kdyz plati jedna z té€chto rovnosti,
pak 4 < B.

4 AUBUC=AUBUC);, (ANBNC=A4ANnBNO).

5. AUBNC=ANCOUBNC);ANBUC=AUVO)NBUOAO).

6. KdyZz ma mnoZina 4 kone¢ny pocet n (= 0) prvkl, pak ma 2" podmnozin. s

7. Kartézsky soulin mnoziny o m (= 0) prvcich a mnoziny o n (= 0) prvcich se sklada
z m . n prvka.

8. Cast kartézského soudinu 4 X B neni nutné kartézskym soudinem &4sti mnoZiny A
' s Casti mnoZiny B. )
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