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2. Rozklady v mnoZiné

2.1. Rozklad v mnozZiné

Necht G znagi (vude v této knize) libovolnou neprazdnou mnoZinu.

Rozkladem v G rozumime neprazdny systém neprazdnych podmnoZin v G,
z nichz kazdé dv€ jsou disjunktni.

Pojem rozkladu v mnoZiné je jednim z nejduleZit&jsich pojmi, které se v této
knize vyskytuji; je to zdkladni mnoZinovy pojem pro teorii grupoidd a grup, kterou
chceme v dalSim vykladu vyvinouti.

Podle definice ma tedy kaZdy rozklad v G alespoii jeden prvek, kazdy prvek
rozkladu je neprazdna podmnoZina v G a zejména si zapamatujme, Ze prinik kazdych
dvou prvki rozkladu je prazdna mnoZina.

Jednoduchym piikladem rozkladu napf. v mnoZin€ vSech pfirozenych &isel je
systém skladajici se z jednoho prvku, jimZ je mnoZina vSech kladnych sudych &isel.
Obecnéji je prikladem rozkladu v G systém skladajici se z jednoho prvku, jim# je libo-
volna neprazdna podmnoZina v G. Systém mnoZin [4] v odst. 1.1 je piikladem roz-
kladu v mnoZin€ viech pfirozenych &isel = 2.

2.2. Rozklad na mnoziné

Nechf 4 znadi libovolny rozklad v G. Libovolny prvek G miiZe byt nejvyse
v jednom prvku rozkladu A4, protoZe kazdé dva prvky v 4 jsou disjunktni; mize se
oviem stat, Ze neni viibec v Zadném prvku rozkladu A4. ,

. Kdyz je rozklad A4 takovy, Ze kazdy prvek v G je v n&kterém prvku rozkladu A,
pak pravime, Ze rozklad A pokryvd mnoZinu G, nebo Ze je na mno?iné G nebo Ze je
rozkladem mnoZiny G.

Je-li tedy A4 rozklad mnoZiny G, existuje ke kaZdému prvku a € G prvek de 4

" takovy, 7e a € d. Napf. v hotejsich pfikladech je posledni pfikladem rozkladu na
mnoZiné v8ech pfirozenych &isel = 2, nebof kazdé piirozené &islo = 2 je bud prvo-
¢islo nebo je soucinem nékolika prvocisel, a tedy se vyskytuje v nékterém prvku toho
rozkladu.

Dilezitymi ptiklady rozkladd na mnoZin€ G jsou oba tzv. krajni rozklady
mnoZiny G: nejvétsi a nejmensi rozklad-mnoZiny G. Nejvétsi rozklad mnoziny G,
ktery oznadujeme symbolem|G,,,,, se sklada z jediného prvku, G. Nejmensi rozklad
| G i je systém viech mnoZin skladajicich se vZdy z jednoho prvku mnoZiny G.
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Napf. mnoZina, jejimZ jedinym prvkem je mnoZina vSech pfirozenych &isel, je
nejvétsim rozkladem mnoZiny v8ech pfirozenych &isel, a systém viech mnoZin, z nichZ
kazda se sklad4 z jednoho pFirozeného &isla, je jejim nejmensim rozkladem.

Vsimné&me si, Ze libovolny rozklad 4 v mnoZin& G je rozkladem na mnoZing s4.
Tato poznamka Casto umoZiiuje pouZit k«popisu vlastnosti rozkladd v mnoZinach
poznatkil o rozkladech na mnoZinach.

2.3. Obal a prusek

Necht A znadi libovolny rozklad a B libovolnou podmnoZinu v G.

Obalem podmnoZiny B v rozkladu A rozumime mnoZinu viech prvki rozkladu
A incidentnich s B. Oznadujeme jej B C A nebo A 7 B. ProtoZe ka?dy prvek a e 4,
incidentni s B, je soudasné& incidentni s podmnoZinou B N sA4 a naopak, plati rovnost
B[ A= (BnsA)[C A. Vidime, 7e obal B [ A4 je &asti rozkladu A, ktera popf.
miiZe splynout s rozkladem A4 nebo i miZe byt prazdné. Prvni pfipad BC 4 = 4
nastane prave tehdy, kdyZ kazdy prvek rozkladu A4 je incidentni s B. Druhy ptipad
B [ 4 = 0 nastane pravé tehdy, kdyZ Zadny prvek rozkladu A neni incidentni s B;
tento pfipad je charakterizovan rovnosti B n s4 = (. KdyZ obal B [ A neni prazdny,
predstavuje rozklad v mnoZiné G.

Priisekem rozkladu A s podmnoZinou B nebo podmnoZiny B s rozkladem A
rozumime mnoZinu neprazdnych priinikd jednotlivych prvki v 4 s podmnoZinou B.
Oznadujeme jej A M B nebo B A. Vidime, Ze i prisek 4 M B miize byt prazdny.
To nastane pravé tehdy, kdyZ ?4dny prvek rozkladu A4 neni incidentni s B; tento pfi-
pad, jak jsme vy$e poznamenali, je charakterizovin rovnosti B n s4 = 0. KdyZ prisek
A M B neni prazdny, pfedstavuje rozklad v mnoZin& G a dokonce v_mnoZiné B.
Viimnéme si, Ze rozklad A1 B je soufasné rozkladem na mnoiiné;‘ B N sA. Ztejmé
plati: s(AMB) = BnsA..

V ptehledu vidime, Ze obal B [ A4 a prisek Br 4 jsou vZdy soudasn& neprazd-
né nebo prazdné systémy podle toho, zda je B nsA # @ nebo B N s4 = 0. KdyZ
B + 0 a rozklad 4 mnoZinu G pokryva, jsou B C 4 a Br 4 neprazdné systémy,
z nich¥ prvni je &asti v 4 a druhy rozkladem na B. Ka?dy rozklad 4 na G a neprazdna
mnoZina B v G urduji tedy: 1) jistou neprazdnou podmnoZinu v 4, totiZ obal B [ A4,
25‘j'i§ty rozklad na B, totiZ prisek 4 M B.

Pojmy obalu a priiseku, které jsme popsali, rozsifime v tom smyslu, Ze na misto
podmnoZiny B < G nastoupi rozklad v G. Pijde tedy o obal rozkladu v rozkladu
a priisek rozkladu s rozkladem.

Necht A4, B jsou rozklady v G.

Obalem rozkladu B v rozkladu A rozumime mnoZinu viech prvki rozkladu 4,
incidentnich s n&kterym prvkem v B. Oznalujeme jej B [ 4 nebo A ] B. ProtoZe
kazdy prvek d e A, incidentni s nékterym prvkem v B, je souasng incidentni s sB,
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a naopak, plati: B[C 4 = sB [_ 4. Timto vztahem je novy pojem obalu pieveden na
pojem obalu podmnozZiny v rozkladu. Kdy# se rozklad B sklada z jediného prvku B, je
oviem BC A=B[ A.

Prisekem rozkladu A s rozkladem B rozumime mnoZinu viech neprazdnych
prinika jednotlivych prvkd v 4 s prvky v B. Oznadujeme jej A M B. Z definice vidime,
7¢ AN B = Bri4; s ohledem na tuto symetrii mluvime téZ o priseku rozkladi
A, B. ProtoZe pro kazdé dva prvky de 4, beBje dnb = (dnsB)n(bnsA),
plati rovnost: Ar B = (ArsB)rm (B rsA). Kazdy systém 4 1 sB, B 1 s4 je roz-
kladem na s4 N sB nebo je prazdny, podle toho, zda je s4 N sB & 0 nebo = 0.
Vidime. Ze prisek rozkladt A, B splyva v piipad& sA n sB #+ 0 s priisckem rozkladi
AmsB, BrisA lezicich na sA4 n sB, kdeZto v piipade sA N sB = 0 je prazdny.
Vsimnéme si, Ze prisek kazdych dvou rozkladii leZicich na téZe mnoZiné je vzdy jejim
rozkladem. KdyZ se rozklad B sklada z jediného prvku B, je oviem A B = Am B.

2.4. Zékryf a zjemnéni rozkladu

Necht 4, B, C jsou rozklady v G.

Rozklad 4 (B) nazyvame zdkryt (zjemnéni) rozkladu B (A4), kdyZ kazdy prvek
rozkladu B je &asti n&kterého prvku rozkladu A. Tento vztah vyjadfujeme také tim,
Ze rozklad A (B) je popk. lezi na (pod) rozkladu (rozkladem) B (A). Piieme pak
A = B nebo B £ A. Napt. je nejvétdi rozklad na G zdkrytem rozkladu A a nejmensi
rozklad na s4 je zjemn&nim rozkladu 4. Zejména (4 = B) je rozklad 4 svym zakry-
tem i zjemnénim. KdyZ je A 2 B a soudasné 4 + B, pravime, Ze rozklad 4 (B) je
vlastni zakryt (zjemnéni) rozkladu B (4) a tento vztah zdiraziiujeme symbolem
A > B nebo B < A. '

Z definice vyznamu znaménka = plynou tyto vyroky:

b) kdy* A= B, B2 C, pak A= C;
c) kdyt A2 B, B2 A, pak A = B.
Platnost vyroki a) a b) je zfejma. Pokud jde o vyrok c), soudime takto: Pfed-

Z

pokladejme, Ze plati vztahy A = B, B = A. Bud b € B libovolny prvek. Potom existuji
prvky de A, b’ € B takové, e b’ > a o b. Vidime, Ze mnoZiny b’, b jsou incidentni
a tudi? identické, nebot jsou prvky téhoZ rozkladu B. Mame tedy b’ = @ = b a vy-
chazi b e 4. Tim je zji§téno, Ze rozklad B je &asti rozkladu 4, tj. B = 4, a podobng
plati, e rozklad A4 je &asti rozkladu B, 4 = B. Odtud vychazi 4 = B

KdyZ plati A = B, pak sice kaZdy prvek rozkladu B je &asti n&kterého prvku
rozkladu A, ale rozklad A4 mizZe obsahovat prvky, v nichZ neni obsaZen Zadny prvek
rozkladu B. KdyZ takové prvky nejsou, tj. kdy? kazdy prvek rozkladu 4 obsahuje
jako &ast néktery prvek rozkladu B, pravime, Ze rozklad A4 (B) je normdlini zakryt
(zjemn&ni) rozkladu B (A) kdy# dokonce kaZdy prvek rozkladu A je souctem né&kte-
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rych prvki rozkladu B, nazyvame rozklad A (B) ryzi zikryt (zjemnéni) rozkladu
B (A).

Rozklad 4 (B) je ryzim zakrytem (ryzim zjemn&nim) rozkladu B (4) jenom
tehdy, kdyZ oba rozklady A, B leZi na té7e mnoZiné sA = sB; naopak vztahy 4 > B,
sA = sB vyjadiuji, Ze rozklad A (B) je ryzim zakrytem (ryzim zjemn&nim) rozkladu
B (A). Vsimnéme si, Ze kdy? A, B leZina G a A = B, pak rozklad A (B) je ryzi zdkryt
(ryzt zjemnéni) rozkladu B (A).

Pfedpokladejme nyni, Ze rozklad A4 (B) je ryzim zakrytem (ryzim zjemn&nim)
rozkladu B (4), takZe A = B, sA = sB. Pak je kaZdy prvek d e 4 sou¢tem nékterych
prvki v B a je zfejmé, Ze systém t&chto prvki je rozkladem prvku 4. Rovnés je ziejmé,
7e systém viech podmnoZin v rozkladu B, z nichZ kaZd4 se sklada ze viech prvki roz-
kladu B, které jsou &asti vzdy téhoZ prvku v 4, je jisty rozklad B rozkladu B. Rozklad
B naopak uréuje rozklad A, ktery vznikne utvofenim souéti viech prvki rozkladu B
lezicich vzdy v témz prvku rozkladu B. Pravime, Ze rozklad B vynucuje zakryt A.
MiiZeme tedy Fici, Ze rozklad B obdrZime z rozkladu A, kdyZ kazdy prvek rozkladu A
nahradime vhodnym jeho rozkladem; a rozklad A ziskdme z rozkladu B, kdyZ na B
zvolime vhodny rozklad B a utvofime soudty viech prvka rozkladu B, které lezi vidy
v tém? prvku rozkladu B.

2.5. Retézce rozkladu

Necht A > B jsou neprazdné podmnoZiny v G.

Retézcem rozkladii od A do B v mno3iné G, struén&ji Fetézcem od A do B,
rozumime «-&lennou (« = 1) posloupnost rozkladd Ky, ..., K, v G s témito vlast-
nostmi: 1) K, leZi na 4; 2) K, leZi na nékterém prvku v K, pro1 <y £ a — 1;
3) BeK,.

Takovy fetézec oznaCujeme symbolem

Ky —>...>K,, strutngi [K].
Pro 1 £y < « znaCime mnoZinu sK, pismenem d,; zejména tedy mame d, = A.
Mimoto klademe d,,, = B. Z definice fetézce plyne d, € K, ..., d,, € K, a dile:
A =4, >...D d,+; = B. MnoZiny 4, B se jmenuji konce fetézce [K]. Vidime, Ze
kazdy prvek rozkladu K, miZe byt koncem fetézce [ K|. Rozklady Kj, ..., K, se na-
zyvaji ¢leny retézce [K]; K, je pocdtecni a K, koncovy ¢len Fetézce [K]. Délkou
Fetézce [ K] rozumime pocet o ¢lenit v [K].

Dilezitym typem fetézcl jsou tzv. elementarni fetézce nad rozkladem.

Necht A4 je rozklad v G a B prvek v 4, tedy B € A. Oznaéme 4 = sA.

Elementdrni fetézec rozkladit od A do B nad rozkladem A, strutnéji elemen--
tdrni Fetézec nad A, je fetézec rozkladd od 4 do B,

(K] =) K;=-...>K,
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vyznadujici se tim, Ze pro 1 < y < « je &len K, zdkrytem rozkladu A, =A4Ara,
pfitom znadi @, = sK, (a; = A).

V takovém fetézci je pfedeviim &len K, zakrytem rozkladu 4, (= 4). V mnozi-
né d; (=A) lezi jeji &ast a, urlena vztahyB < @, € K, a na ni leZi rozklad (4, =)
Arma,. Rozklad 4, obsahuje mnoZinu B jako prvek a je &asti rozkladu A,. Dale je
&en K, zékrytem rozkladu A,. V mnoZing a, leZi jeji ast a, uréena vztahy B <
< a5 € K, a na ni lezi rozklad (A5 =) Ama,. Rozklad 45 obsahuje mnoZinu B jako
prvek a je asti rozkladu A4,. Déle je &len I°(3 zdkrytem rozkladu A3, atd. Koneéng je
&len K, zakrytem rozkladu (4, =) 4@, a mame: B e K,

Napt. fetézec skladajici se z jediného rozkladu A4 je elementarni fetézec od A4
do Bnad rozkladem A délky 1. KdyZ pfed (za) rozklad 4 pfidame libovolny koneény
podet nejvétsich rozkladd mnoZiny A (B), obdrZime opét elementarni fetézec rozkladi
od A do B nad A.

Vezméme nyni v Givahu libovolny fetézec ([K] =) Ky — ... » K, od 4 do B.
Pouzijeme hofejsich oznadeni.

KdyZ rozklad K, (y = 1, 2, ..., o) neni nejvétsim rozkladem na a,, kdy? je tedy
dy44 Vlastni podmnoZinou v @, nazyvame K, podstatnym Clenem fetézce [K].
V opaéném piipadé je K, nepodstatny &len Yetézce [ K. KdyZ v fet&zci [ K] existuje
alespoti jeden nepodstatny &len K,, nazyvame [K]| Fetézec s opakovdnim, jeito
dy41 = @, KdyZjsou vSechny Eleny fetézce [ K| podstatné, pravime, Ze [ K] je Fetézec
bez opakovani. Podet o podstatnych &lent v Fetdzci [K] je tzv. redukovand délka
fetézce [ K]. Ziejm& plati 0 < o’ < o; rovnost o’ = « charakterizuje Yetézec bez opa-
kovani. V piipadé A = B jsou viechny &leny Yetézce [ K] nepodstatné, takZe o' = 0
a naopak. KdyZ 4 # B, mlZeme fetézec [ K] vypusténim viech jeho nepodstatnych
&lentl redukovat, tj. zkratit na jisty fetézec [ K'] bez opakovani. Délka redukovaného
fetézce [ K'] se rovna redukované délce o’ fetézce [ K |. Naopak lze fetézec [K] pro-
dlouzit tim, Ze mezi libovolné ¢leny K,, K, 41 a popf. ped po¢atetni €len K, (za kon-
covy &len K,) fet¥zce [ K] vsuneme nejvétsi rozklad mnoZiny @, 4, popt. @, (@,+1),
nebo libovolny koneiny podet takovych rozkladt. Kazdé zkraceni (prodlouZeni)
fetézce [ K| se d4 vytvofit postupnym vypusténim (vsunutim) vzdy jednoho nejvétiiho
rozkladu na n&které z podmnoZin daj, ..., d,.;. Rovnéz je zfejmé, Ze kazdy fetézec
vznikly zkracenim nebo prodlouZenim fetézce [K] ma touZ redukovanou délku
jako [K]. . .

Zjemnénim [K] Fetézce [K] rozumime fetézec rozkladi v mnozing G s libo-
volnymi konci 4g, By, které vyhovuji vztahim 4, > A > B o B,, a to fetézec tohoto
typu:

Koo~ _K:I,l - ... > K54 "’_Kx,/n K,y >...oKy 5,1 > Ky, ~

2o Kep, 2 Kprr1 2 2 Ky -1 ™ Koy > Kppz,g e

Ba+ Ba+1

= Kov2,p,0,-1-

V tomto vzorci piedev§im B, B,, ..., B,+, znaci pfirozena Cisla. Dale je
0

([KI] =) Kﬁ,l’a . —»K5+1,ﬂ5+1—1 ’ kde ¢ = y eeey O F 1’ ﬁo =
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fetézec rozkladii v G (v ptipadé B,,, = 1 se &te jenom poCatetni &len K; z.) tohoto
typu: V ptipad€ 6 = 0 fetézec od @, (= A4,) do a, (= A), ktery se nemusi vyskytnout,
jestliZe Ay, = A; v piipad€ § = 1, ..., « elementarni fetézec od @; do a,,; nad roz-
kladem Kj; v pfipadé 6 = o + 1 fetézec od d,4, (= B) do @,4, (= B,), ktery se ne-
musi vyskytnout, jestliZe B = B,,.

Vidime, 7e ka’dé zjemnéni fetézce [K] obdrzime, kdyZ kazdy ¢len K, (y =
=1, ..., a) fetézce [K] nahradime elementarnim Yetézcem od &, do 4,,,; nad K
a popf. pfidame pfed poatedni ¢len K (za koncovy &len K,) fetézce [ K] libovolny
fetézec s koncem A (zatatkem B).

Zejména kdyZ nahradime kaZdy &len Yetdzce [K] elemcntarmm fetézeem
skladajicim se z tohoto Elenu, obdrZime opét fetézec [ K]. Vidime, Ze fetézec [K] je
soucasné svym vlastnim zjemnénim.

Redukovana délka kaZdého zjemnéni fetézce [ K] je soudet redukovanych délek
jednotlivych elementarnich fetézc a zminénych fetézci ptidanych; rovna se tedy
alespoti redukované délce fetézce [K].

2.6. Cviceni

1.SACL A= A=s4AM 4.
2.sBCALCA=BL 4
sS(BM AMA= Br4i;
SBC AMA=BL A=sBM AL 4

3. Kdyz B[ 4 = Br1 4, pak pro kazdy prvek ¢ € 4 platibud ¢ =« B nebo a N\ B =

= {; a naopak.
4. ssAC )M A=sCr4. _ B

5. Kdyz B < C, plati vztahy: a) (C C 4) M B = C [ (4 M B). Vzhledem k této rovnosti
oznadujeme mnoZinu na obou stranich této rovnosti symbolem C [ 41 B. Zejména pro C =
=Bmime (BC A)MB=AMB;b) BL AHMC=A4M C.

6. Kdyz plati jeden ze tfi nasledujicich vyroku, pak plati také ostatni dva: a) Kazdy prvek
rozkladu 4 je incidentni alespoti s jednim prvkem rozkladu C;b) 4 = C [ 4;¢)s4 = s(sC [ A).

7. Kazdé prodlouzeni libovolného fetézce rozkladi je soucasné jeho zjemnénim.

8. Polet p, 4 rozkladli na kazdé konecné mnoziné ¥ddu » + 1 (Z 1) je konecny. Cisla
Pp+1 jsou dana vzorcem:

Ppe1 = Z(:)—Pv, Po=D.

v=1
Zejména tedy mame:

P1=1, p2=23 p3=5a P4=15, p5=52’ p6=203’
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