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4. Specialni rozklady

V této kapitole se budeme zabyvat situacemi, které jsou vytvofeny rozklady
.v mnoZin& nebo na mnoZiné€ G a maji specialni vzajemné vztahy.

'+ 4.1. PolospfaZené (volné spfazené) a spfazené
rozklady

Necht 4, C jsou rozklady v_G.

Definice. Rozklady A4, C se nazyvaji polospFazené nebo téZ volné spiaZené,
kdyz ka?dy prvek a € A je incidentni nejvys s jednim prvkem v C a soudasné& kazdy
prvek ¢ e C je incidentni nejvys s jednim prvkem v A a kdyZ alespoii pro jednu dvojici
prvkii a € 4, ¢ e C incidence skuteéné nastane. KdyZ jsou rozklady 4, C polospfazené,
nazyvame rozklad 4 (C) polospfaZeny nebo téZ voln& sprazeny s rozkladem C (A).

Rozklady A4, C se nazyvaji spraZené, kdyZ je kazdy prvek a e A incidentni pravé
s jednim prvkem v C a soucasné kazdy prvek ¢ e C je incidentni pravé s jednim
prvkem v A. KdyZ rozklady 4, C jsou spraZené, nazyvame rozklad A4 (C) spfaZeny
s rozkladem C (4).

Vidime, Ze dva spraZené rozklady v G jsou vZdy polosptazZené.

Jako priklad sprazenych rozkladd uvedme napf. tento: KdyZ podmnoZina
X = Garozklad Yv G jsou ve vztahu X nsY % 0, pak obal X [C Ya prisek Y X
jsou sprazené rozklady.

Piistoupime nyni k popisu vlastnosti polospfaZenych a spraZenych rozklad

Piedev$im poznamenejme toto: KdyZz jsou rozklady A, C polospfaZené, je
sA A sC + 0; pak totiZ nastava alespofi pro jednu dvojici prvkit @ € 4, ¢ e C inci-
dence, takZe sA N sC > @ n ¢ + 0. Kviili jednoduchosti oznadeni klademe sA4 = A4,
sC = C, tak’e An C * 0.

Rozklady A, C jsou polospraZené prdvé tehdy, kdyZ se priseky A m C,
€14 rovnaji, tedy A C = CA. |

Dukaz: a) Pfedpokladejme, Ze rozklady A, C jsou polospfaZené. Pak pie-
dev§im vzhledem ke vztahu A N C + @ mame: A1 C + 0 + Cr1 A. Viimnéme si
libovolného prvku @’ = A C; ziejmé€ je a’ = a n C, pfi¢emZ a je jisty prvek v A.
Vzhledem k tomu, %e @ < C, je prvek a incidentni alespofi s jednim a tedy, podle
pfedpokladu, pravé s jednim prvkem ¢ e C; a je zfejmé jediny prvek v A, ktery je
incidentni s ¢. Vidime, ¥e plati vztahy: @ = a n ¢ = ¢ n A € CM A. Tim jsme zjistili
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platnost relace AM1 C = Cr1 4. Zfejm& soucasné plati vztah o, a tedy rovnost obou
rozklada.

b) Necht A1 C = Cr1A. BudiZ a € 4 libovolny prvek. Tento prvek a bud
neni incidentni s Z4dnym prvkem v C nebo je incidentni alesponi s jednim. Je-li inci-
dentni s prvky ¢;, ¢, € C, mame: an(¢; U &) cadanCeAmC = Cr4, a tedy
existuje prvek ¢ e C, pro n&z plati a n (¢, U ¢,) = A n ¢ Odtud plyne, vzhledem
k tomu, Ze dva riizné prvky rozkladu C jsou disjunktni, ¢, = ¢, = & Tim je ukazano,
Ze kazdy prvek v A je incidentni nejvys s jednim prvkem v C. Zfejmé té% plati, e
kazdy prvek v C je incidentni nejvys s jednim prvkem v 4. Z relace A N C = 0
vidime, Ze alespoii pro jednu dvojici prvki a € 4, ¢ e C incidence skutedn& nastane.
Tim je diikaz ukonden.

Rozklady A, C jsou polospfaZené prdvé tehdy, kdyZ obaly (HA =) C [ 4,
(HC =) A C Cjsou spagené.

Dikaz. a) Pfedpokladejme, Ze rozklady 4, C jsou polosptaZené. Pak vzhledem
k A n C # 0 pfedeviim mame: HA #+ @ & HC. Viimn&me si n€kterého prvku, napf.
a € HA. Tento prvek je incidentni alespoii s jednim a tedy, vzhledem k hofejs§imu
pfedpokladu, pravé s jednim prvkem ¢ € C. Prvek ¢ naleZi zfejmé& do obalu HC, tedy
¢ e HC, a je v ném jedinym prvkem, ktery je incidentni s . Vidime, %e kazdy prvek
v.HA je incidentni pravé s jednim prvkem v HC. Ziejmé je téZ kazdy prvek v HC
incidentni pravé s jednim prvkem v HA. Tim jsme ukézali, Ze¢ obaly HA, HC jsou
spfaZené.

b) Necht obaly HA, HC jsou spfaZené. Pak libovolny prvek a € A bud neni
incidentni se 74dnym prvkem v C nebo je incidentni alespoii s jednim. V druhém pfi-
padg prvek a nalezi do obalu HA a tedy, vzhledem k hofejsimu pfedpokladu, je inci-
dentni pravé s jednim prvkem ¢ € HC. Mimo prvky obalu HC zfejm& neni Zadny
prvek v C incidentni s @. Vidime, Ze kaZdy prvek v A4 je incidentni nejvys s jednim
prvkem v C. Z obdobnych difivodi je téZ kazdy prvek v C incidentni nejvys s jednim
prvkem v A. Tim je zji§téno, Ze rozklady A, C jsou polospfazené a dikaz je ukoncen.

Rozklady A, C jsou spFaZené prdvé tehdy, kdyZ souéasné plati
(1) AmC=Cn4,
(2 A=s(CmA), C=s(A4nC).

Dikaz. a) Pfedpokladejme, 7e rozklady A, C jsou spfazené. Pak kazdy prvek
v 4 (C) je incidentni nejvys s jednim a soucasng alespoii s jednim prvkem v C (A).
V diisledku toho plati podle hotejsiho vysledku rovnost (1) a soudasng, podle 2.6.6,
prvni (druh4) rovnost (2).

b) Nechf plati rovnosti (1), (2). PouZijeme-li tychZ v&t jako v a), zjistime, Ze
rozklady A, C jsou spfaZené.

KdyZ rozklady 4, C jsou spfazené, je kazdy prvek v A nebo C incidentni
alespori (a soudasng nejvys) s jednim prvkem v C popt. 4. V disledku toho plati rov-
nostiA=C[LC A C=AL C (2.6.6).
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V dalsim vykladu pfedpokladdme platnost téchto rovnosti: 4 = CM A4,
C = A [ C; pak je oviem té7 splnén nas predpoklad 4 n C =+ 0.

Budiz B libovolny spole¢ny zakryt rozkladi A1 C, CM1 A mnoZiny A n C.
Pomoci rozkladu B definujeme ptedev§im rozklad A4 (C) na rozkladu A4 (C) takto:
Kazdy prvek rozkladu A4 (C) se sklada ze viech prvkii @ € 4 (¢ e C), které jsou inci-
dentni vzdy s jednim prvkem v B. Dale pomoci rozkladu A (C) definujeme rozklad
A (C) v G timto predpisem: A4 (C) je zakryt rozkladu A (C) vynuceny rozkladem
A (C). Podle toho je tedy Ua e 4 (Uc e C) pravé tehdy, kdy# plati U(@ n C) € B,
(U(e n A) e B).

Timto zpisobem jsme pomoci rozkladu B leZiciho na mnoZin& A4 (C) konstruo-
vali jisté zakryty A, C rozkladt A, C. O zékrytech A, C pravime, Ze jsou vynuceny
spoleénym zékrytem B rozkladd A1 C, Cm A. Zddraziiujeme, Ze se zminéna kon-
strukce zaklada na platnosti vztaht A = CC 4, C= A [ C.

Ziejmé plati tyto rovnosti: s4 = s4 (= A), sC = sC (= C). ,

Nyni dokéZeme, Ze rozklady A, € jsou spra%ené a secou se v rozkladu B, takze
Am¢€ = B. ‘

Diikaz. Z rovnosti A= C[ 4 plyne 4 = CC 4 a podobnd ¢ = A [ C.
K diikazu staci zjistit, Ze plati:

ArmCc=CrnA=B.

Vskutku, jsou-li tyto rovnosti splnény, pak podle hofejsiho vysledku jsou rozklady
A, € spfazené a s ohledem na 2.3 mame: AM € = (AN C)M(CMA)=BmB=
B.

NuZe, ke kazdému prvku ¢’ e 4 M1 C existuji prvky d = Ua, de 4, ae A4,
takové, 7¢ & =dnC=(Ua)nC=U@n C)eB. Z tihto rovnosti plyne
Ar C < B. Naopak mé kazdy prvek be B tvar: b = U(a@ n C), ptiCemZ je a e 4,
d=Uded, aplati b=U@nC)=(Ua)nC=dnCeAmC. Odtud plyne
B AMC. Mame tedy AM C = B a z obdobnych divodi té2 €4 = B.

4.2, Adjungované rezklady

Necht A, C jsou rozklady a B, D podmnoZiny y, G. Pfedpokladame, 7e B € A4,
DeC aBn D=+ 0. Opét pouZijeme oznadeni: 4 = s4, C = sC.

Z predpokladii plyne Be DT A, De B[ C a vzhledem ke vztahim B < A
Dc Cmame: ) + Bn D < (Bn C),(Dn A). Odtud soudime (2.6.5), Ze

DCAmC, BCLCm4
jsou rozklady v G.

KdyzZ plati rovnost:
(1) sS(DCAMC)=s(BC CrA)
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pravime, Ze rozklady A, C jsou adjungované vzhledem k mnoZindm B, D; fikame téZ,
Je rozklad A (C) je adjungovany k rozkladu C (A) vzhledem k B, D.
S ohledem na rovnosti DCAMC=(DnA)C(AMC), BCLCr4d=
= (Bn C) C (C M A) miZeme vzorec (1) nahradit timto:
(1) s(DNnA)C(ANC) =s((BnC)L(Cr4)).
Napt. jsou rozklady 4, C adjungované vzhledem k B, D tehdy, kdyZ 4 je nej-
vEtsi nebo nejmensi rozklad na A.
V dalsim vykladu pfedpokldddme, Ze rozklady A, C jsou vzhledem k B, D
adjungované. Pak ‘
A, =C[CA, A,=D[CA4,
C,=4rCC, C,=B[CC

jsou rozklady v G. Oznalime A, = sA,, A, = s4,, C; = sC,, C, = sC,, nalez
mame:

>A;, 2A4,2{B}, A>A4, 2A4,>B,
5C;>2C,>{B}, CoC,oC,>D.

Ukéaeme, Ze existuji spfaZené zdkryty A, C rozkladi A,, C, takové, Ze
A,e A, C, e C. Tyto zakryty jsou uréeny konstrukci popsanou v &asti a) nasleduji-
ciho diikazu. MnoZiny A,, C, jsou incidentni. h
Dukaz. a) Kazdy prvek v A, (C,) leziv A(C) a je incidentni s C (4), a tedy téZ
s n&kterym prvkem rozkladu C (A4) incidentnim s A (C); tento prvek v C (A4) je oviem
obsazen v C, (4,). Plati tedy
A4, =C CA4, C,=4,LCC.
Rovné? snadno sezname, 7¢ 4, N C; = A n C. Vidime, Ze 4, M1 C,, C; 1 4, jsou
rozklady na mnoZing A n C. Budiz U jejich nejmensi spole¢ny zikryt, tedy U =
= [4,m1 Cy, C, M A,]. Rozklady A, C, o nés jde, definujeme jako zdkryty roz-
kladii A,, C, vynucené rozkladem U. Mame tedy 4 1 C = U a kazdy prvek v 4 (€)
je souétem vsech prvkd v 4, (C,), které jsou incidentni vZdy s jednim prvkem roz-
kladu U.
b) Ukéazeme, Ze je A€ A, a C,eC. Vskutku, vzhledem k predpokladu
Bed, DeC mame
CnBeCrd, AnDeArC’

a protoZe rozklady 4, C jsou adjungované vzhledem k B, D, plati (1). Mame tedy,
podle 3.7.1, @ € U, pti¢emZ i je mnoZina vystupujici na obou stranach rovnosti (1°).
Jednotlivé prvky v 4 (€) jsou soudtem vsech prvkii v 4, (C,), které jsou incidentni
vzdy s jednim prvkem v rozkladu U. Abychom zjistili platnost vztahu A, € 4 (C, € é),
stadi ukazat, Ze A4, (C,) je soudet viech prvkii v 4, (C,) incidentnich s ii.

NuzZe, predevsim vidime, Ze plati rovnosti

ﬁ=S(D|:f_1ﬁC)=S(ATZI_IC)=A2!\C.
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Libovolny prvek v A, leZi téZ v rozkladu 4 a je incidentni s mnoZinou C; leZi souSasné
v rozkladu 4, pravé tehdy, kdyZ je incidentni nejenom s mnoZinou C, ale i s mnoZinou
D a tedy téZ s mnoZinou A, n C = #. S touto mnoZinou # jsou tedy incidentni pravé
ony prvky rozkladu A, které lezi v A,; jejich soudet je tedy A,. Podobn& z rovnosti

vyplyva, Ze soucet prvki rozkladu C 1, kferé jsou incidentni s #, je mnoZina C,.
c) Ze vztahi § = Bn D < A, n C, nasleduje 4, 1 C, * 0.
Pojem adjunmgovanych rozkladd se da roziifit na adjungované fetézce rozkladi.
Nechf (0 ) Bc A< G, (0 &) D= C = G a necht
(K]=) K >..-K.,
([L] =) Ly »...> L,
jsou fet&zce rozkladii v G od A do Ba od C do D.
Retézce [K], [L] se nazyvaji adjungované, kdyz: 1) jejich konce splyvaji, tedy
A = C, B = D; 2) kazd¢ dva &leny K,, L; jsou adjungované vzhledem k mnoZinam
sK, 4, SLy4q; pfitomjey =1,..,0;0 = 1,..., 8,a 5K,y = B,sLy,y = D.

4.3. Modularni rozklady

V této kapitole se budeme zabyvat specialnimi rozklady leZicimi na mnoZin€ G.

Necht X, 4, B jsou rozklady na mnoZin& G a necht je X = 4.

Ctenaf si zajisté v§iml toho (viz 3.7.2,3), Ze rozklad (X, [4, B]) je zékrytem
rozkladu[4, (X, B)], ale tyto dva rozklady nejsou nutn& rovné.

KdyzZ jsou si rovné, kdyz tedy plati vztah

[4, (X, B)] = (X, [4, B]),

nazyvame rozklad B moduldrni vzhledem k rozkladim X, A (v tomto pofadi). Napf.
v piipadé X = A nebo' X = G,,, je rozklad B modularni vzhledem k X, 4.

Necht jsou nyni X, Y a A4, B rozklady na G a vyznaduji se tim, e X = A4,

Y = B, a necht je rozklad B modularni vzhledem k X, 4, a soudasné rozklad 4 je
modularni vzhledem k Y, B.

Pak plati rovnosti
(4 =) [4.(X,B)] =(X,[4B]),
(8 =) [B, (Y, 4] = (Y, [B, 4]),
priemz jsme oznadili rozklad vystupujici na obou stranach prvniho (druhého) vzorce

symbolem 4 (B).

39



Predevsim vidime, Ze plati

XzAz4, Yz B

1\%
ool

Y, B ve smyslu té&chto vzorcii.

H¢

. takZe rozklady A, B interpoluji rozklady X, 4, popt.
Ddle plati tyto rovnosti:

(1) [4, B] = [4, B], [X, B] = [X, B], [V, 4] = [¥. 1],
(2) (4, B) = (X, B) = (Y, 4) = (X, Y), [4, B]).
Tyto vztahy se snadno odvodi z vlastnosti nejmensiho spoleéného zékrytu a nej-

vétsiho spoleCného zjemnéni dvou rozkladd. Napf. prvni vzorec s pomoci vztaht
(X,B) £ B<[B,(Y, 4)], (Y, A) = A £ [ 4, B] takto:

[4, 3] = [[4. (X, B)], [B.(Y, A)]] = [4, [(X, B), [B.(Y, A)]]] =
= [4. [B, (Y, 4)]] = [[4, B], (Y, 4)] = [4, B],
a podobné vzorce ostatni.

Pfedchazejici vlastnosti modularnich rozkladd maji charakter ,,ve velkém*
(neboli globalni) v tom smyslu, Ze se tykaji rozkladi jako celk bez ztetele k jednotli-
vym prvkim téchto rozkladii. Pro nase ucely je diilezita vedle uvedenych globalnich
vlastnosti tato ,,lokalni** vlastnost modularnich rozkladi: '

Pro kazdé dva incidentni proky X € X, j € Yjsou obaly (x n5) C 4,(X n§) C
C B spraZené.

Diikaz. Budte Xe X, je Y libovolné incidentni prvky. Vezméme v uvahu
11bovolny prvek de(Xny)C A a ukaZme, Ze je incidentni pravé s jednim prvkem
be xnyC B. Nuze, pondvadz prvek d e 4 je incidentni s mnoZinou X N y a podle
pfedpokladu je X = 4, mame: d = X, j 0 d #+ 0. Odtud zejména plyne, Ze 7 N d je
prvkem rozkladu (Y A). Ze vzorce (X, B) = (Y, ) soudime na existenci prvku
beB vyznacujlclho se tim, Ze X N b = § N d. Vidime, Ze prvek b je incidentni s d,
tak¥e b N d + 0. ProtoZe prvek b je soutasn& incidentni s mnoZinou % N J, mame
be (xny)C B. Tim je zji§téno, Ze prvek d je incidentni alespoii s prvkem b obalu
(X 0 7) C B. Avsak v tomto obalu Zadné dalii prvky incidentni s prvkem d nejsou,
nebof kazdy takovy prvek tvofi ¢ast prvku y, je incidentni s mnoZinou y nd =
= % n b, a tudiZ splyva s b. Z obdobnych diivodid je té% kazdy prvek v (xnp)LC B
incidentni pravé s jednim prvkem druhého obalu a tim je diikaz ukongen.

4.4. Cviceni

1. Dva kone¢né spfazené rozklady maji tyZ polet prvki.
2. V souvislosti s posledni vétou v odst. 4.3 ukaZte, Ze plati tyto vzorce:
(N PCAHADASGANEBRD=GnNPIEBRAMs(GNYCAH=Gnyrlid4, Bl.
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