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6. Zobrazeni mnozZin

Teorie rozklad v mnoZinach vyvinuta v predchazejicich kapitolach je mnoZino-
vym zakladem teorie grupoidil a grup, ktera je cilem, k némuZ sméfujeme. AvSak nase
dosavadni vysledky jsou pouze jednou éasti prostfedkt potfebnych k vystavbé teorie
grupoidli a grup. Druhou &ast pfedstavuje nauka o zobrazeni mnoZin, jiZ se nyni
v n&kolika nasledujicich kapitolach budeme zabyvat. Ctenaf zajisté uvita s povdékem,
Ze po predchazejicich, z&asti dost sloZitych vykladech, pfijdou nyni na fadu opét
jednodussi véci.

6.1. Zobrazeni do mnozZiny

V dennim Zivoté se napofad setkavame se zjevy, které souvisi s matematickym
pojmem zobrazeni. V nejjednodus§im pfipad€ maji takové zjevy toto schéma: Mame
dv€ neprazdné mnoZiny G, G* a mezi prvky mnoZin n&jaky vztah, jimz je ke kazdému
prvku mnoziny G pfifazen pravé jeden prvek mnoziny G*.

Napi.: [1] Mezi divaky pfi uritém pfedstaveni a mezi vstupenkami na to
piedstaveni vydanymi je vztah dany tim, Ze kaZdy divak je pfitomen na zakladg pravé
jedné vstupenky.

[2] Mezi zaky uréité $koly a jejimi tiidami je vztah dany tim, Ze kaZ.y Zak patfi
pravé do jedné tridy.

[3] Uréeni pottu n n&akych véci zaleZi v tom, Ze ke kazdé v&ci pfifadime pravé
jedno pfirozené &islo 1, 2, ..., n, a to obvykle tim zplisobem, Ze vezmeme vZdy jednu
z nich do rukou a soudasng ji oznagime (znakem anebo jenom v mysli) jednim z &isel

1,2,...,n.

Necht tedy G, G* znadi neprazdné mnoZiny. Zobrazenim mnoZiny G do G*

* rozumime néjaky vztah mezi prvky obou mnoZin, jimZ je ke kazdému prvku mnoZiny
G pfifazen prave jeden prvek mnoZiny G*; jinak feceno, jimZ je kazdy prvek mnoZiny
G zobrazen praveé na jeden prvek mnoZiny G*.

' Zobrazeni mnoZiny G do G* se nazyva také funkce na mnoZiné G do mnoZiny
G*. Zobrazuji-li n&jaka zobrazeni g, h mnoZiny G do G* kazdy prvek v G vidy na
stejny prvek v G*, nazyvame je rovnd a piSeme g = h. V opacném pfipad€ je nazy-
vame riznd a piSeme g =+ h.

Vezmé&me v tvahu libovolné zobrazeni g mnoZiny G do G*. K libovolnému
prvku a € G je zobrazenim g pfifazen jisty prvek a* e G*. Prvek a nazyvame vzor
prvku a* a prvek a* obraz proku a v zobrazeni g a piSeme a* = g(a) nebo jenom
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a* = ga; nékdy také fikame, 7e a* je hodnota funkce g v prvku a. Jin}’/ zpusob ozna--
Ceni je (a*> ; symbolem ( *Z* > pak vyjadfujeme rovnosti a* = ga, b* = gb, .

Kdyz A znadi n&jakou podmnozmu v G a A* podmnoZinu v G* skladajici se
z obrazil v zobrazeni g jednotlivych prvki mnoZiny A, piSeme A* = g(A) nebo jenom
A* = gA. KdyZ A + 0, miZeme ke kazdému prvku a € A pfifadit prvek ga e G*
a tim obdrZime ]ISte zobrazeni mnoZiny A do G*. Toto zobrazeni nazyvame édstecné:
zobrazeni (funkce) uréené zobrazenim g a oznadujeme je symbolem g,.

Podle definice zobrazeni mnoZiny G do G* je v kazdém zobrazeni k libovolnému
prvku a € G pfifazen pravé jeden obraz a* € G*. S ohledem na tuto vlastnost nazyva--
me uvedend zobrazeni jednoznacnd. :

V prib&hu naSich ivah se vyskytnou i situace, v nichZ vystoupi nékolik zobra--
zeni g, h, ... souCasné. V takovych pifipadech opatfime obvykle pojmy tykajici se
jednotlivych zobrazeni pfedponou, tedy g-, h-, ...; napf. budeme hovofit o g-obra--
zech, h-vzorech atp.

6.2. Zobrazeni na mnozinu

Podle definice zobrazeni mnoZiny G do G* ma sice v zobrazeni g kazdy prvek
v G jisty obraz v G*, ale naopak nema nutné kazdy prvek v G* vzor v G. KdyZ je
zobrazeni g takové, Ze kazdy prvek v G* ma vzor, pak pravime, 7e g je zobrazeni
mnoZiny G ng mnoZinu G* nebo Ze funkce g zobrazuje mnoZinu G na mnoZinu G*.
Kdyz 0 + A < G, je g, zfejme zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu gA4.

Vy3e jsme uvedli tfi pfiklady zobrazeni. Z nich [2] a [3] jsou piiklady zobrazeni
mnoZiny na mnoZinu: ke kazdé tfidé patfi alespoinl jeden Zak, ktery je k ni v onom
zobrazeni pfifazen, a podobné, kdyZ mame n véci, pak pfi ur€ovani jejich poétu byla
kazdym z &isel 1, 2, ..., n jedna v&c oznadena. Naproti tomu je [1] pfikladem zobra--
zeni mnoZiny na mnoZinu jenom tehdy, kdyZ pfipustime, Ze divadlo je vyprodano..
V opaéném pripad€ zbyly v pokladné vstupenky, pro které neni divakd.

6.3. Zobrazeni prosté

V pojmu zobrazeni mnoZiny G do G* je jesté dal§i nesoumérnost vzhledem
k ob&éma mnoZinam: V zobrazeni g ma kazdy prvek v G pravé jeden obraz v G*, kdeZto-
naopak tyZz prvek v G* miZze mit nékolik a tfeba i nekoneéné€ mnoho vzori v G.

Ma-li kaZdy prvek v G* v zobrazeni g nejvyse jeden vzor, pak se g nazyva jedno--
Jjednoznacné neboli prosté zobrazeni mnoZiny G do G*.
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Ziejmé je g prosté zobrazeni mnoZiny G na G*, kdyZ a jen kdyZ m4 kazdy prvek
v G* pravé jeden vzor.

Z piedeslych ptikladi je [3] pfikladem prostého zobrazeni mnoZiny na mno-
Zinu; [2] je piikladem prostého zobrazeni mnoZiny na mnoZinu jenom (v teoretickém
pfipadé€), kdyZ kazda tiida ma jenom jednoho Zaka; [1] je ptikladem prostého
zobrazeni mnoZiny na mnoZinu jenom v tom piipad€, Ze divadlo je vyprodano a
v kazdé 167i sedi jenom jeden divak (obvykle 16Zova vstupenka opraviiuje k navstvé
piedstaveni n&kolik divakit).

6.4. Inverzni zobrazeni. Ekvivalentni mnoZiny
Uspofadané skupiny prvku

K pojmu prostého zobrazeni mnoZiny na mnoZinu se pfipinaji dva dileZité
pojmy: pojem inverzniho zobrazeni a pojem ekvivalentnich mnoZin.

Inverzni zobrazeni. Pfedpokladejme, Ze g je prosté zobrazeni mnoZiny G na G*.
V tom pfipadé miZeme definovat jisté zobrazeni mnoZiny G* na mnoZinu G, které
znaCime symbolem g -1 a nazyvame inverznz’ zobrazeni vzhledem k g, a to takto:
Ke kazdému prvku a* € - G* je vzobrazeni g~ ptifazen jeho vzor a € G v zobrazeni g.

Napft. kdyz je divadlo vyprodano a v kaZzdé 16Zi sedi jenom jeden divak, pak
v zobrazeni inverznim vzhledem k tomu, o némZ byla feg, je pfifazen ke kazdé vstu-
pence onen divak, ktery ji ma v rukou.

Je zfejmé, Ze inverzni zobrazeni g~' je prosté, a inverzni zobrazeni (g~*)™*
opét zobrazeni g, takze (§71)7! = g.

Ekvivalentni mnoziny. KdyZ jsou dany neprazdné mnoZiny G, G*, pak viibec
nemusi existovat zobrazeni mnoZiny G na G*, jak je zfejmé napf. v pfipadé, Ze G ma
jeden a G* dva prvky; a tudiz neexistuje vZdycky ani prosté zobrazeni jedné mnoZiny
na druhou.

Vsimnéme si, Ze kdyZ existuje prosté zobrazeni g mnoZiny napf. G na druhou
mnoZzinu, G*, pak existuje téZ prosté zobrazeni, totiz g, v opaéném sméru, tj. zobra-
zeni mnoZiny G* na G.

Kdy?Z existuje prost¢ zobrazeni mnoziny G na mnoZinu G*, nazyva se mnoZina G

4ekvzvalentm s G*. Potom je zfejmé téZ mnoZina G* ekvivalentni s G. Vzhledem k této

symetru pojmu ekvivalence mluvime o ekvivalentnich mnoZindch G, G*, aniZ zpra-
vidla rozlifujeme, ktera je ekvivalentni s druhou. Ekvivalenci mnoZin vyjadfujeme
vzorci: G* ~ G nebo G ~ G*.

Napt. kazda mnoZina A skladajici se z n (>0) prvkd a mnoZina {1, 2, ..., n} -
jsou ekvivalentni, nebot oznacime-li prvky mnoZiny A napf. symboly ay, a,, ..., a,,
pri¢emz libovoln€ stanovime, ktery prvek oznacime kterym symbolem, je tim dano

, i . .. a,d;...a
prosté zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu {1,2,...,n}, a to (11 22 n"> .
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Usporddand skupina proki. KdyZ se mnoZina A sklada z n (>0) prvki a je
dano prosté zobrazeni mnoZiny 4 na mnoZinu {1, 2, ..., n}, pravime, e mnoZina 4 je
uspofddand, a ono zobrazeni nazyvime uspordddnim mnoZiny A. UspoFadani mno-
Ziny A obdrZime napf. tim, Ze jeji prvky sefadime v jistém pofadi, tj. jisty prvek
a, € A oznaéime jako prvni, dalsi jako druhy atd., posledni a, € 4 jako n-ty. Potom
pravime, Ze A je uspoiddand skupina proki ay, ..., a,. Tento pojem zavisi tedy na
poradi, v némz jména jednotlivych prvki vyslovujeme nebo vypisujeme.

Opacné usporddanou skupinou prvki rozumime pak uspofadanou skupinu
prvki {a}, ..., a,_,, a,}, pfiéem% je a} = a,, ..., a, = a;.

6.5. Rozklad mnoZiny pfislu$ny k zobrazeni

Necht nyni g zna&i libovolné zobrazeni mnoZiny G na G*. VSimli jsme si jiZ, Ze
libovolny prvek a* € G* mlZe miti v zobrazeni g n&kolik vzori v G.

UvaZujme o systému G viech podmnoZin a v G, z nichZ kaZd4 se sklada ze viech
vzorl v zobrazeni g vzdy téhoZ prvku a* € G*. Jednotlivé prvky systému G jsou tedy
podmnoZiny v G skladajici se ze vSech prvki, které se v g zobrazi vZdy na tyZ prvek
mnoZiny G*. ProtoZe mnoZina G* obsahuje alespoii jeden prvek a*, neni systém G
prazdny, nebot obsahuje mnoZinu a vzorii prvku a*. ProtoZe g je zobrazeni mnoZiny
G na G*, ma kazdy prvek a* € G* alesponi jeden vzor, a tedy mnoZina a vzori libo-
volného prvku a* € G* neni prazdna. G je tedy neprazdny systém neprazdnych pod-
mnoZin v G.

Dale je patrné, Ze systém G je disjunktni, tj. kazdé jeho dva prvky jsou dis-
junktni, a Ze pokryva G, nebot kaZzdy prvek a € G ma pravé jeden obraz a* € G* a tedy
leZi pravé v jednom prvku a@ € G, a to v mnoZiné vzor prvku a*. Vychazi tedy, Ze
systém G vSech podmnoZin v G, z nichZ kaZdd se sklddd ze vSech vzorii v zobrazeni g
vZdy téhoz proku v G*, je rozklad mnoZiny G. O tomto rozkladu pravime, Ze pFislusi
nebo patii k zobrazeni g.

Napf. v hofejsim pripad8 zobrazeni [2] sklad4 se rozklad p¥islusny k tomuto
zobrazeni z jednotlivych mnozin Zaka patficich vidy do téZe ttidy.

Vsimnéme si zejména téchto krajnich ptipadi: KdyZz se mnoZina G* sklada
z jediného prvku, pak pfislusny rozklad G je G,,,; kdyZ je g zobrazeni prosté, pak
ptislusny rozklad je G

6.6. Zobrazeni mnozin do sebe a na sebe

V hofejSich tivahach o zobrazenich nikterak nevylucujeme pfipad, Ze mnoZina
G* je identick4 s mnoZinou G. KdyZz G* = G, pak mluvime o zobrazeni mnoZiny G do
sebe, popf. na sebe.
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Pfitadime-li nap¥. ke ka¥dému pfirozenému &islu &islo o jednu vétsi, obdrzime
zobrazeni mnoZiny vSech pfirozenych &isel do sebe.

Nejjednodussi zobrazeni libovolné neprazdné mnoZiny G na sebe obdrzime,
kdyz ke kazdému prvku a € G pfifadime opét prvek a; to je tzv. ldentzcke zobrazeni.
mnoZiny G a oznadujeme je symbolem e.

Prosté zobrazeni mnoZiny G na 59Pe se nazyva permutace mnoziny G. Permu-
tacemi koneénych mnoZin se budeme podrobnégji zabyvat v kap.'s.

6.7. Skladéani zobrazeni

Pojem sloZeného zobrazeni.

Pro nase tivahy je dileZity pojem skladani zobrazeni.

Necht G, H, K znadi néjaké neprazdné mnoZiny, necht g znadi n&jaké zobrazeni
mnoZiny G do H a h n&jaké zobrazeni mnoZiny H do K. Pak je ke kaZzdému prvku
a € G v zobrazeni g pfifazen jisty prvek ga € H a k tomuto prvku ga je v zobrazeni b
pfii'azen jisty prvek h(ga) e K. KdyZ ke kazdému prvku a € G pfitadime prvek

ga) € K, mame jisté zobrazeni mnoZiny G do K. Toto zobrazeni nazyviame slozene ze
zobrazeni g a h (v tomto pofadi) a oznadujeme je symbolem hg. Je tedy hg ]akozto
zobrazeni mnoZiny G do K charakterizovano tim, Ze pro a € G plati rovnost (hg)a =
= h(ga).

Vsimnéme si nékolika zvlastnich pfipadt. KdyZ g zobrazuje mnoZinu G na H
a h mnoZinu H na K, pak hg je zfejm¢€ zobrazeni mnoZiny G na K.

KdyZ g i h jsou zobrazeni prostd, pak také zobrazeni hg je prosté, nebot pak
dva rizné prvky v G maji v zobrazeni g dva rtizné obrazy v H a ty maji v zobrazeni h
opét dva rlizné obrazy v K.

Dale je zifejmé, Ze je-li mno¥ina K identicka s G, takZe h je zobrazeni mnoZiny
H do G, pak je hg zobrazeni mnoZiny G do sebe a zobrazuje-li g mnoZinu G na H
a h mnoZinu H na G, je hg zobrazeni mnoZiny G na sebe; je-li zejména zobrazeni g
prosté a h inverzni zobrazeni g ', pak je hg identické zobrazeni mnoZiny G.

Dale si vSimnéme, Ze jsou-li mnoZiny H, K obé identické s G, takZe g a h jsou

' zobrazeni mnoZiny G do sebe, pak je té7 hg zobrazeni mnoZiny G do.sebe, a zobra-
 zuji-li g, h mnoZinu G na sebe, pak také hg zobrazuje mnoZinu G na sebe.

Prosté zobrazeni g mnoZiny G na sebe se nazyva involutorni, kdyZ sloZené
zobrazeni gg je identické zobrazeni mnoZiny G: gg = e. Ziejmé je inverzni zobrazeni
g~ ! vzhledem k involutornimu zobrazeni g toté? jako g, tedy g~* = g.

Koneéné€ si v§imnéme, Ze pro identické zobrazeni e mnoZiny G a pro libovolné
zobrazeni g mnoZiny G do sebe plati tyto rovnosti: eg = ge = g.

Jako ptiklad sloZeného zobrazeni miiZzeme uvést toto: KdyZ g znadi zobrazeni
mnoZiny divaki do mnoZiny vstupenek, které jsme popsali v hofej§im piikladg [1],
a h znadi zobrazeni této mnoZiny vstupenek do mnoZiny barev, které je dano tim, Ze
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ke kazdé vstupence je pfifazena jeji barva, pak sloZené zobrazeni hg pfifazuje ke
kazdému divéaku jistou barvu, a to barvu jeho vstupenky.

Asociativni zdkon o skldddni zobrazeni. UvaZujme nyni o tfech zobrazenich
g, h, k, kde k znagi libovolné zobrazeni mnoZiny K do n&jaké daldi mnoZiny L (p¥iemz
opét nevyluCujeme pfipad, Ze mnoZina Lje identicka s n€kterou mnoZinou G, H, K).
DilleZita vlastnost sklddani zobrazeni zaleZi v tom, Ze plati rovnost

K(hg) = (kh)g,

které fikame asociativni zdkon o skladanz zobrazenl.

Tato rovnost vyjadiuje, Ze kazdy prvek v G ma v zobrazeni k(hg) tyZ obraz v L
jako v zobrazeni (kh)g.

Abychom dokazali jeji platnost, uvaZzujme o obrazu libovolného prvku a € G
v zobrazeni k(hg). Podle definice zobrazeni k(hg) je obraz prvku a v tomto zobrazeni
obrazem prvku (hg)a v zobrazeni k, a tedy jej obdrZime, kdyZ k prvku ga € H pfi-
fadime obraz h(ga) € K a k tomuto uréime obraz v k. AvSak obraz prvku h(ga)
v zobrazeni k je podle definice zobrazeni kh tyZ jako obraz prvku ga v zobrazeni kh
a podle definice (kh)g je tento obraz soudasné obrazem prvku a v zobrazeni (kh)g,
takZe skute¢né plati hofejsi rovnost.

Zobrazeni VySkytHJICl se na obou stranich hofejsi rovnosti oznacujeme struc-
‘néji khg.

6.8. Véty o ekvivalenci

V tomto odstavci uvedeme t¥i véty, které nadale budeme nazyvat vétami o ekvi-
valenci. Ty mohou byt vzhledem k své jednoduchosti povaZovany nikoli nepravem
za popisy pfikladi ekvivalentnich mnoZin. Jejich vyznam je v tom, Ze vystihuji mnoZi-
novou strukturu vyznamnych situaci, popsanych v tzv. vétach o izomorfismu, jimiz
se budeme zabyvat v teorii grupoidd a grup. Gl e 2

1. Prvni véta o ekvivalenci. Kdy# se mnoZfina G dd zobrath na mnoZinu
G*, pak je mnoZina G* ekvivalentni s jistym rozkladem leZicim na G, a naopak.
Zobrazeni rozkladu G, patficiho k libovolnému zobrazeni g mnoZiny G na mnoZinu
'G*, v ném? je katdy prvek @ e G zobrazen na g-obraz bodit lezzcz’ch v proku a, je
prosté.

Vskutku, kdyZ se mnoZina G d4 zobrazit na mnoZinu G* n€jakou funkci g, pak
je mnoZina G* ekvivalentni s rozkladem G patficim ke g. Prosté zobrazeni rozkladu G
na mnoZinu G* obdrZime, kdy? ke kazdému prvku a € G pfifadime (spoletny) g-obraz
bodi a e G lezicich v a. KdyZ naopak existuje prosté zobrazeni i néjakého rozkladu G
leZictho na G na mnoZinu G*, pak pfedev§im miiZzeme zobrazit (j) mnoZinu G na roz-
klad G tak, Ze ke ka¥dému bodu a € G ptitadime onen prvek a € G, v némZ bod a ,
leZi. SloZené zobrazeni ij zobrazuje pak mnoZinu G na mnoZinu G* a rozklad
k n&mu patfici je G.

4 .
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2. Druhavéta. KaZdé dva sprazené rozklady A, B v G jsou ekvivalentni, tedy
A B. Zobrazeni rozkladu A na B, v ném# je ke kazdému proku rozkladu A pFi-
Fazen onen prvek rozkladu B, ktery je s nim incidentni, je prosté.

Diilezity pfipad této vty 4.1 se tyka ekvivalence obalu a priseku podmnoZiny
X < Garozkladu Yv G: V pfipadé X n sY # 0 plaif ekvivalence X L Y~ Y1 X,
realizovand incidenci prokii.

A

-~

3. Tteti v&ta. Libovolny rozklad B na néjakém rozkladu B mnoZiny G
- a zdkryt A rozkladu B vynuceny rozkladem B jsou ekvivalentni mnoZiny, tedy
' B ~ A. Zobrazeni rozkladu B na A, v néms je ke kazdému proku b € B pFifazen
i souletae A viech prvki rozkladu B leZicich v b, je prosté.

6.9. Zobrazeni posloupnosti a a-stupniovych
utvart

V této kapitole se budeme zabyvat nékterymi sloZit&j§imi pojmy zaloZenymi na
pojmu ekvivalence, s nimiZ se pozd&ji Casté&ji setkame.

1. Zobrazeni posloupnosti. BudiZ o (= 1) pfirozené &islo.
Vezméme v Gvahu dveé libovolné a-Clenné posloupnosti:

(a) = (ay, ... a,), (b) =(by,..., b,).

a) Zobrazenim a posloupnosti (a) na posloupnost (b) rozumime ovem prosté
(6.10.2) zobrazeni mnoziny &lend posloupnosti () na mnozinu &lend posloupnosti (b).
V libovolném zobrazeni a posloupnosti () na posloupnost (b) je tedy ke kazdému
¢lenu a, v (a) pfifazen prave jeden &len b, = aa, v (b), pfi¢emz k ¢lentm s riznymi
indexy jsou pfifazeny v (b) €leny rovnéZ s riznymi indexy. KaZzdé zobrazeni a po-
sloupnosti (a) na (b) je jednoznaéné urceno jistou permutaci p mnoziny {1, ..., a} ve
smyslu vzorce: aa, = b,, (y = 1,.... «). Funkce inverzni k libovolnému zobrazeni
posloupnosti (a) na (b) piedstavuje oviem jisté zobrazeni posloupnosti (b) na (a).

Je zfejmé, Ze vzdycky existuji (v podtu a!) zobrazeni posloupnosti (a) na po-
sloupnost (b) a téZ zobrazeni v opaéném sméru. Tuto skutednost vyjadfujeme tim, Ze
posloupnosti (a) a (b) jsou ekvivalentni. Vidime, Ze kazdé dvé kone¢né posloupnosti
téZe délky jsou ekvivalentni.

b) Predpokladejme, Ze Eleny ay, ..., a, posloupnosti (a) a rovnéz cleny byyi.ns
posloupnosti (b) jsou neprazdné mnoZiny.

Pravime, Ze posloupnost (b) je silné ekvivalentni s posloupnostt (a) kdyZ na-
stane tato situace: Existuje zobrazeni a posloupnosti (a) na (b), které se vyznacuje tim,
| Ze ke kazdému &lenu a, v (a) existuje prosté zobrazeni a, tohoto &lenu a, na ¢len

iy = aa, v (b).
' Kdyz je posloupnost (b) silné ekvivalentni s (a), ma zfejm& posloupnost (a)
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tutéZ vlastnost vzhledem k (b). V tom piipadé se zfetelem na tuto symetrii nazyvame
posloupnosti (a), (b) siln& ekvivalentni.

¢) Pfedpokladejme, Ze &leny ay, ..., a, posloupnosti (a) a rovnéz &leny by, ..., b,
posloupnosti (b) jsou rozklady v mnozing G.

Pravime, Ye posloupnost (b) je polospra‘.ena neboli volné spraZend (spFaZend)
s posloupnosti (a) kdyZ nastane tato situace: Existuje zobrazeni a posloupnosti (a) na
(D), takové, 7e kazdy ¢len a, v (a) je polospiaZeny (spfaZeny) se svym a@-obrazem
bs = aa, v posloupnosti (b).

KdyZ je posloupnost (b) polospfaZena (spfaZend) s (a), pak ma ziejm& po-
sloupnost (a) tutéZ vlastnost vzhledem k (b). V tom pFipadé se zfetelem na tuto sy-
metrii nazyvame posloupnosti (a), (b) polosprazené (spfazené).

Piedpokladejme, Ze posloupnost (b) je polospfaZena s (a) a budiZ a pfisluiné
zobrazeni posloupnosti (a) na (b) urlujici pary polospfaZenych (spfazenych) &leni.
Vezméme v Gvahu libovolny &len a, v (a) a jeho a-obraz b, = aa, v (b). Pak jsou obaly
Ha, = b; C a,, Hb, = a, C b, neprazdné a spfazené (4.1). Podle druhé véty o ekvi-
valenci (6.8) je zobrazeni a, obalu Ha, na obal Hb,, realisované incidenci prvki,
prosté. Zejména kdy? je posloupnost (b) s posloupnosti (a) spfazena, mame Ha, = a,,
Hb; = b, Vidime, Ze dvé spiaZené posloupnosti jsou vidy silné ekvivalentni.

2. Zobrazeni a-stupriovych utvari. Necht o« (= 1) znali pfirozené &islo a
((4) =)(44, ..., 4,),((B) =) (B, ..., B,)libovolné posloupnosti neprazdnych mnoZin.
Dale budiz A hbovolny a-stupfiovy utvar vzhledem k posloupnosti (A) a B rovnéz
takovy utvar vzhledem k posloupnosti (B) (1.9).

Pfipomertime, e libovolny prvek a € A (b € B) predstavuje a-Clennou posloup-
nost a = (dy, ..., a,) (b = (by, ..., b,)), jejiz kazdy &len a, (b,) je neprazdnou &asti
mnoZiny 4, (B,); (y = 1, ..., a). :

Pfedpokladejme, Ze existuje prosté zobrazeni f utvaru A na B.

a) Zobrazenl f se nazyva szlna ekvwalence dtvaru A na B kdyz je takovato
situace:

Existuje permutace p mnoZiny {1, ..., a} s timto uéinkem: Ke kazdému &lenu
a, libovolného prvku a = (ay, .. 4 2 € A existuje proste zobrazeni a, tohoto ¢lenu
c'z na clenb , posloupnosti fa = b = (by, ..., b,) e B; (v = 1, ,cx)

Snadno vidime, Ze inverzni funkcef ™! vzhledem k libovo]ne silné ekvivalenci f
utvaru A na B je silna ekvivalence v opatném sméru, tj. silna ekvivalence utvaru B
na A.

Kdy? existuje silna ekvivalence wtvaru A na B, pravime, Ze utvar B je silné
ekvivalentni s A. Ziejmg je pojem silné ekvivalence symetricky vzhledem k ob&ma
utvartim; vzhedem k tomu mluvime té% o silné ekvivalentnich titvarech A, B.

b) Nyni predpokladejme, Ze posloupnSsti (4), (B) jsou tvofeny rozklady

1 -+-» 4,2 By, ..., B, vmnoZiné G. V tomto piipadg€ pfedstavuje tedy kazdy prvek

a= (al, ey G,) € A (b = (by, ..., b,) € B) a-tlennou posloupnost, jejiz kazdy &len
a, (b,) je rozkladem VGato casu rozk]adu AB); @ =1,...,a).

Zobrazeni f Gtvaru A na B nazyvame ekvivalence spojena’ s polospraZenim .

(BN
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neboli ekvivalence spojend s volnym spraZenim (ekvivalence spojend se sprazenim),
kdyz je takovato situace:

Existuje permutace p mnoZiny {1, ..., a} s timto i¢inkem: KaZdy &len a, libo-
volného prvku a = (ay, ..., d,) € A je polosptaZeny (sptaZeny) se &lenem b,, prvku
fa=b=(by,...0)eB; (y=1,..., ).

Snadno vidime, Ze inverzni funkce f ~* vzhledem k libovolné ekvivalenci spojené
s polospfaZenim (ekvivalenci spojené se spfaZenim) utvaru A na ttvar B je ekviva-
lence téhoZ typu v opaéném smyslu tj. Gtvaru B na A.

Budi? f ekvivalence spojena s volnym spfaZenim (spfaZenim) Gtvaru A na B.
Vezm&me v tvahu libovolné &leny a,, by(6 = py), které jsou v hotej§im vztahu, takZe
a,jeva, by je v fa="b arozklady a,, b, jsou polosptazené (spfazené). Pak jsou obaly
Ha, = b; C a,, Hb; = a, C b, neprazdné a spfazené (4.1). Podle druhé véty o ekvi-
valenci (6.8) je zobrazeni a, obalu Ha, na obal Hb,, realizované incidenci prvki,
prosté. Zejména kdyZ f je ekvivalence spojena se spfaZenim, mame Ha, = a,, Hb; =
= b,. Vidime, %e kaZdd ekvivalence iitvaru A na B spojend se spFaZenim predstavuje
silnou ekvivalenci.

KdyZ existuje ekvivalence spojena s polospfaZenim (ekvivalence spojena se
spfaZenim) ttvaru A na B, pravime, %e utvar B je ekvivalentni a polospFaZeny nebo
ekvivalentni a volné spfaZeny (ekvivalentni a spraZeny) s utvarem A. Z¥ejmé jsou tyto
pojmy symetrické vzhledem k ob&ma witvartim; vzhledem k tomu mluvime té% o ekvi-
valentnich a polospFaZenych nebo o ekvivaletnich a volné spfaZenych (ekvivalent-
nich a spfaZenych) utvarech A, B. Zejména jsou kazdé dva ekvivalentni a spfaZené

dtvary A, B silné ekvivalentni.

6.10. CvicCeni

1. Ctenaf necht si uvédomi ptiklady jednoduchych redlnich funkei, napf.'y = ax + b,
y = x2 aj. a objasni si na nich vySe popsané pojmy spojené s pojmem funkce.

2. KdyZ jsou mnoZiny G a G* kone¢né a téhoZ fddu, plati: a) kazdé zobrazeni mnoZiny G
na G* je prosté; b) kazdé prosté zobrazeni mnoZiny G do mnoZiny G* je zobrazenim na mno-
Zinu G*.

3. Necht 4 < G a nechf g[A4] znadi zobrazeni mnoZiny G do mnoZiny {0, 1}. které je
definovéno takto: Pro a € G je g[4] a = 1 nebo 0 pode toho, zda a leZi anebo nelezi v 4. Dokazte,
Ze plati tyto vztahy:

a) gl4d N Bla = (g[A] a) . (g[B] a) = nejmen§imu z obou &isel g[A4] a, g[B] a;

b) g[4 U B] a = nejvétsimu z obou &isel glA] a, g[B] a;

c) kdyz A N B = 0, pak je g[4 U Bla = g[dA]la + g[B] a.

4. Necht fla] zna&i zobrazeni piimKky na sebe, definované tim, Ze ke kaZdému bodu na
pfimce o soufadnici x je pfifazen bod na p¥imce o soufadnici x’ = x + a, pfiemZ a znali néjaké
realné Cislo. Podobné necht gla] zna¢i zobrazeni pfimky na sebe dané vzorcem x’ = — x + a.

54



Vzdélenost libovolnych dvou bodi x4, x, na pfimce, tj. ¢islo*) |x; — x,|, a vzddlenost jejich
obrazli v kazdém zobrazeni f[a] a gla] jsou stejné. V zobrazeni f[a] se nezobrazi Zzidny bod na
primce na sebe, le€ kdyZ a = 0, a v tomto pfipadé mame identické zobrazeni pfimky na sebe;
v zobrazeni g[a] se zobrazi na sebe pravé jeden bod. Pro skladani zobrazeni f[a], gla] plati tyto
vzorce:
fib] flal = fla + b]; g[b] flal = gl— a + b];
fib] glal = gla + b]; glbl glal = fl— a + b].
Pozndmka. Zobrazeni f[a] a gla] se nazyvaji euklidovské pohyby na p¥imce.
5. Necht f[x; a, b] znadi zobrazeni roviny na sebe, definované tim, Ze ke kaZzdému bodu
v roving o soufadnicich x, y je pfifazen bod v roving o soufadnicich x’, y’, pfiemz
x' = x.cosx + y.sinax + a,
y = —x.sinx+ y.cosx+ b,
kde «, a, b znadi néjaka redln4 &isla. Podobné necht g[x; a, b] znaci zobrazeni roviny na sebe dané
VZOrci:
x'=x.cosx + y.sin x + a,
Yy =x.sinox— y.cosu.+b.

Vzdalenost libovolnych dvou bodit x;, yy; X, ¥, v roving, ti. &islo |\/[(x; — x,)% + (»y— ¥)*1l,
a vzdalenost jejich obrazii v kazdém zobrazeni flwx; a, b] a glx; a, b] jsou stejné. V zobrazeni
fle; a, b], kdyZz « je cely nasobek Cisla 2w, se na sebe nezobrazi} zadny bod v roving, le¢ kdyZ
a= b= 0, avtomto pfipadé mame identické zobrazeni roviny na sebe. KdyZ « neni cely na-
sobek Cisla 27, pak se na sebe zobrazi pravé jeden bod v roving. V zobrazeni glx; a, b] se nezobrazi
na sebe zadny bod v roviné, vyjma pfipad, Ze mezi Cisly «, a, b je vztah
a.cosdx + b.sindx=0.

V tomto pfipadé tvofi viechny body v roving, které se zobrazi na sebe, jistou pfimku. Pro skladani
zobrazeni flx; a, b, glx; a, b] plati tyto vzorce:

flB;c,d] flx;a,bl = flx + Bya.cosfp+ b.sinf+ ¢, —a.sinf+ b.cosf + dl,
glp; c,d] flx; a,b] = glx + B;a.cosfp+ b.sinf+¢, a.sinf—>b.cosf+ d],
flB;c,dlglx; a,b] = glx — B;a.cosB+ b.sinff+ ¢, —a.sinff+ b.cosf + dl,
glp;c,dl glx; a,b] = flo — Bya.cosB+b.sinf+c¢, a.sinf—b.cosf + d].
Poznamka. Zobrazeni f[x; a, b] a glx; a, b] se nazyvaji euklidovské pohyby v roviné.
6. Kazda a-Elenna (nekoneénd) posloupnost na mnozin€ A4 je souhrn obrazi ¢isel mnoZiny
{1,...,4}({1,2,...}) na mnoZinu 4 ve vhodném zobrazeni (1.7). ' :
7. O ekvivalenci neprazdnych mnoZin 4, B, C plati tyto vyroky: a) A ~ A (reflexivnost);
b) ze vztahu 4 ~ B plyne B ~ A (symetrie); c) ze vztahit 4 ~ B, B >~ C plyne 4 ~ C (tranzi-
tivnost) (6.4).

8. Budte g, h zobrazeni mmoZiny G do sebe a Gy, Gy, Ghg rozklady na G pfislusné
k zobrazenim g, h, hg. UkaZte, Ze plati tyto vztahy:

a) hgG < hG, Ghg = G,

b) z rovnosti hgG = hG plyne gG [ Gh = Gh a naopak, -

¢) z rovnosti Ghg = Gg plyne gG M Gh = (€G)min @ Naopak. ((§G)min znali nejmensi
rozklad mnoZiny gG).

9. Kazdé dva adjungované fetézce rozkladt v G maji spfaZzené zjemnéni. (K dikazu pouZij-
te konstrukce popsané v 4.2.)

*) Je-li x libovolné redlné &islo, pak |x| znadi tzv. absolutni hodnotu &isla x, tj. nezdporné
z obou ¢&isel: x, —x.
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