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7. Zobrazeni rozkladi

Necht g znagi libovolné zobrazeni mnoZiny G na n€jakou mnoZinu G*. Kazdy
prvek a € G je tedy v g zobrazen na jisty prvek a* e G*; a (a*) je vzor (obraz) prvku
a* (a) v zobrazeni g. K zobrazeni g patii jisty rozklad G na G, jehoZ prvky se skladaji
ze vSech vzortl vZdy téhoZ prvku v G*. Tento rozklad je ekvivalentni s mnoZinou G*.

7.1. Rozsifené zobrazeni

Zobrazeni g urCuje jisté zobrazeni g systému vSech podmnoZin v G do systému
viech podmnoZin v G¥, tzv. rozsifené zobrazeni. Toto zobrazeni g je definovano tim,
Zepro) += A = G je gA = G* mnoZina obrazid v g viech prvki leZicich v 4; mimoto
klademe g0 = 0. Zejména pro a € G se mnoZina ga sklada z jediného prvku v G*, a to
z onoho, na né&jZ se v g zobrazi jednotlivé prvky v G leZici v a.

K vili zjednodusSeni oznaleni uZivime zpravidla pro rozsifené zobrazeni g
rovnéZ oznaceni g. Symbol g tedy aplikujeme na prvky v G, napf. a € G, a pak vy-
sledek ga znadi obraz prvku a v pivodnim zobrazeni g, nebo jej aplikujeme na pod-
mnoziny v G, napf. A < G, a pak vysledek g4 oznacuje obraz podmnoZiny A4 v roz-
§ifeném zobrazeni g.

Tohoto pravidla pouzivame i pro systémy podmnoZin v G: KdyZ je A n&jaky
neprazdny systém podmnoZin v G, oznadujeme zpravidla systém obrazl v g jednotli-
vych prvki v A symbolem gA.

Napf. kdyZ je 4 rozklad mnoZiny G, zna&i g4 systém obrazl v g jednotlivych
prvki rozkladu A. KdyZ zejména g4 je rozklad na G*, pak rozsifenym zobrazenim g
je urdeno &astedné zobrazeni gy rozkladu A na rozklad g4, jimZ je oviem ke kazdému
prvku a € A ptifazen jeho obraz ga e gA4.

Necht 4, B znadi libovolné podmnoZiny v G.

Je zifejmé, Ze ze vztahu A < B plyne g4 < gB.

DokéaZeme tuto vétu:

Rovnost gA = gB plati tehdy a jen tehdy, kdyZ kaZdy prvek v G ktery je inci~

dentnt s jednou podmnoZinou A, B, je incidentni také s druhou. ) o

3 3

Mz\M«»~< \ i

Diikaz. a) Necht plati g4 = gB. KdyZ n&ktery prvek g € G je mc}identm napr
s mnoZinou A, pak existuje prvek a € A takovy, Ze g je mnoZinou vSech vzorl v g
prvku ga. ProtoZe gae gA = gB, ex1stuJe prvek b e B takovy, 7e gh = ga, tak¥e
b eg, a vidime, Ze prvek g je incidentni s B.

b) Necht kazdy prvek v G, ktery je incidentni s jednou mnoZinou 4, B, je
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incidentni i s druhou. Pak napf. pro a* € g4 je onen prvek g € G, ktery se sklada ze
viech vzorl v g prvku a*, incidentni s A4 a tedy, podle pfedpokladu, i s B. Tedy exis-
tuje prvek b € B takovy, Ze a* = gb € gB a vychazi g4 = gB. Soulasn& oviem plati
vztah gB < g4 a mame g4 = gB.
Ziejmé muZeme predchazejici vétu vyjadrit také tim, Ze rovnost gA = gB platz .
tehdy a jen tehdy, kdy? AL G = B[ G. ; 3
Necht A znadi systém podmnoZin v G. -
Kdyz vsechny proky systému A maji v rozsifeném zobrazeni g ty% obraz |
A* = G*, takze pro A€ A je gA = A*, pak také mnoZina'sA md obraz A*, tj.
g(sA) = J
Vskutku, piedeviim pro kaZdy prvek A € A plati 4 = sA a odtud nasleduje
A* = gA < g(sA). Dale kazdy prvek a e sA le#i v jisté podmnoZing A € A a plati
vztahy: ga € gA = A*; odtud plyne g(sA) < A*. Tim je diikkaz ukoncen.

7.2. Véty o zobrazeni rpozkladu

Necht A4 znadi libovolny rozklad na G.

Systém gA podmnoZin v G* zfejm& pokryva mnoZinu G*. AvSak tento systém
neni nutné rozkladem mnoZiny G*, nebof obrazy v g dvou riiznych prvkd v 4 mohou
byt incidentni, aniz splyvaji.

Nasledujici véta popisuje nutnou a dostateénou podminku toho, aby se rozklad
A zobrazil v g na rozklad mnoZiny G*:

gA je rozkladem mnoZiny G* tehdy a jen tehdy, kdy¥ rozklady A, G jsow
dopliikové.

Diikaz. a) Necht g4 je rozkladem na G*. Necht prvky a € 4, g € G leZi v témZ
prvku’ii € [4, G]. Mame ukazat, e @ 0§ + 0. Necht b € 4 je libovolny prvek inci-
dentnis g. Pak b < # a tedy existuje vazba v {4, B} od @ do b:

(@=) ay,...a, (=D).

Podle definice vazby jsou kazdé jeho dva sousedni prvky @z, @, 43 (=1, ...,a—1)
incidentni vZdy s jistym prvkem rozkladu G a tedy oba obrazy ga,, ga,,  jsou inci-
dentni. ProtoZe g4 je rozklad na G*, je ga, = ga,., a tedy také ga = gb. Odtud
plyne aC G=b[ G. Protoze gebh C G, mame tedy gea [ G, takie ang + 0.

b) Necht jsou rozklady 4, G dopliikové. Mame ukazat, Ze pro a, b € 4 jsou
mnoZiny ga, gh bud disjunktni nebo splyvaji. Nejsou-li mnoZiny ga, gb disjunktni,
existuji prvky a € @, b € b takové, Ze ga = gb € ga n gh. Prvek g € G, ktery se sklada
ze viech vzoril v g prvku ga, je pak incidentni s obéma prvky a, b a tyto prvky tedy
leZi v témZ prvku rozkladu [A, G]. ProtoZe rozklady A, G jsou dopliikové, plati
a [ G=bL[C Ga odtud plyne ga = gh.

V dal$im vykladu pfedpokladame, Ze rozklady 4, G jsou dopliikové.



Podle pfedchazejici véty je g4 rozklad na G. Rozsifenym zobrazenim g je uréeno
SasteCné zobrazeni rozkladu A na rozklad g4, jimZ je oviem ke kaZdému prvku
a € A piifazen jeho obraz ga e g4. Déle rozumime zobrazenim g rozkladu A4 na
rozklad g4 toto &asteéné zobrazeni.

K zobrazeni g rozkladu A na rozklad g4 piislusi ovSem jisty rozklad 4 roz-
kladu A. Jeho prvky se skladaji vzdy ze vSech prvki rozkladu A, které maji v rozsi-
feném zobrazeni g tyZ obraz.

UkaZeme, Ze zdkryt rozkladu A vynuceny rozkladem A je nejmensi spoleény
zdkryt [4, G] rozkladii 4, G. '

Vskutku, uvazujme o libovolném prvku a € A. Mame ukézat, ¢ mnoZina sa
je prvkem rozkladu [ 4, G]. BudiZ @ € a libovolny prvek a budiZ € [ 4, G] onen prvek
rozkladu [4, G], ktery obsahuje a; mdme tedy @ = sa N ii. KaZdy prvek X € a ma
v rozsifeném zobrazeni g tyZ obraz jako a a tedy je a C G = X [ G; odtud plyne, Ze
se prvek X da spojit s prvkem a v rozkladu G a tedy, Ze leZi v prvku ii. Tim jsme zjistili,
¥e plati vztah sa c ii. Naopak, kady prvek X € 4, ktery leZi v i, vyhovuje rovnosti
a [ G = X [ G; znisoudime, Ze prvek X ma v roziifeném zobrazeni g tyZ obraz jako
prvek a, takZe X < #, a plati vztah X < sq. Tim jsme zjistili, 7e & = sa, a dikaz je
ukonden.

Kdy? ke ka?dému prvku i € [4, G] pfitadime onen prvek g € 4, ktery obsa-
huje prvky rozkladu 4 v ném leZici, obdrZime prosté zobrazeni rozkladu [4, G] na
rozklad 4 (6.8); kdyZ ke kazdému prvku a € 4 ptifadime onen prvek a* € g4, jenz je
obrazem kazdého prvku a € A4 leziciho v a, obdrZime prosté zobrazeni rozkladu A4 na
rozklad g4 (6.8). SloZenim t&chto prostych zobrazeni obdrZime prosté zobrazeni roz-
kladu [4, G] na rozklad g4 (6.7). V ném je ke kazdému prvku i e [4, G| pfifazen
jisty prvek a* e gA; prvek a* je obrazem v rozsifeném zobrazeni g kazdého prvku roz-
kladu 4, ktery leZi v prvku a € 4 obsahujicim viechny prvky rozkladu A leZici v i.
ProtoZe ii = sq a pro a € a mame ga = a*, soudime se zietelem na posledni vétu
v 7.1, Ze prvek i ma v roz§ifeném zobrazeni g obraz a*, tj. gi = a*.

Tim jsme dosli k tomuto vysledku:

Kdy? se néjaky rozklad A na G zobrazi v zobrazeni g na néjaky rozklad A*
na G*, pak jsou rozklady [ A, G|, A* ekvivalentni, tj. [ 4, G| ~ A*; prosté zobrazeni
rozkladu [A4, G] na A* obdrZime, kdy? ke kaZdému prvku proniho rozkladu pfifa-
dime jeho obraz v roz$ifeném zobrazeni g. '

Diusledkem tohoto poznatku je, e kaZdy zdkryt rozkladu G je ekvivalentni se
svym obrazem v g; zobrazeni, které ke kaZdému prvku zdkrytu prifazuje jeho obraz,
je prosté.
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7.3. Cviceni

1. Bud g zobrazeni mnoZiny G na G* a A4, B libovolné podmnozZiny v G. Ukaite, Ze plati
tyto vztahy: g(4 U B) = g4 U gB; g(4 N B) = g4 N gB.

2. V situaci popsané v piedchdzejici Gloze 1 budiZ G rozklad na G patfici k zobrazeni g.
Ukazte, Ze rovnost g(4 N B) = gA n gB plati pravé tehdy, kdyzje (AN B LCG=ULC G N
NBLC .

3. Necht g znaci né€jaké zobrazeni mnoZiny G na G* a {Zi, b, } néjaky rozklad na G. Pak
{gﬁ, gb, } je rozklad na G*, kdy? a jen kdyZ {a, B, ...} je zakrytem rozkladu pfislu¥ného ke g.

4. Bud g prosté zobrazeni mnoZiny G na G*. Déle bud 4 < G neprazdnd podmnoZina
a 4, Brozklady v (na) G. V této situaci plati: a) rozs§ifené zobrazeni g zobrazuje systém vSech ne-
prazdnych Casti mnoZiny G na systém v8ech neprazdnych &asti mnoZiny G* prosté; b) mnoZiny
A, gA jsou ekvivalentni, tedy 4 ~ g4;c) g4 je rozklad v (na) mnoZiné G*; d) rozklady 4, g4 jsou
ekvivalentni, tedy 4 ~ g4; e) kdyz rozklady 4, B jsou ekvivalentni, popf. volné spfaZené nebo
sprazené, pak rozklady g4, gB maji vzdy touZ vlastnost.
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