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8. Permutace

V této kapitole se budeme zabyvat prostymi zobrazenimi kone&nych mnoZin na
sebe. Takova zobrazeni maji v algebfe a zejména v teorii grup daleZitou tlohu.

8.1. Definice

Permutaci mnoZiny G rozumime prosté zobrazeni mnoZiny G na sebe (6.6)‘.‘

V tomto odstavci se omezime na uvahy o permutacich koneéné mnoZiny.

Necht tedy G znaéi libovolnou mnoZinu o kone&ném poctu n (= 1) prvkdi.
Z ptedpokladu, Ze mnoZina G je koneéna, vyplyva, Ze kazdé prosté zobrazeni p mno-
Ziny G do sebe je jeji permutace (6.10.2).

Prvky mnoZiny G si myslime oznaceny pismeny a, b, ..., m. Ke kazdé permu-
taci p mnoziny G miiZeme pak jednoznaéné pfifadit symbol tvaru

(a b ...m )
a*b* ... m*|’

priemz a*, b*, ..., m* jsou pismena, jimiZ jsou oznaéeny prvky pa, pb, ..., pm; pod
kaZzdym pismenem v prvnim fadku stoji tedy v druhém fadku pismeno oznadujici
obraz toho prvku v permutaci p. ProtoZe pG = G, jsou a*, b*, ..., m* opét pismena
a, b, ..., m napsana v jist¢ém pofadi. Naopak, kazdym symbolem toho tvaru, v némz
a*, b*, ..., m* jsou opét pismena a, b, ..., m napsani v jistém potadi, je dana jista
permutace mnoziny G, ktera kazdy prvek v prvnim fadku zobrazi na prvek stojici pod
nim v druhém fadku. VSimnéme si, Ze tutéZ permutaci p miiZzeme podobné vyjadfit:
i jinymi symboly, z nichZ kaZdy obdrZime, kdyZ pismena a, b, ..., m napiSeme:
v prvnim fadku v né&jakém jiném potadi a pod kazdé z nich napiSeme totéZ pismeno:
jako dfive. Zejména je ovSem identické zobrazeni mnoZiny G permutaci mnoZiny G-

a nazyva se identickd permutace; jeji symbol je (Z b Z) nebo kterykoli z jinych

0 . . [ba...m
symbolil, jako napf. ( ba.. m) , atp.
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8.2. Piiklady permutaci

Uvedeme nejprve nékolik jednoduchych piikladd permutaci mnoZin o n =
= 1, 2, 3, 4 prvcich.

1. n = 1. Necht G znaci mnoZinu, ktera se sklada z jediného bodu a v roviné.
'V tomto pripadé existuje ovSem pravé jenom jedna permutace mnoZiny G, a to per-

. .., [a
mutace identicka (a)'

2. n = 2. Nechf G znaéi mnoZinu skladajici se z nékterych dvou bodi v roviné:
a, b. Kdyz body a, b otodime v rovin€ v jednom anebo v druhém sméru okolo stiedu
1seky o koncovych bodech a, b o n&jaky thel o, pak bod a pfejde do jistého bodu a’
abod b do b’, a mame prosté zobrazeni mnoZiny G na mnoZinu {a’, b'}. KdyZ o« méfi
0°, 180°, je mnoZina {a’, b’} identick4 s mnoZinou G, a mame tyto permutace mno-

.. . [ab ab
Ziny G: (a b)’ (ba)'

3. n = 3. Necht G znaéi mnoZinu tfi bodt v roviné: a, b, ¢, tvoficich vrcholy
rovnostranného trojihelnika. KdyZ body a, b, ¢ otofime v roviné v jednom anebo
v druhém sméru okolo stfedu trojihelnika o vrcholech a, b, ¢ 0 néjaky uhel o, pak
bod a piejde do jistého bodu a’, bod b do b" a bod ¢ do ¢’, a mame prosté zobrazeni
mnoZiny G na mnoZinu {a’, b, ¢’}. KdyZ o« m&f 0° 120°, 240°, pak je mnoZina

{a’, V', ¢'} identicka s mnoZinou G, a mame tyto permutace mnoZiny G: (Z 22),
bcal’\cab

dime body soumérné poloZené vzhledem k nékteré ose soumérnosti trojuhelnika

o vrcholech a, b, c. Tento trojuhelnik ma celkem tfi osy soumérnosti, z nichZ kazda

prochazi jednim vrcholem a pili protéjsi stranu. Pfifadime-li ke kazdému bodu a, b, ¢

bod soumérné poloZeny vzhledem k ose soumé&rnosti, kterd prochazi vrcholem a, obdr-

(a b c) , (a b c)‘ Dalsi permutace mnoziny G obdrZime, kdyZ k bodim a, b, ¢ pfifa-

" .fabc) . y .. o abc\ [abec e
Zime permutaci (a c b) ; podobné obdrzime dalsi permutace (c b a)’ (b 4 c) . Nasli

jsme tedy v tomto pripadé celkem 6 permutaci, a to:

abc abc abec abc abc\, fabc
abce/’ \bcal’ \cab/’ \acb/’ \cbha bacl’
4. n = 4. Necht nyni G znaéi mnoZinu ¢tyf bodd v roviné, a, b, ¢, d, tvoficich
vrcholy étverce. Otocime-li body a, b, ¢, d v rovin€ v jednom anebo ve druhém sméru
okolo stfedu étverce o vrcholech a, b, ¢, d o n&jaky thel «, pak opét obdrZime prosté

zobrazeni mnoZiny G na mnoZinu jistych bodd v roviné a’, b’, ¢/, d', a je-li a« = 0°,
90°, 180°, 270°, obdrZime tyto permutace mnoZiny G:

abcd\ [abcd abcd abcd
abtd|’ \bcda)’ \cdab)’ \dabc|’
Dalsi permutace mnoZiny G opét najdeme, kdyZz k bodim a, b, ¢, d pfifadime body
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soumérné€ poloZené vzhledem k nékteré ose soumérnosti &tverce o vrcholech a, b, ¢, d.
Tento Ctverec ma celkem Ctyfi osy soumérnosti, z nichZ dvé prochézeji vidy dvéma
proté&jsimi vrcholy a dvé pili vidy dvé prot&jsi strany. Piifadime-li ke kazdému bodu
a, b, c,d bod soumérné poloZeny vzhledem k ose soumé&rnosti, kterd prochézi

vrcholy a, ¢, obdrZime permutaci (ZZZZ), podobné obdrzime dalsi permutace

cbad badc dcba

abcd abcd abed abecd
abed|’ \bcdal’ \cdab]’ \dabc|’

abcd abed abed abcd
adcb)’ \cbad]’ \badc)’ \decbal"’

bed b b ..
(a ¢ ), (a ¢ d) , (a ¢ d) . Nasli jsme tedy v tomto pfipadé& 8 permutaci, a to:

8.3. PocCet permutaci

Vratme se nyni k ivaham o permutacich na libovolné mnoZiné G, ktera ma n
(=2 1) prvkii a, b, ..., m.

Kolik je celkem permutaci mnoZiny G? Abychom na tuto otizku odpovédéli,
uvaZzme, Ze v libovolné permutaci p mnoZiny G se zobrazi prvek a na jisty prvek pa
mnoZiny G; kdyZ n > 1, zobrazi se dale prvek b na jisty prvek pb, riizny od pa, a po-
dobné se zobrazi prvek ¢ na jisty prvek pc, riizny od pa, pb, atd., a prvek m se zobrazi
na jisty prvek pm, rizny od predchazejicich prvkid pa, pb, pc, ... Naopak, kdyz
k prvku a pfifadime kterykoli prvek a* € G a dale, v pfipadé n > 1, k prvku b ktery-
koli prvek b* € G, riizny od a*, a podobné k prvku c¢ kterykoli prvek c* € G, rizny od
a*, b*, atd., ak prvku m prvek m* € G, riizny od piedchazejicich prvki a*, b*, c*, ...,
abc..m
a*b*c*...m
tedy pravé tolik, kolik je moZnosti takovych pfifazeni. Avsak k prvku a miZeme pfi-
fadit néktery prvek a* € G celkem n zpilsoby, a to tak, Ze jednou k nému pfifadime
prvek a, po druhé prvek b, atd., a po n-té prvek m; v pfipadé n > 1 miZeme dale
pfifadit k prvku b néktery prvek b* € G, rlizny od a*, celkem n — 1 zplisoby a po-
dobné k prvku c n&ktery prvek c* € G, rizny od a*, b*, celkem n — 2 zpisoby, atd.,
a k prvku m miZeme pfifadit prvek m* € G, rlizny od a*, b*, c*, ..., pravé jenom
jednim zpiisobem. Vychazi tedy celkem n(n — 1) (n — 2) ... 1 moZnosti a odpovéd”
na hofej§i otazku zni, Ze je celkem 1.2 .3 ... n permutaci mnoZiny G. Obvykle se
toto &islo oznaduje symbolem n!. Napf. kaZda mnoZina o n = 1,2,3,4,5,6,7, 8,
9, 10 prvcich mé celkem n! = 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40 320, 362 880, 3 628 800
permutaci. Permutace, které jsme nasli v hofejSich prikladech 1, 2, 3 bodit v roviné
jsou tedy vSechny, kdeZto v pfipadé 4 bodi v roving existlije vedle nalezenych 8 per-
mutaci jesté 2 . 8 dalSich.

obdrZime jistou permutaci ( *) mnoZiny G. Permutaci mnoZiny G je
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8.4. Vlastnosti permutaci

1. Inverzni permutace. UvaZujme nyni o vlastnostech permutaci podrobnéji.
Necht p znaci libovolnou permutaci mnoZiny G. ProtoZe p je prosté zobrazeni,
existuje inverzni permutace p~! vzhledem k p mnoZiny G. Snadno si ujasnime, Ze
symbol permutace p~! obdr¥ime, kdyZ v symbolu permutace p vyménime oba fadky.
Napf. permutace inverzni vzhledem k hofejsim 8 permutacim ¢tyf bodd v roving jsou
po potadku tyto:

abced abced abced abcd
(abcd)’ (dabc)’ (cdab)’ (bcda)’
abced abcecd abcd abcd
(adcb)’ (cbad)’ (badc)’ (dcba)'

2. Invariantni proky. Libovolny prvek x € G se zobrazi v permutaci p na jisty
prvek px, ktery je nebo neni totoZny s prvkem x. Nastane-li prvni pfipad, px = x,
pak pravime, Ze permutace p nechdvd prvek x beze zmény, neboli Ze prvek x je
v permutaci p invariantni. Je zfejmé, Ze permutace p a permutace inverzni p~!
nechavaji beze zmény tytéZ prvky mnoZiny G. Napf. hofej§i permutace ¢tyf bodi
v roviné nechavaji beze zmeény tyto prvky: a, b, ¢, d; Zadny; Zadny; Zadny; a, c; b, d;
Zadny; Zadny. ‘

3. Cyklické permutace. Libovolny prvek x € G a permutace p jednoznalné
uréuji fadu prvki v G: x, px, p(px), p(p(px)), ..., v niZ kazdy, druhym podinajic, je
obrazem v permutaci p prvku piedchézejiciho. Misto x, px piSeme n&kdy p°x, p'x
a pro stru¢nost misto p(px), p(p(px)), ... piSeme zpravidla p°x, p3x, ...

Permutace p se nazyva cyklickd, kdyZ existuje prvek x € G a pfirozené &islo
k takové, 7e v fadé prvki x, px, p>x, p°x, ..., p*“1x nejsou Z4dné dva prvky totozné,
ale obrazem p*x prvku p*~*x je opét prvek x, a kdyZ mimoto jsou vSechny ostatni
prvky mnoZiny G, jsou-li jaké, v permutaci p invariantni. Podrobnéji pak permutaci p
popisujeme nazvem: cyklickd permutace vzhledem k prokiam x, px, p°x, ..., p* x.

Uspotadana skupina prvki x, px, p°x, ..., p*~!x se nazyva cyklus permutace p,
podrobngji: k-¢lenny cyklus anebo k-cyklus. KdyZ zejména k = n, tj. kdyZ kazdy
prvek mnoZiny G leZi v cyklu permutace p, pravime, Ze p je ryzi cyklickd permutace.

Pfedpokladejme, Ze permutace p je cyklickd vzhledem k prvkim x, px, px, ...,
p*~1x. Pak permutaci p vyjadiujeme obvykle jednodussim symbolem, a to tim, Ze
pismena ozna&ujici prvky x, px, p2x, ..., ¥~ 1x napiSeme v tomto potadi vedle sebe
do zavorek. Permutace inverzni p~! vzhledem k p zobrazi ka¥dy prvek fady x, px,
p3x, ..., p*71x, krom& prvniho, na prvek predchéazejici, prvek x na prvek p*~ix
a ostatni prvky mnoZiny G, jsou-li jaké, nechiva beze zm&ny; permutace p~* je tedy
cyklicka vzhledem k prvkidm p*~x, ..., p2x, px, x. Zménime-li popt. oznadeni prvkii
mnoZiny G tak, Ze prvek x ozna&ime a, prvek px pismenem b, prvek p®x pismenem c,
atd., prvek p*~1x pismenem j, a ostatni prvky mnoZiny G, jsou-li jaké, oznacime libo-
volng dal§imi pismeny, vypad4 zjednoduSeny symbol permutace p takto: (a, b,
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€, ...y j). Je zfejmé, Ze permutaci p miZeme rovné? vyjadfit kterymkoli dal§im sym-
bolem (b, ¢, ..., j, a), (¢, ..., j, a, b), atd., celkem tedy k zplisoby. Symbol inverzni
permutace p~* je pak napf. (j, ..., ¢, b, a). :

Nejjednodussi cyklické permutace jsou cyklické permutace vzhledem k jedi-
nému prvku; z hotejsi definice cyklické permutace plyne, Ze kazda cyklick4 permutace
mnoZiny G vzhledem k jedinému prvku je identickd permutace mnoZiny G, takZe
identickou permutaci mnoZiny G miZeme vyjadfit kterymkoli symbolem (a), (b), ...,

Kazda cyklickd permutace mnoZiny G vzhledem ke dvéma prvkiim se nazyva
' transpozice.

Napt. v hotejsich pfikladech permutaci mnozZiny n = 1, 2, 3, 4, bodd v roviné
mame tyto cyklické permutace: V piipadd n = 1: (a); v pfipadg n = 2: (a), (a, b);
v piipadé n = 3: (a), (a, b), (a, ¢), (b, ¢), (a, b, ¢), (a, ¢, b); v pfipadé n = 4: (a),
(a, ¢), (b, d),(a, b, ¢, d), (a, d, c, b).

4. Invariantni podmnoZiny a rozklady. Nechf nyni p opét znaéi libovolnou
permutaci mnoZiny G. Libovolna neprazdna podmnoZina A < G se zobrazi v rozsife-
ném zobrazeni p na jistou podmnoZinu p4 = G, ktera je nebo neni ¢asti podmnoZiny
A. KdyZ nastane prvni pfipad pA4 = A4, pak je nutn€ pA4 = A, nebot podle definice
¢aste€ného zobrazeni p, mame pA = p, A, a protozZe asteCné zobrazeni p,, jakoZto
prosté zobrazeni konecné mnoZiny A do sebe, je permutaci mnoZiny 4, mame dale
pA = A

Je-li pA = A, pravime, Ze permutace p nechdvd podmnoZinu A beze zmény,
anebo Ze podmnoZina A je v permutaci p invariantni.

Zejména je podmnoZzina A v permutaci p invariantni, kdy? kazdy jeji prvek je
v p invariantni. Je zfejmé, Ze kdyZ permutace p nechava podmnoZinu A4 beze zmény,
pak totéZ plati o inverzni permutaci p~*. Nap¥. hotej§i permutace &étyf bodil v roving
nechavaji beze zmény tyto vlastni podmnoZiny v mnoZiné bodd a, b, ¢, d: viechny;
Zadnou; {a, ¢}, {b, d}; Zadnou; {a}, {c}, {b, d}; {b}, {d}, {a, c}; {a, b}, {c, d}; {a, d},
{b, c}. Vsimnéme si, Ze je-li p cyklickd permutace (a, b, c, ..., j), pak kazda pod-
mnoZina A < G, kterd obsahuje prvky a, b, c, ..., j, je v p invariantni a ¢aste¢nd
permutace p, je také cyklickd a ma tyZ symbol (a, b, c, ..., j).

Necht G = {a, b, ..., m} znadi n&jaky rozklad mnoZiny G. KdyZ se rozklad G
vyznaduje tim, Ze v roz8ifeném zobrazeni p obraz kazdého prvku v G je opét prvkem
rozkladu G, pravime, Ze permutace p nechdvd rozklad G beze zmény, anebo Ze roz-
klad G je v permutaci p invariantni. Snadno si ujasnime, Ze kdyZ permutace p ne-
chava rozklad G beze zmény, pak totéZ plati o inverzni permutaci p~*.

UvaZujme zejména o ptipadu, Ze kazdy prvek rozkladu G je v permutaci p
invariantni, takze pa = a, pb = b, ..., pm = m. V tomto pfipadé &asteéné zobra-
zeni ps, uréené permutaci p kazdého prvku X € G je opét permutaci prvku X. Témito
Sastenymi permutacemi pg, Pg, - .., P5 je permutace p jednoznadné vytvorena, a to
v tom smyslu, Ze obraz libovolného prvku x € G v permutaci p je tyZ jako v CasteCné
permutaci p; onoho prvku % € G, v ném¥ prvek x leZi. V inverzni permutaci p~* je
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rovn&Z kaZdy prvek rozkladu G invariantni a permutace p~* je vytvofena inverznimi
permutacemi p- 1, p; %, ..., p= 1. Zvolime-li naopak na mnoZing G libovolny rozklad
G = {a, b, ..., m} a na kazdém jeho prvku.X libovolnou permutaci ;5 a definujeme-li
na mnoZin& G permutaci P tim zplisobem, Ze ke kaZdému prvku x € G pfifadime jeho
obraz v permutaci p; onoho prvku X € G, v ném¥ prvek x leZi, pak kazdy prvek roz-
kladu G jevpermutaci p invariantni a p;, P;, ..., P jsou vytvofujici Castené permu-
tace této permutace p. ' ‘

8.5. Vytvofeni permutaci ryzimi cyklickymi
permutacemi

Nyni ukaZeme, Ze libovolnd permutace p kazdé mnoZiny G o n (2 1) procich
je vytvofena konecnym poétem ryzich cyklickych permutaci, jinymi slovy, Ze existuje
rozklad G = {a, b, ..., m} mnoZiny G takovy, Ze kazdy jeho prvek a4, b, ..., m je
v permutaci p invariantni a Caste¢né permutace pz, P, ..., P5 jsou ryzi cyklické
permutace prvkd a, b, ..., .

K diikazu pouZijeme metody uplné indukce.*) Nase tvrzeni je spravné, kdyZ
#n = 1, nebot v tom pfipadé je p identickd permutace mnoZiny G a nejvétsi rozklad
mnoZziny G ma onu vlastnost. Zbyva tedy ukézat, Ze plati-li nase tvrzeni o kazdé
mnoZing, kterd ma nejvySe n — 1 prvki, kde n znadi nékteré pfirozené &islo > 1, pak
plati také o kazdé mnozZing, kterd ma n prvki. Necht tedy G znadi n€jakou mnoZinu
skladajicise z n prvkiia p néjakoﬁ permutaci mnoZiny G. Necht dale a znadi libovolny
prvek v G. UvaZujme o fadé prvki a, pa, pa, ..., p"a mnoZiny G, z nichZ kazdy nasle-
dujici je obrazem v permutaci p prvku pfedchazejiciho. Téchto prvkiije n + 1a odtud
plyne, Ze alespori jeden prvek se v ni vyskytne alesponi dvakrate. Postupujeme-li tedy
v nasi fad€ od prvniho prvku a vZdy k prvku nasledujicimu, pfijdeme po prvé:

a) k jistému prvku p’a, kde j zna&i nékteré &islo 0, ..., n — 1, ktery se vyzna-
&uje tim, Ze se mezi prvky p’*la, ..., p"a vyskytne jeste alespoii jednou;

b) k prvku p’**a, kde k je n&které &islo 1, ..., n — j, ktery je totoZny s prvkem
p’a, takze pla = p'**a.

Neni-li p’a hned prvni prvek a, tj. jestlize j >0, pak se oba prvky p/ ~ta, p/*¥~1a
zobrazi v permutaci p na tyZ prvek p’a a tedy plati rovnost p’ ~ta = p'**"1q, nebot p

*) Metoda tGplné indukce se zakldda na této vét&: Kdy? ke kaZdému prFirozenému &islu n je
DpFifazen néjaky vyrok gn a tyto vyroky jsou toho druhu, Ze: 1. vyrok gl je sprdvny, 2. pro kaZdé
n > 1, pro které jsou spravné vyroky gl, ..., g(n — 1), je sprdvny i vyrok gn, pak vSechny vyroky
Jsou sprdvné. Skuteéné, v opaéném piipad€ jsou nespravné vyroky pfifazeny k jistym pfirozenym
¢islim a jedno z nich, oznaéme je m, je nejmensi. Podle pfedpokladu 1 je m > 1; podle definice
&isla m jsou vyroky gl, ..., gm — 1) spravné, kdezto vyrok gm je nespravny, ale to odporuje
pfedpokladu 2.

Podobna véta plati v pfipadg, Ze jde o vyroky pfifazené celym Cislim, kterd jsou veétsi
nebo rovna néjakému celému &islu k.
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je zobrazeni prosté; ale to neni moZné, protoZe prvek p’a se vyznaluje vlastnosti, Ze
v nadi ¥adé a, pa, p2a, ..., p"a neni pfed nim prvku vyskytujiciho se pak jest& jednou,
kdezto z hofejsi rovnosti vyplyva, Ze takovym prvkem je p'~'a. Tim je zjisténo, Ze
j = 0. Podle definice &isla k mame p*a = a, ale Zadny prvek pa, ..., p*"'a nent
prvek a. Jsou-li n&které dva z prvki a, pa, ..., p*~'a stejné, tj. plati-li pro n&kterd
cela ¢isla r, s, vyhovujici nerovnostem 0 < r < s < k — 1, rovnost p'a = p°a, pak
odtud plyne p*~5(p’a) = p*~5(p‘a), tj. p*~**Ta = p*a = a; tato rovnost ale odporuje -
tomu, Ze Zadny z prvkd pa, ..., p* “'a neni prvek a, nebof 1 < k —s +r < k —11,
a tedy prvek p*~s*7q je jednim z nich. Tim je zjist€no, Ze Zadné dva prvky a, pa, ...,
...,p* " 'a nejsou stejné.

Necht @ zna&i mnoZinu prvki a, pa, ..., p*~'a. Vidime, Ze podmnoZinaa c G
je v permutaci p invariantni a Ze ¢astend permutace p; je ryzi cyklickd permutace
této mnoZiny. Jestlize k = n, tj. plati-li a = G, pak pz = p a nejvétsi rozklad mno-
Ziny G ma vlastnost, o kterou jde. UvaZujme tedy o pfipadu-k < n. V tomto piipadé
jsou v mnoZing G kromé& prvki a, pa, ..., p*"a jesté dalsi prvky, jejichZ pocet je
nejvyse n — 1: mnoZinu téchto prvkd oznaéme H. V &asteCném zobrazeni py je obraz
kazdého prvku x € H, opét prvek v H, nebof v opaéném pfipadé plati rovnost px =
=p'a, kde [ znadi nékteré &slo 0, ..., k — 1, a odtud plyne x = p'~a, je-li.- I > 0,
ax = p* 'a, jeli | = 0; ale to v obou p¥ipadech odporuje pfedpokladu x e H.
Permutace py je tedy zobrazeni mnoZiny H do sebe, a protoZe je prosté a mnoZina H
ma jenom kone¢ny podet prvkd, je py permutace mnoZiny H. Plati-li nasSe tvrzeni
o kazdé mnoZing, kterd mé nejvySe n — 1 prvki, pak existuje rozklad H = {b, ..., m}
mnoZiny H takovy, Ze kazdy jeho prvek je v permutaci pg invariantni a Castené
permutace prvkd b, ..., i, uréené permutaci py, jsou ryzi cyklické permutace. ProtoZe
permutace py zobrazuje kazdy prvek mnoZiny H na tyZ prvek jako permutace p, jsou
Sastedna zobrazeni pg, ..., p; prvkid b, ..., m, uréena permutaci p, praveé tyto ryzi
cyklické permutace. Systém mnoZin G = {a, b, ..., fi} je zfejm& rozklad mnoZiny G
a vidime, Ze kaZdy jeho prvek a, b, ..., i je v permutaci p invariantni a Ze Castené
permutace p5, Py, ..., Pi jsou ryzi cyklické permutace prvki @, b, ..., m. Tim je dtkaz
nasi véty proveden.

8.6. Zpusob k urceni ryzich cyklickych permutaci
vytvofujicich danou permutaci

cyklické permutace, které ji vytvofuji takto: Vyjdeme od libovolného prvku a € G
a uréime nejprve cyklus a, pa, ..., p*"'a; pak,jeli k < n, zvolime libovolny prvek
b € G, ktery neni v tomto cyklu, a uréime dali cyklus b,pb, ..., p'~1b; dale, je-li
k + | < n, zvolime libovolny prvek ¢ € G, ktery neni v Zddném pfedchézejicim cyklu,
uréime cyklus zaginajici prvkem c, a timto zpisobem pokradujeme. Permutaci p

KdyzZ je dana néjaka permutace p mnoZiny G o n = 1 prvcich, obdrZime ryzi
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vyjadfujeme pak tim, Ze v n€jakém poradi napiSeme vedle sebe zjednodusené symboly
jednotlivych ryzich cyklickych permutaci, které ji vytvofuji. Z takového vyjadieni
obdrzime pak vyjadfeni inverzni permutace p~! tim zpiisobem, Ze v kazdém cyklu
obratime pofadi jednotlivych pismen. Napf. hofejsi permutace mnoZiny n = 1, 2, 3, 4
bodli v roviné jsou vytvofeny ryzimi cyklickymi permutacemi takto: V piipadé
n = 1:(a); v ptipadé n = 2:(a)(b), (a, b); v pfipadé n = 3:(a)(b)(c), (a, b, ¢), (a, ¢, b),
(a)(b, c), (a, c)(b), (a, b)(c); v ptipadé n = 4: (a)(b)(c)(d), (a, b, ¢, d), (a, c)(b, d),
(a, d, c, b), (a)(c)(b,d), (a,c)(b)(d), (a,b)(c,d), (a,d)b,c). Inverzni permutace
vzhledem k t&mto jsou vyjadfeny takto: V piipadé n = 1: (a); v pfipadé n = 2:~
(a)(b), (a, b); v pripadé n = 3:(a)(b)(c), (¢, b, a), (b, c, a), (a)(b, ¢), (a, c)(b), (a, b)(c);
v ptipad& n = 4: (a)(b)(c)(d), (d, c, b, a), (a, ¢)(b, d), (b, ¢, d, a), (a)(c)(b, d), (a, c).
(b)(d). (a. b)(e.d). (a, d)(b. ).

8.7. Sklddani permutaci

1. Pojem skldddni permutaci. Permutace mnoZiny G miZeme ovSem sklidat
podle pravidla o skladani zobrazeni. Necht p, q znadilibovolné permutace mnoZiny G. .
Zobrazeni sloZzené qp z permutaci p, q je opét permutace mnoZiny G. Symbol permu-
tace gp obdrZime, kdyZ pod kazdé pismeno x, oznadujici néktery prvek mnoZiny G,
napiSeme pismeno prvku q(px). Mame-li permutace p, q vyjadfeny obvyklymi dvou-
fadkovymi symboly, vyhleddme pismeno prvku q(px) takto: Vyhleddme nejprve

pismeno prvku px stojici v symbolu permutace p pod pismenem x a pak pismeno
~ prvku q(px), které stoji v symbolu permutace q pod pismenem prvku px. KdyZ napt.

n = 3apermutace p, q jsoudany symboly (Z f;), (Z 5 ;) , pak symbol permutace qp

cba

cyklickymi permutacemi, které je vytvoruji. Napf. kdyZ opét n = 3 a permutace p, q
jsou dany symboly (a, b, c), (a)(b, c), je permutace qp vyjadfena symbolem (a, c)(b).

2. Permutace vzdjemné zaménitelné. V§imnéme si, Ze vysledek sloZeni dvou
permutaci mnoZiny G miZe zaviset na potadi, v jakém je sloZime, tj. permutace qp
sloZena z permutaci p, ¢ mitZe byt riizna od permutace pq sloZené z permutaci q, p.
Tak napf. v hofejSim piiklad€ je qp =+ pq, nebot permutace qp je permutace (a, c),
. kdeZto permutace pq je (a, b). Jsou-li permutace p, g ve vzajemném vztahu daném
tim, Ze vysledek jejich sloZeni nezavisi na pofadi, tj. plati-li qp = pq, pak se nazy-
vaji vzdjemné zaménitelné neboli vzdjemné komutativni. Napf. identickd per-
mutace mnoZiny G je zaménitelna s kaZdou jinou permutaci mnoZiny G.

3. Asociativni zdkon o skldddni permutaci. Pro kaZdé permutace p, q, r
mnoZiny G plati ov§em asociativni zdkon

r(gp) = (rq)p,

je (a b C). Podobné postupujeme, kdyZ mame permutace p, q vyjadieny ryzimi
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a permutaci mnoZiny G vyskytujici se na obou strandch této rovnosti oznadujeme
strucné&ji symbolem rqp.

4. Permutace inverzni vzhledem k sloZené permutaci. Pomoci asociativniho
zdkona snadno ukaZeme, Ze permutace inverzni vzhledem ke sloZené permutaci qp je
permutace p~*q~1, tj. Ze plati rovnost

(ap)" ' =p7'q7".
Skutecné, nechf x znaci libovolny prvek mnoZiny G. Podle vyznamu permutace
p'q"" a podle asociativniho zdkona plati (p~'q~')(gpx) = p~'(q”(qpx)) =
= p (g 'Q)px) a dile mime pi((q"'q)px) = p (e(px)) = p~((ep)x) =
= p7!(px) = (p'p)x = ex = x, pfiemZ e zna&i identickou permutaci mnoZiny G.
Vychazi tedy, Ze permutace p~*q~* zobrazuje prvek qpx na prvek x, a tim je platnost
naSeho tvrzeni dokazana.

8.8. Cviceni

1. Vymyslete pifiklad prostého zobrazeni nekoneéné mnoZiny (napf. mneZiny vSech pfiro-
zenych Cisel) do sebe, které neni permutaci.

2. Napiste symboly vSech permutaci mnoZiny skladajici se ze étyf prvka a jednotlivé per-
mutace vyjadiete ryzimi cyklickymi permutacemi.

3. Uvedte néjaké pravidlo, podle néhoz budete postupovat pfi sepisovani symbol viech
permutaci libovolné mnoZiny o n (= 1) prvcich, abyste na n&€kterou nezapomnéfi.

4. Pravidelny n-tihelnik (n = 3) v roviné ma celkem n os soumérnosti. OtoCeni vrchola

360\° 360\° 360\° .
okolo stfedu n-ihelnika o uthly méfici 0°, (—’7) , (2 . 7) s e (n —1. T) a pfifazeni
k vrcholim vrcholt soumérné poloZenych vzhledem k jednotlivym osam soumérnosti uréuje
celkem 27 permutaci mnoZiny vrcholl; oznatme pro okamzik mnoZinu téchto permutaci M,.
Dokazte, Ze mnoZina M, ma tyto vlastnosti: 1. KQyi PeM, qe M, pak také qp € M; 2. e €
€ M,; 3. kdy? p € M,, pak také p~ ' € M,. '

5. Kazdé dvé cyklické permutace ka?dé mnoZiny o n (= 1) prvcich, jejichz cykly nemaji
- spoleénych prvku, jsou zaménitelné.
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