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10. Rady rozkladét mnoZin

V této kapitole vyvineme teorii tzv. fad rozkladd mnoZin. V ni se uplatni mnoho
-poznatkl, k nimZ jsme dosli v pfedchazejicich tivahich a které se tykaji rozkladd
:a zobrazeni mnoZin. Tato teorie popisuje mnoZinovou strukturu p¥islu§nych usekd
‘teorie grupoidl a grup a umoziuje hlubsi pohled na vysledky teorie grup dosaZené
klasickymi metodami. Mimoto maji uvahy o fadach rozkladd mnoZin vyznamna

pouZiti v souvislosti se zobrazenimi na mnoZiny posloupnosti a v oboru v&deckych
‘klasifikaci.

10.1. Zékladni pojmy

Necht 4 = B jsou libovolné rozklady na mrioZiné G.

Radou rozkladi mnoZiny G od rozkladu A do rozkladu B, strutngji Fadou
.rozkladii od A do B, rozumime kone&nou posloupnost rozkladd 4, ..., 4, na mno-
Zin& G, délky o (2 1), s t¥mito vlastnostmi: 1. Prvni &len posloupnosti je rozklad 4,
posledni ¢len je rozklad B, tedy A, = A4, A, = B. 2. KaZdy nasledujici rozklad je
~zjemnénim rozkladu bezprostfedné piedchazejiciho, tedy

(A=) A,z2..2 4, (=B).

Takovou fadu oznalujeme stru¢n& (4). Rozklady A4, ..., 4, se nazyvaji ¢leny
Fady (A); A, je politecni a A, koncovy ¢len Yady (A). Délkou fady (A) rozumime
pocet « &lenti fady (A).

Napf. libovolny rozklad 4 na mnoZiné& G tvoii fadu délky 1; jeji pocatedni
-a koncovy ¢len splyvaji s rozkladem A.

Budiz ((4) =) 4, 2 ... = 4, libovoln4 fada rozkladii od 4 do B.

Libovolny ¢&len fady (A4) se nazyva podstatny, kdyZ je bud po&atednim Elenem A,
nebo vlastnim zjemnénim ¢lenu bezprostfedné predchézejiciho. V opaéném piipade se
- ‘nazyva nepodstatny. KdyZ se v fad& (A) vyskytuje alespoil jeden nepodstatny &len
A, ,, nazyva se fada (A4) (vzhledem k 4,,, = A,) Fadou s opakovdnim. KdyZ jsou
viechny &leny fady (A) podstatné, pravime, Ze fada (4) je Fadou bez opakovdni.
Pocet o’ podstatnych ¢lent fady (A) je redukovanou délkou fady (A). Ziejm& je '

1 £ o £ a, pfiCemZ rovnost o' = a charakterizuje fady bez opakovani. KdyZ se
‘v fadé (A4) opakovani vyskytuji, miiZeme ji odstran&nim viech nepodstatnych ¢lentt
redukovat, tj. zkratit na fadu (4’) bez opakovani. Délka redukované fady (4') se
-rovna redukované délce o’ fady (4). Naopak miZeme fadu (A) prodlouZit tim, Ze mezi
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kterékoli dva sousedni &leny 4,, 4, ;, popf. pfed pocateéni (za koncovy) Elen 4, (4,)
Fady (A) vsuneme libovolny konedny po&et nepodstatnych &lent. Je zfejmé, Ze kazda
Fada rozkladi vznikla zkracenim nebo prodlouZenim Fady (4) ma touZ redukovanou
délku jako (A).

Jsou-liay; < ... < o libovolna &isla mnoZiny {1, ..., a}, je

Ay, z...2 4

ay ag

rovnéZ fada rozkladii na G, tzv. édstecnd Fada neboll édst Fady (A).
Je-li déle A neprazdna podmnoZina v G, pfedstavuje posloupnost

A,MAZ...24,MA
fadu rozkladd na mnoZiné A.

10.2. Lok4lni fetézce

Budiz ((4) =) 4, = ... 2 4, fada rozkladii na G o libovolné délce o = 1.

BudiZ @ € 4, libovolny prvek a @, € 4, onen prvek rozkladu A, jehoZ &asti je
prvek @ (y = 1, ..., a). Zfejm& plati vztahy:"

i, >..>4d, (a,=a).
Déle je
Ky = a):r_-‘ﬂgy+1 (Za+1 = Za)

rozklad na mnoZing 4,. Tento rozklad je ¢asti rozkladu A4, , a soudasnd plati g, €
€K, (d 41 = @,). V1d1me Ze

([(K]=) K ~..-K,

je Fetézec rozkladit mnoZin od a, do a,,, (= a) (2.5). Tento fetézec se nazyva lo-
kdlni fetézec Fady (A) prislusny k proku de A4,, struénji lokdIni Fetézec s bdzi a.
Znagime jej jako vpfedu nebo podrobngji: ([Ka] =) Kya — ... » K,a. Prvek a e 4,
se nazyva bdze Fetézce [ K. Ziejms je fetézec [ K] svou bazi @ jednozna&n& urden.

Poznamenejme, Ze koncovy ¢&len K, Fetézce [ K] je nejvétsim rozkladem béze a,
a tedy je nepodstatny. Dale si viimn&me, Ze rozklad K, miZe byt vzhledem ke vztahu
A4,z A, 4 definovan téZ vzorcem K,=a,C A,

Lokdlni Fetézec [K] je elementarm Fetézec od mnoZiny a, do G, (= a) nad
rozkladem 4, ,.

Vskutku, obsah tohoto tvrzeni zaleZi v tom, Ze rozklad a,rm 4, ., je zdkrytem
rozkladu @, 4, . Tato situace je disledkem okolnosti, Ze rozklad 4, ., je zakry-
tem rozkladu 4,,, (y =1, ..., ).

Délka lokélniho fetézce [ K] je zfejmé a a tedy je taZ jako délka fady (4). Kdyz
jenektery &len 4, , | fady (4) nepodstatny, tak’e 4,,; = 4,, plati rovnost a,, . = a@,;
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z ni vidime, e K, je nepodstatny ¢len lokélniho fetézce [ K]. Odtud soudime, Ze mezi
redukovanymi délkami o’ a k” fady (A4) a lokélniho fetdzce [ K] je vztah: k' < o'. KdyZ -
tedy n&ktery lokalni fetézec fady (4) nemé opakovani, az na koncovy ¢len, ktery je
vidycky nepodstatny, pak fada (4) je bez opakovani.

10.3. Zjemnéni fad rozkladi

BudiZ ((4) =) 4; = ... 2 4, fada rozkladd libovolné délky o = 1 na mno-
Zin€ G. :

Zjemnénim fady (A) rozumime fadu rozkladd na mnoZing G, pticem? fada (A)
je &asti té fady rozkladi. KaZzdé zjemnéni fady (4) je tedy tvaru:

22 Ay 2 Ay

P2 =

Az 2 A1 2 A1y, 2
A =

2,
2 Ap, 2 A1 2 2 At g1

V téchto vzorcich znaci ;{'Yrﬂv = A,proy =1,..., a kdeZto B, ..., B+ jsOu
pfirozena ¢&isla. KdyZz f; = 1, neltou se Cleny A; ; = ... = A;sp,~1. Z této definice
vidime, Ze se kazdé zjemn&ni fady (A4) obdrZi tim, Ze vZdy mezi n&které dva sousedni
leny A,, 4,,, a popk. téZ pfed pocatecni ¢len A, a za koncovy &len 4, vsuneme
vhodnou fadu rozkladii. Zejména je tedy kazdé prodlouZeni fady (A) jejim zjem-
nénim. -

Vezm&me v ivahu n&jaké zjemnéni (4) fady (4) a pouZijme téhoZ oznadeni jako
vpredu. Zejména je ZMV = A,proy = 1, ..., o Indexy p, v, které se v dal§im prib&hu
~ vyskytnou, znali v pfipad¢ f,,; =1 ¢islap=1,...,0; v=1,..., 8, a v pfipade
Porr>1téZcislap=a+1,v=1,..., 0,41 — 1.

Necht a € 4, nebo a€ 4,,,4,,,-1 j¢ libovolny prvek rozkladu A, nebo roz-
kladu A4, 4,,,-1 podle toho, zda je f,,, = 1 nebo f,,, > 1. Déle budte a,,, a,
prvky rozkladi A4,,, A, uréené vztahy a = a,,€ 4, ,, a < 4,€ A,; zejména tedy
mame a,, = 4.

Lokalni tetézec [ K] fady (4) ptislusny k bazi a je

([K]=) Kyi—=...oKyp, 2Ky >.. oKy, > ..

o Kep o Kevn 2o 2 Koigpyi-1s

pfitom oviem znati K, , = @,,M A, 41, Aup,+1 = Ays1,1, ddle 4,pq = 4, p,
v ptipad€ f,+y =12 4,415, = Ass1,p,,,~1 V PEpad€ By > 1.

Vidime, Ze lokalni fetézec [K] obdrzime tim, %e kaZdy &len K, = a,M 4,4,
lokalniho fetézce [K] fady (A), p¥islusného k bazi a, € 4,, nahradime Fetézcem od
mnoZiny @, do a,,:

K

oy > Kyrrn 2 2 Ky g0,

(vptipadé B,,, = 1 &teme jenom pocatedni &len K, ;) a mimoto v piipadé f; > 1,
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pfidame na zacatku fetézce [ K] fetézec od mnoziny a,,, do@;: K, ; > ... > Ky 5,1
Snadno sezname, Ze fetézce, o nichZ je fec, jsou elementarni fetézee od 4, do a,.., nad
rozkladem @, M A4, ;, popf. od a; ; do @, nad rozkladem a, ; M A,. Z toho soudime,
Ze lokdlni Fetézec kazdého zjemnéni Fady (A) pFislusny k bdzi a < a, je zjemnénim
lokdlniho Fetézce Fady (A) prislusného k bdzi a,.

10.4. Variety lokalnich: fetézct

Vezméme v uvahu fadu rozkladﬁ na mnoziné G:

(A=) 4vz...24, (x21).
Ke kazdému prvku a e 4, patfi lokalni fetézec Fady (A) s bazi a:
- ([Ka]=) Kia-..—>K,.

Mnozina skladajici se z lokalnich fetézcl, jejichZ baze jsou jednotlivé prvky
rozkladu A,, nazyva se varieta lokdlnich Fetézcii pFislusnd k Fadé (A); oznadeni: A.
Je to zfejmé a-stupfiovy mnoZinovy utvar, vzhledem k posloupnosti rozklada
Ay ooy Ayry (Agsq = A,), ve smyslu definice uvedené v odst. 1.9.

KdyZ ke kazdému bodu a e G ptifadime lokalni fetézec [Ka]e A s bazi
a = a, e A, obsahujici bod a (a € a), obdrzime zobrazeni, tzv. pfirozené zobrazeni
mnoZiny G na varietu lokalnich fetézca A. Je zfejmé, Ze rozklad mnoZiny G patfici
k tomuto zobrazeni splyva s rozkladem A,. Lokdlnim Fetézcem fady (A) patficim
k bodu a rozumime lokalni fetézec [ Ka].

Budte nyni

(A=) 4,2...24,,
((B) =) B, By (w,p21)

libovolné fady rozkladd na mnoziné G, které se vyznacuji tim, Ze jejich koncové Cleny
A, Ay splyvaji, tedy A, = B.

Vezméme v uvahu variety lokalnich fetézcl A, B prislusné k fadam (A) (B).

KdyZ ke kazdému prvku [Ka] e A ptifadime lokalni fetézec [La] e B s touz
bazi a € A, = Bj, obdrZime prosté zobrazeni variety A na varietu B. Toto zobrazeni
nazyvame kobazidlni.

Vidime, Ze variety lokalnich fetézcl pfislusné ke dvéma fadam rozkladu se
splyvajicimi koncovymi ¢leny jsou ekvivalentni mnoZiny a Ze kobazialni zobrazeni
realizuje prosté zobrazeni jedné z nich na druhou.

IIV v
IlV v
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10.5. Ret&zcové ekvivalentni fady rozklada

Budte

N

|
-

(@ =) 4
(B) =) B,
libovolné fady rozkladd na mnoZin& G, téze delky a(=1). . -

Necht A, B opét znadi variety lokalnich Fetézc prislusné k fadam (A) (B).

Pravime, Ze Fada (B) je Fetézcové ekvivalentni s fadou (A), kdy? je varieta lokal-
nich fet&zct B siln& ekvivalentni s varietou A.

Kdy? je fada (B) fetézcové ekvivalentni s fadou (4), pak m4 fada (A4) vzhledem
k fadé (B) touZ vlastnost (6.9.1). S ohledem na tuto symetrii mluvime o Fetézcové
ekvivalentnich faddch (A), (B).

Podle hofejsi definice je fada (B) fetézcové ekvivalentni s fadou (A4), kdyZ exis-
tuje silna ekvivalence variety lokalnich fetézci A na varietu B (6.9.1). Kdyz zejmena
koncové &leny A,, B, fad (A), (B) splyvaji a souasn& kobazialni zobrazeni variety A.
na varietu B je silnou ekvivalenci, pravime, Ze fada (B) je kobazidlné Fetézcové ekvi-

“valentni s Fadou (A) a mluvime o kobazidlné Fetézcové ekvivalentnich Faddch (A), (B).

Ptedpokladejme nyni, e ¥ady (A4), (B) jsou fet&zcov& ekvivalentni.

Budi f silna ekvivalence variety lokalnich Yetézcii A na varietu B. Podle 6.9.1
je tedy f prosté zobrazeni variety A na B, pfi¢em? ka?dé dva k sobg prifazené prvky
téchto variet jsou v jistych vzajemnych. vztazich. Podrobnéji miiZzeme danou situaci
popsat takto:

Existuje permutace p mnoZiny*{1, ..., o} s timto t&inkem:

Budte [K] e A, f[K] = [L]eB dva libovolné lokalni Fetézce fad (A), (B):

([K]=) Ky—-...—K,,

(L] =) L, »...~L,,
pritem? fetézec [L] je obrazem fetézce [K] v zobrazeni f. Vime, Ze kazdy &len K,
(L) (y =1, ..., a) piedstavuje rozklad v mnoZin& G, ktery je &asti rozkladu 4, ,,
(B, +1); pfitom zna&i A, = A,, B,,, = B,. NuZe, zminény u&inek permutace p za-
lezi v tom, Ze ke kazdému €lenu K, v lokalnim Fetézci [ K] existuje prost funkce a,,
ktera zobrazuje €len K, na &len L; lokalniho fetézce [ L]; pfitom je 6 = py.

Vidime, Ze kazdé dva &leny K,, L; lokélnich fetézeh [K], [L] s pEislusnymi
indexy y, 6 = py jsou ekvivalentni mnoZiny. Z toho soudime, Ze takové ¢leny K,, L,
jsou v lokalnich Fetézcich [K], [L] soudasn& bud podstatné nebo nepodstatné. Tak
dochazime k poznatku, Ze kaZdé dva lokdlni Fetézce, které si v silné ekvivalenci f
odpovidaji, maji tou? redukovanou délku. /

Nyni ukéZeme, Ze i fady (A), (B) maji touz redukovanou délku.

To je ptedeviim zfejmé v piipad€ a = 1, nebot potatetni Cleny 4,, B, fad
(A), (B) jsou vzdy podstatné. )

BudiZ tedy « > 1. Vezméme v ivahu libovolny podstatny &len 4,,, (1 < y < a)

v v
VIV

a
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fady (4). Pak existuje prvek @, € A, vyznatujici s tim, %e rozklad a,m 4, , obsahuje:

- vicneZ jeden prvek. Budiz @ = a, € 4, libovolny prvek rozkladu 4, takovy, Ze @ < a,.
Dale bud [ K] lokélni fetézec fady (A4) s bazi a a [L] = f[K] lokalni fetézec tady (B)-
pfifazeny ke [ K] funkci f. PouZijme hofejstho oznadeni &lent lokalnich fetdzet [K],
[L]. Pak zejména mame K, = a,M 4,,,, Ly = b;r1 By, pfiCem? je § = py a
b, € B;. Podle hofejsi tivahy piedstavuje &len L; mnoZinu, kter4 je ekvivalentni s roz--
kladem K, a ktera tudiZ obsahuje vic neZ jeden prvek. Z toho soudime, Ze &len B,
fady (B) je podstatny; zejména mame 1 < § < o. Vidime, Ze fada (B) obsahuje ale--
spoti tolik podstatnych Elend jako fada (4), takZe pro redukované délky o', p fad
(A), (B) plati vztah o' < . Z obdobnych diivodii plati téZ f’ < « a tim je dikaz:
ukoncen.

10.6. Polospjaté (volné& spjaté) a spjaté fady
rozklada

Vezméme opét v Gvahu libovolné fady rozkladt (A4),(B) na mnoZin& G s touz.
. délkou « (= 1) a pouZijme hofejiich oznaleni. Zejména tedy symboly A, B znati
variety lokalnich fet€zci p¥isluiné k fadam (A4), (B).

Pravime, Ze fada (B) je polospjatd neboli volné spjatd (spjatd) s fadou (A), kdyz
varieta lokalnich fetézct B je ekvivalentni a volné spfaZeria (ekvivalentni a spfaZena)
s varietou A.

Kdyz je fada (B) polospjata (spjata) s fadou (4), pak také fada (4) je polospjata
(spjata) s fadou (B) (6.9.2). S ohledem na tuto symetrii mluvime o polospjatych neboli
voln& spjatych (spjatych) fadéach (4), (B).

Podle hotejsi definice je fada (B) polospjata (spjata) s fadou (A4), kdyZ existuje
ekvivalence s volnym spfaZenim (ekvivalence se spfaZenim) variety lokalnich fetézct A
na varietu B (6.9.2). KdyZ zejména koncové Cleny A,, B, tad (4), (B) splyvaji a koba-
zialni zobrazeni variety lokélnich fetézci A na varietu B je ekvivalenci s volnym
spraZenim (ekvivalenci se spfaZenim), nazyvame fadu (B) kobazidlné polospjatou
neboli kobazidlné volné spjatou (kobazidiné spjatou) s fadou (4); v tomto pfipadd
mluvime téZ o kobazidIné polospjatych neboli kobazidlné volné spjatych (kobazidlné
spjatych) Faddch (A), (B).

Predpokladejme nyni, Ze fady (4), (B) jsou voln& spjaté (spjaté).

BudiZ f ekvivalence s voln}’lm spfaZenim (ekvivalence se spfaZenim) variety
lokalnich fetézct A na varietu B. Zobrazeni f je tedy prosté (6.9) a danou situaci mi--
Zeme popsat takto (6.9.2):

Existuje permutace p mnoZiny {1, ..., «} s timto Winkem:

Budte [K] €A, f[K] = [L] € B libovolné lokalni fetzce fad (A), (B), které
jsou k sobé .pfifazeny funkci f. Pak jsou kazdé dva &leny K,, L, lokalnich fetézch
[K], [L] polosptaZené (spfaZené) rozklady v mnoZin& G; pfitom je & = py. Podrob-
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néji se da tato situace popsat tak, Ze kazdy prvek kazdého ze zmin&nych rozkladi je
incidentni nejvy§ (pravé) s jednim prvkem druhého a pfitom vZdy nastane alespoii
jedna incidence. Oba obaly HK, = L; C K,, HL; = K, C L, (& 9) jsou spfaZené.

KdyZ jsou fady (A), (B) spjaté, pak zobrazeni a, ¢lenu K, na &len L;, realizo-
vané incidenci prvki v rozkladech K,, L, je prosté. Vidime, Ze dvé spjaté Fady roz-
kladii jsou Fetézcové ekvivalentni. Zejména tedy maji dvé spjaté fady rozkladi tou?
redukovanou délku.

10.7. Modularni fady rozklada

Budte

(3)=) 4,
(B) =) B
libovolné fady rozkladt na mnoZin€ G o délkach o, f = 1.

Rady (A4), (B) nazyvame moduldrni, kdy? kazdy ¢len A, fady (4) je modularni
vzdy vzhledem ke dvéma sousednim ¢lentim B;_ 4, B;fady (B) a soudasné je kaZdy &len
B, tady (B) modularni vzdy vzhledem ke dvéma sousednim lentim 4, _,, 4, fady (4);
jinymi slovy, kdyzZ plati rovnosti
(1) [4,, (4,-1, B,)] = (4,-1, [4,, B]) ,

[Bs, (Bs-1, 4,)] = (Bs-1, [Bs, 4,]) -
V dalsim vykladu pfedpokladame, Ze fady (4), (B) jsou modularni.
V této situaci plati véta:

|

[\AN\Y
v v
=  *R

Rady (A), (B) maji kobazidlné volné spjatd zjemnéni (), (B) se stejnymi pold-
te¢nimi a koncovymi ¢leny. Tato zjemnéni jsou ddna konstrukei popsanou v &dsti a)
ndsledujiciho diikazu.

Dtkaz. a) Oznadme _

[4,.B,]=U, (4,Bp) =7V,
Zo = Eo = Gmax s Agrr = Ep+1 =V.

Pak plati vzorce (1) proy, p=1,.., 0+ 138, v=1,...,  + 1.

Ozna¢me rozklad vyskytujici se na obou stranach prvniho (druhého) vzorce (1)
symbolem 4, , (B; ), pfi¢emZ indexy y, u; 3, v maji vySe uvedené hodnoty.

Z definice rozkladd 4, ,, f;’m soudime pfedevsim na platnost vztaht

‘Zy-l Ay,v H Ay,ﬂ+1 = Z
B&—l

Yy

o o —
B«s,,“ B&,a+l = B;.

v v

Pro v £ B plati vztah B, 2 B,,,; z n&ho podle 3.7.2 plyne (4,_,, B,) =
> (4,1, By+,) a dale: [4,,(4,-1, B,)] 2 [4,, (4,4, B,+1)]. Podobn& odvodime
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pro u < a vztah [B;, (Bs-y, 4,)] 2 [Bs, (Bs-1, 4,+,)]- Mame tedy pro v < B,
u = o relace
/iyv 2 Ay v+1o Ba,u 2— -Ba,u+1

a dochazime k t€émto fadam rozkladd od /fy, 1do A, aod 1035,1 do ﬁaz

/fv.l
Ba,1

/iy,ﬂ-l-l s

v v
v v

B&,a*}‘l .

Vidime, Ze nasledujici fady rozkladé (4), (B) na mnoZing G jsou zjemn&nimi
tad (A), (B):
(A=) U=4,,2...2 A1,ﬁ+1 24, 2.2 Ay pir 2 .

C2 /faH-l,l Z...2 Aa+1,ﬁ+1 =V,

(B)=) U=B1 12 ..2Biae1 2812 ... 2 Bypy, 2.

-2 Bgi1arr =V

v v

Rady (A), (B) maji zfejmg tou délku (o + 1) (ﬁ + 1) a jejich poCateéni a kon-
cové 8leny splyvaji: (U =) Ay 1 = By 1, dyr1.p+1 = Bpr1.ae1 (= V). Tytofady (A),
(B) jsou zminénd kobazidlné volné spjatd zjemnéni Fad (A), (B).

b) UkaZeme, e fady (A), (B) jsou kobazialn& volné spjaté.

Pfedevsim definujeme permutaci p mnoZiny {1, ..., (@ + 1) (8 + 1)} takto:

pllu =B+ +v—=1]=(0-1D(@+1)+p—-1,
pou=1,..,04+Lv=0L.,8+Lu+v>2,
pa+ DB+ ) =B +1)(x+1).

Budiz a e V libovolny prvek a

((Ka] =) Ky~ ... > Karnypen s

([La] =) Ly = ... = Ligrnyary
lokalni fetézce fad (A), (B), prislusné k bazi a.
Dale budte a,_, b,_1; d, ., by, prvky urdené vztahy:

ac au-—IEAu-l; ac Bv-—legv—l; ac du,ve"fu,v’
ac I;v,ueév,u,
(n=1.,a+ L v=1..,B+1;d =by,=0G).

Pak mame:

(1) K(u HA+1)+v-1 = auv lm fiu,v ’ L(v 1)(a+1)+u 1= bvu 1f_| Bvu

2
E
T
A
=
=
+
—
]
Ql
<%
Il
h
a
=
+
-
0
T
-
s

Ukézeme, Ze rozklady K, - 1)p+1)+v—12 Liy=1y@+ 1y+u—1 ( + v > 2), arovnéz
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rozklady IO((QHWH) a Iimﬂ)(,ﬂ) prifazené k sobé permutaci p, jsou volné spfaZené.
Ze vztahu a,,_, e(d,-, [4,, B,-,]) soudime na platnost vztahu vy =
= d,-,; N, pfi¢em? ¥ € [A,, B,_, | zna&i soucet viech prvki rozkladu B, _, které se
daji spojit s prvkem b,_, v rozkladu A,. Zejména tedy je b,_; < ¥ a tedy téZ -1 O
N Ev 1< au v—1- R o
Podobn¢ plati b, ,_; = b,_y i, pticemZ i € [B,, 4,_] znilc“:i soudet viech
prvki rozkladu A, _ ,, které se daji spojit s prvkem @, _, v rozkladu B,. Zejména tedy

jed,.yciatedy téZ b,y nd,_y < by ,_;.
Z této uvahy plyne platnost vztaht:

(au 105‘, I)C(auv lmbvn 1)”‘(”11 lnv) (bv im”) (u lnBv 1)
takZe mame

au-—l N Bv-—l = aﬂ v=10 bvu—l .

Nuze, podle (1) je K,—1yp+1y+v—1 Tozklad na d,,_; a L(v_l)(ﬁnﬂ,_,
rozklad na bv u—1- Za ucelem zjednoduSeni oznaleni poloZzme na okamZik K, , =
= K(,‘ DB+1)+v—1s L, - L(v ya+1)+u—1- Potom se da hofejsi rovnost napsat ve
tvaru

a,_1nb,_y=sK,,nsL,,

Libovolny prvek % € K v j€ incidentni s n&kterym prvkem rozkladu L, . tehdy
a jen tehdy, kdyZ plati % € (au 1 nby_y) C K, Vskutku, kdyz prvek % je 1n01dentn1
s nékterym prvkem v L, .« pak je téz 1ncxdentn1 $ mnozZinou sK“ , N SL, , a tedy té7
$ MNoZinou a,_; N Ev-—la takZe mame: X € (@,_, 0 b,_,) C K,.,; kdyZ naopak plati
tento vztah, je prvek X incidentni s mnoZinou a,_, N b,_, tedy téZ s sf(,,,‘, N sf,v,,,
a tedy téZ alespoti s jednim prvkem rozkladu Iiw.

Podobné vidime, Ze libovolny prvek j e iw je incidentni s nékterym prvkem
rozkladu K, , tehdy a jen tehdy, kdy? plati j € (Ev 1N a,)C Ly,

Nyni snadno ukéZeme, Ze rozklady K va Lv . Jsou volné spfaZené.

Nejdfive si v§Simnéme, Ze prisek Kﬂ LML, " neni prazdny, nebot a = d, , N
N b . Dile zjistime, Ze kazdy prvek rozkladu K, , je incidentni nejvys s ]edmm
prvkem rozkladu Iim. Vskutku, kdyZ n&ktery prvek % ef(ﬂ,v neni v obalu (@,-; N
A b,_,) C K, pak neni incidentni se 4dnym prvkem rozkladu L, ,. Naopak, je-li
prvek x € IE’M incidentni alespon s jednim prvkem rozkladu Iiw, pak vSechny prvky
v L, incidentni s %, nalezi do obalu (E 1N d,_1) C L,,. Podle 4.3 jsou obaly
(@y-y 0 b,-)C K,y a(by_yna,,) C L,, spfazené. Z toho soudime, Ze v roz-
kladu L, . Je pravé jeden prvek incidentni s X. Tim je ukdzano, Ze kazdy prvek v K,
je incidentni nejvys s jednim prvkem rozkladu L., - Podobné zjistime, Ze téZ kazdy
prvek vL, . Je incidentni nejvys s jednim prvkem rozkladu Ku »- Yidime, Ze rozklady
K,. w Ly, . Jsou skutecné volné sprazené.

K ukonceni dikazu mame jesté zjistit, Ze téZ rozklady fqﬁ 1(B+1) 2 Io.(,“ D+ 1)
jsou volné spfaZzené. Avsak to je ziejmé, nebof tyto rozklady se skladaji z téhoz jedi-
ného prvku a.
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10.8. Dopliikové fady rozkladt

Budte opgt (A), (B) libovolné fady rozkladd na mnoZing& G a jejich délky necht
jsou a, B = 1. PouZivame i nadale hofejSich oznadeni.

Rady (A), (B) nazyvame dopliikové, kdyz kazdy ¢len fady (A) je doplitkovy ke
kazdému ¢lenu fady (B).

V daliim vykladu predpokladame, Ze fady (A), (B) jsou dopliikové.

Pak plati vzhledem k vysledkiim v odst. 5.5 a 5.4 tyto véty:

Kazdé dva lokdlni Fetézce s tymiZ konci, prislusné k Faddm (A), (B), jsou ad-
Jjungované.

Rady (A), (B) jsou moduldrni.

Dale dokazeme tuto vétu:

Rady (A), (B) maji kobazidlné spjatd zjemnéni (), (B) se stejnymi polatel-
nimi a koncovymi ¢leny. Tato zjemnéni jsou ddna vySe popsanou konstrukci koba-
zidIné volné spjatych zjemnéni moduldrnich Fad (ast a) hofejstho diikazu).

Dikaz. Jde o to, abychom s pfihlédnutim k tomu, Ze fady (A4), (B) jsou nejen
modularni, ale dopliikové, zostkili East b) hofejiiho dikazu v tom sméru, Ze rozklady

(Kiy =) Ku-ngstyev-1 = auv I
(Lovu —) L(v DE+tD+a=1 = bv u—1 11 Bvua
(duo =a,-1, byo=b,_; u+v>2)
jsou sptfazZené.
NuZe, podle vysledkii v odst. 5.3 jsou rozklady A4,, (4,_,, B,_) doplﬁkové

z toho soudime se zfetelem na prvni vétu 5.3, Ze prvek d, ,—( € [4,, (4,-1, B,~,)] je
souctem vsech prvki rozkladu A4, které jsou incidentni s prvkem a@,_, N b,_, €
€ (Au_ 1» B,~1). Rovn&Z libovolny prvek % € 4, , je souctem n&kterych prvkia rozkladu
A,; vidime, Ze tento prvek je s prvkem d, , ., incidentni pravé tehdy, kdyZ je incidentni
s mnoZinou a,-, n b,_,. Vidime, %e plati rovnost: K, , = (a,-, 0 b,_,) C 4,.,.
Podobné obdr#ime: L, , = (b,_; N @,_,) C B, . Tim je ditkaz ukonéen, nebot oba
rozklady vystupujici na obou stranch téchto rovnosti jsou spiaZené (5.5).

10.9. Priklad kobazialné spjatych fad rozklada

V nésledujicim obrazci je uveden piiklad kobazidln& spjatych fad rozkladu
(A), (B) mnoziny G, ktera se sklada z 20 prvki (srv. str. 205, &. 39). Prvky mnoZiny G,
popf. jednobodové mnoziny utvofené z téchto 20 prvkd, jsou uvedeny ve vnitinich
sloupcich a jsou oznadeny symboly Ag, B, ...; Sipky ukazuji, které prvky jsou stejné.
Jednotlivé Cleny kobazialné spjatych fad
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((/I) =) Ay 2 Ay 2 4y 2 4y,
((B) =) f’u élz 1§13 1§14
jsou v obrazci uvedeny v ptislusnych sloupcich.

Vychodiskem k sestrojeni fad (4), (B) jsou dopliikové fady rozkladét mnoZiny G:

((Z) =) A, 2 A, 2 4;,

(B)=) B,z B,(= 43),
jejichz jednotlivé &leny vystupuji v fadach (4), (B) pod jmény A,,, Ay, A3y a By,
B,4. Z obrazce snadno zjistime, Ze je skute¢né kazdy ¢len fady (B) dopliikovy ke
kazdému &lenu fady (A4).

Sprazené leny nalezejici vzdy do dvou lokalnich fetézcii s touz bazi fad (4), (B),
jsou uvedeny ve sloupcich oznacenych symboly /fy(,, é(,y.

V obrazci jsou barevné& vyznadeny lokélni fetézce fad (4), (B), s bazi Ag = Bs.
Vidime, Ze cleny téchto lokalnich fetézcli, uvedené ve dvou sloupcich oznadenych
symboly Aya, f?,;y, predstavuji spfaZené rozklady. Incidentni prvky vidy ve dvou
sprazenych rozkladech jsou vyznadeny stejnou barvou. Napf¥. k rozkladu skladajicimu
se z prvkid A,, A} je pfifazen rozklad vytvofeny prvky B, By; prvek A4, (Bg) je inci-
dentni s jedinym prvkem Bg (A44) a prvek A} (Bg) s jedinym prvkem Bg (A}).

1432
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v v

v v
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10.10. Souvislost s teorii zobrazeni mnozin
na mnoZziny koneénych posloupnosti

Predchazejici teorie fad rozkladi mnoZin ma tzky vztah k ivahim o zobrazeni
mnoZin na mnoZiny, jejichZ prvky jsou konecné posloupnosti stejné délky.

Vezméme v tvahu neprazdnou mnoZinu < skladajici se z koneénych a-Clennych
posloupnosti (« = 1) a libovolné zobrazeni @ mnoZiny G na mnoZinu /.

K mnoZin& o/ patfi, jak vime (1.7), mnoZiny hlavnich &asti o4, ..., &, (= o),
v poctu a.

Budiz y (= 1, ..., «) libovolné &islo.

Pfedev§im definujeme zobrazeni a, mnoZiny G na mnoZinu &/, tak, Ze ke kazdé-
mu bodu a € G p¥ifadime y-tou hlavni &ast a e o7, posloupnosti aa. Zobrazeni a,
je oviem totéZ jako a.

K zobrazeni a, patii jisty rozklad mnoZiny G, ktery oznacime A,. Rozklad A,
ovSem splyva s rozkladem patiicim k zobrazeni a.

BudiZ a € G libovolny bod mnoZiny G.

K prvku a,a = a"” € o/, patfi mnoZina jeho nasledovnic (1.7) M(a®’) =
< o, (1 £y < a). Dile je Gelné oznacit M(a®) = {a'”}. Posloupnost mnoZin

([Ma] =) M(a®) > ... > M(a®)

se nazyva retézec mnoZin ndsledovnic pattici k bodu a.
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Vezm&me v ivahu prvek a® € o, a prvek a, € 4, skladajici se z a,-vzor@ prvku
a”. V zobrazenia,,; (1 £y < «) se zobrazi kazdy bod leZici v prvku a, na jistou
nasledovnici prvku a”; soucasné ma kazda nasledovnice tohoto prvku a'” v zobra-
zeni @, jeden nebo vic vzord lezicich v mnoZiné G, které jsou viechny obsaZeny
v prvku a,. Vidime, Ze mnoZiny a,, -vzord jednotlivych nasledovnic prvku a®, tj.
mnoZziny a,,;-vzord jednotlivych prvkd mnoZiny M(a®), jsou rozkladem prvku
a, e A,; tento rozklad pfedstavuje rozklad (K,a =) a, M A4, patfici k Saste¢nému
zobrazeni a,, ; prvku @, na mnoZinu nasledovnic M(a). Podle prvni véty o ekviva-
lenci (6.8) je mnoZina nasledovnic M(a®) ekvivalentni s rozkladem K,a. Oviem je téZ
mnoZzina M(a®) ekvivalentni s rozkladem K,a.

Touto tvahou dochazime k takovémuto popisu situace:

MnozZina posloupnosti & a zobrazeni @ mnoZiny G na mnoZinu &/ uréuji na
mnoZiné G fadu rozklada délky o, tzv. vzorovou Fadu

(A=) 4, 2...24,,

jejimiz ¢leny jsou rozklady piislusné k jednotlivym zobrazenim ay, ..., a,.

Ke kazdému bodu a € G patii fetézec mnoZin nasledovnic

([Ma] =) M(aV) > ... > M(a®)
a lokalni fetdzec fady (A)
([Ka] =) Kja—->...>Ka.

Kazdé dva &leny M(a'"), K, a té&chto fetézci, s tymZ indexem y, jsou ekvivalentni
mnoZiny.

Vezméme nyni v tivahu dvé neprazdné mnoZiny </, 4 skladajici se z koneénych

a (2 1)-glennych posloupnosti a libovolna zobrazeni a,b mnoZiny G na mnoZinu &/
popi. #. Pak mame pfislu§né mnoZiny hlavnich &asti o7y, ..., o, (= ); By, ..., B,

(= #), dale zobrazeni ay, ...,a, (= a); by,...,b, (= b) mnoZiny G na piisluiné
mnoZiny hlavnich €asti a kone&n€ vzorové fady

(A=) 4,2...2 4,,

(By=) Byz...z2 B,.

Ke kazdému bodu a € G patii dva fetézce mnoZin nasledovnic:
([Ma] =) M(a®) > ... > M(a®),
(INa] =) N(bD) ... » N(b®),
a dale lokalni fetézce fad (4), (B):

([Ka] =) Ky —-...->K,a,
([La] =) Lia->...> L,a.

Kazdé dva ¢leny M(a®), K,a, popf. N(b?), L,a t&chto fetdzcl, s timZ inde-
xem 9y, jsou ekvivalentni mnoZiny.
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Nyni ptedpokladejme, Ze vzorové fady (A4), (B) jsou kobazialng fetézcové ekvi-
valentni.

V této situaci predevsim splyvaji koncové Cleny A,, B, vzorovych fad (4), (B),
takZe A, = B,. Dale se da ukéazat toto:

Existuje permutace p mnoZiny {l,...,a}, kterd se vyznaluje tim, Ze ¢len
M(a®), s libovolnym indexem y, Fetézce mnozin ndsledovnic [Ma] patriciho k libo-
volnému bodu a € G a ¢len N(b), s indexem & = py, Fetézce mnoZin ndsledovnic
[Na] patriciho k témuz bodu a, jsou ekvivalentni mnoZiny.

-

Dikaz. Podle naseho pfedpokladu je kobazialni zobrazeni variety lokalnich
fetézcti A fady (A4) na varietu lokalnich fetézct B fady (B) silnou ekvivalenci. To zna-
mena, 7e existuje permutace p mnoZiny {1, ..., o} s timto uginkem:

Bud a € G libovolny bod a a onen prvek rozkladu 4, = B,, ktery jej obsahuje.

Dale budte [ Ka], [ La] lokalni fet8zce fad (A4), (B) s bazi a. Pak jsou kazdé dva
¢leny K,a, L,a lokalnich fetézct [Ka], [La] ekvivalentni mnoZiny; pfitom je § =
= py- '

Vezméme v uvahu &len M(a®) s libovolnym indexem y fetézce mnoZin nésle-
dovnic [ Ma], patficiho k bodu a, a &len N(b'”) s indexem & = py Fetézce mnoZin
nasledovnic [Na], patficiho k témuZ bodu a. Pak mame K,a = K,a, L;a = L;a.
NuZe, jak vime, je mnoZina M(a®™) ekvivalentni s K,a (= K,a), dale K,a je ekviva-
lentni s Lya (= L,;a) a konetné¢ L;a s N(b?). Vidime (6.10.7), ze M(a®) je ekviva-
lentni s N(b”). Tim je dikaz ukonden.

Véta, kterou jsme pravé dokazali, vede k tomuto poznatku: KdyZ zobrazime
libovolny bod a € G funkcemi a,, b; do mnoZin hlavnich Casti o7, %;, ptiCemz y, 6
jsou ve vySe popsaném vztahu, pak jsou mnozZiny nasledovnic obou obrazi ekviva-
lentni.

10.11. Poznamky o pouziti ptredchazejici teorie
v oboru védeckych klasifikaci

Teorie fad rozklad mnoZin a zobrazeni na mnoZiny posloupnosti ma zajimavé
pouZiti v oboru védeckych klasifikaci. V tomto sméru se spokojime s nékolika poznam-

e

kami, nebof podrobné&jsi vyklad by pfesahoval ramec této knihy.

Védeckou klasifikaci () mnoZiny G, struénéji klasifikaci mnoZiny G, rozumi-
me neprazdnou mnoZinu < skladajici se z konednych a-glennych (« = 1) posloup-
nosti, spolu s n&jakym zobrazenim a mnoziny G na /. Pro kazdy prvek a e G se
-ty &len posloupnosti @aa nazyva y-ty znak neboli znak Fddu y proku a. Vzhledem
k tomu se prvky mnoZiny & nazyvaji posloupnosti znakii. Je zfejmé, Ze se pfedchéze-
jicich poznatk® o zobrazenich na mnoZiny posloupnosti d4 bezprosttedn€ pouZit na
védecké klasifikace.
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V ptipadé€ védeckych klasifikaci se prvky mnoZiny G nazyvaji individua, mno-
ziny hlavnich Casti se nazyvaji mnofiny znakové a vzorové fadé se ¥ika rfada klasi-
fikacni. '

V konkrétnich pfipadech se pfi sestaveni klasifikace kladou na volbu znakt
specialni podminky, které pak maji vliv zejména na vlastnosti klasifika¢ni fady. Tak je
tomu napi. pfi klasifikacich v ptirodnich védach, kdy se za znaky klasifikovanych
individui voli zcela urcité vlastnosti t&chto individui, dané piirodou.

Urceni libovolného individua a v klasifikaci () zleZi ve zjisténi p¥islusné po-
sloupnosti znakti aa. NuZe, v konkrétnich pfipadech se stava, Ze se pfi uréovani indi-
vidua nékteré znaky zjistit nedaji, napf. v pfipadech, kdy jde o individuum pos$kozené
nebo patologické, nebo kdyZ nemame k uréeni vhodné prostfedky apod. V tako-
. vych pfipadech neni uréeni daného individua v klasifikaci (,yf) moZné.

Odtud vyvstava tento problém:

Ma se popsat princip vedouci ke konstrukci dvou tzv. zladénych klasifikaci
mnoziny G, které by byly ve vhodnych vzajemnych vztazich. Pozaduje se 1) aby ob&
klasifikace vedly k témuZ vysledku, tj. aby individua, ktera se vzajemn& nerozliuji,
byla v obou klasifikacich taZ; 2) aby se u kazdého individua daly schézejici znaky
v jedné klasifikaci nahradit vhodnymi znaky v druhé.

Nase poznatky o funkcich, jejichZ hodnotami jsou posloupnosti, ukazuji cestu
k feSeni tohoto zajisté obtizného problému. Vyjdeme od dvou vhodné zvolenych
dopliikovych fad rozkladd klasifikované mnoZiny G a volime, v souhlase s konstrukci
uvedenou v odst. 10.7, znaky v obou klasifikacich tak, aby pfislusné klasifika¢ni fady
vysly kobazialng spjaté (10.8). JestliZe se nam to podafilo, dovedeme u kazdého indi-
vidua ze znalosti jeho prvnich y znaki v jedné klasifikacia (6 + 1)-ych znakt v druhé,
pomoci prostych zobrazeni mezi pfisluSnymi mnoZinami nasledovnic, ur¢it (y + 1)-ni
znak v prvni klasifikaci. MoZnost skute¢ného provedeni této konstrukce zladénych
klasifikaci neni vSak v konkrétnich pfipadech nikterak zajisténa, nebof pfi volbé
znakt je nutno pfihlizet k pozadavktm, které se na né kladou. Nicméné€ zminé€na
konstrukce pfipousti ve volbé znak jistou volnost, nebot dopliikové fady rozkladd,
z nichZ konstrukce vychazi, mohou byt zvoleny libovolng.

10.12. Cviceni

1. Varieta lokalnich fetézcd pfisluina k fad€ rozkladd ((4) =) 4, = ... = 4, na mno-
%iné G je mnoZina posloupnosti /. Kdyz ke kazdému bodu a € G pfifadime pfislusny lokélni
fetézec [Kal, obdrZime zobrazeni a mnoZiny G na mnoZinu posloupnosti «/. Pfislu§na vzorova
fada je fada (A4). y-t4 hlavni &ast (y = 1, ..., «) posloupnosti aa ptifazené k libovolnému bodu
a € G je fetézec Kya — ... > K,a. Pro 1 < y < « obdrZime v§echny jeho nasledovnice, kdyZ na
konci zminéného fetézce piidime vzdy jeden rozklad X, M A4,4,, pfi¢emZ x,,; probihd
vSechny prvky rozkladu a,M 4,1 @€a, € Ay Ayyq = A,). Existuji zobrazeni mnoZiny G
na mnoziny posloupnosti s libovolné danymi vzorovymi fadami.
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2. Obrazec za str. 84 miZe byt povaZovidn za schéma dvou zladénych klasifikaci (s ko-
bazidlné spjatymi klasifikacnimi fadami). Posloupnosti znakid prislusné k jednotlivym indivi-
duim, popf. t¥idam individui, kterd mezi sebou rozlifujeme, jsou v obrazci uvedeny v jedno-
tlivych fadéch; Sipky ukazuji vzdy ob€ posloupnosti znakt patfici témuz individuu. Pro kazdé
individuum jsou pfislu$né ekvivalentni mnoZiny nasledovnic (o nichZ je podrobnéji pojednano
v textu) uvede:my vzdy ve dvou sloupcich oznacenych Aoya a BZ&)" KdyZ napt. ma ur€ité individuum
v klasifikaci (4) znaky 4, A,, A5, Ay, A5 a v klasifikaci (B) znaky By, B,, Bj, By, Bs, B, B,
(popt. BS), pak ma v klasifikaci (4) také znak Ag, popt. (4g). Ctenat necht si véc promysli ve
vSech podrobnostech.
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