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12. Z4dkladni pojmy o grupoidech

12.1 Definice

Libovolna neprazdni mnoZina G spolu s n&jakym nasobenim M v G se nazyva
grupoid. G se nazyva pole a M ndsobeni grupoidu. Grupoidy budeme oznaovat
velkymi némeckymi pismeny, a to zpravidla stejnymi jako jejich pole. Napf. oznacu-
jeme grupoid, jehoZ pole jsme\oznaéili G, pismenem &, a kdyZ jsme né&jaky grupoid
oznacili &, pak pismeno G znadi zpravidla jeho pole.

12.2. Dalsi pojmy
Grupoidy 3, 3., &,

Na grupoidy pfenasime pojmy a symboly, které jsme definovali pro jejich pole.
Tak napf. mluvime o procich grupoidu misto o prvcich pole grupoidu a piseme a € &
misto a € G, podobn& mluvime o podmnoZindch v grupoidu a piSeme napt. 4 =« &
nebo & o> A, mluvime o rozkladech v grupoidu a na grupoidu, o Fddu grupoidu,
o zobrazeni grupoidu do néjaké mnoZiny, do néjakého grupoidu nebo na grupoid,
atd. Neprazdnd mnoZina v grupoidu nazyva se téZ komplex. KdyZ je G abstraktni
mnoZina, nazyva se grupoid & abstraktni. o

Rovnéz pojmy a symboly, které jsme definovali pro nasobeni, prenasime na
grupoidy. Tedy zejména ma kaZda dvoudlennd posloupnost prvkd a, be @ jisty
soudin a . b, stru¢né&ji ab, a kdyz pro kazdé a, b € & plati rovnost ab = ba, nazyva
se grupoid & komutativni neboli abelovsky. Také miZzeme ke kazdému koneénému
grupoidu & prifadit multiplika&ni tabulku, v niZ je popsano nasobeni v &. V odstavci
11.3 jsme uvedli nékolik pfikladi nasobeni a kazdy z nich je souasné prikladem
grupoidu.

V dal§im vykladu &astéji poukaZeme zejména na tyto tfi grupoidy, které bu-
deme oznadovat 3, 3,, ©,: Grupoid 3 se sklada z mnoZiny Z viech celych &isel a naso-
beni je definovano seGitanim &isel (11.3a). Grupoid 3, se sklada z mnoZiny Z, =

= {0, ..., n — 1}, pfiCemzZ n znati libovolné pfirozené &islo a nasobeni je definovano
se¢itanim vzhledem k modulu n (11.3b). Grupoid &, se sklada z mnoZiny S, viech
permutaci n&jaké kone¢né mnoziny H fadu n (= 1) a nasobeni je definovano sklada-
nim permutaci (11.3c). Poznamenejme, Ze kazdy grupoid, jehoZ prvky jsou permutace
n&jaké (kone¢né anebo nekone¢né) mnoZiny a nasobeni je definovano skladanim
permutaci, se nazyva permutacni; napt. grupoid &, je permutacni.
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12.3. Vzajemné zaménitelné podmnoZiny

Necht & znadi (vSude v dalsim vykladu) n&jaky grupoid.

Necht 4, B znali néjaké podmnoZiny v &. PodmnoZina v &, skladajici se ze
souintt ab kazdého prvku a € A s kazdym prvkem b e B, se nazyva soucin pod-
mnoZiny A s podmnoZinou B a oznaCuje se symbolem A . B, kratceji AB. Kdy7 je
nékterd z podmnoZin A, B prizdna, rozumime symboly A . B, AB prazdnou mno-
Zinu. Pro a € & piseme zpravidla misto {a}4 struén&ji a4 a podobn& Aa misto A{a},
takZze napf. a4 znaci mnoZinu soucintt prvku a s kazdym prvkem v A nebo, v pripadé
A = 0, prazdnou mnoZinu. Misto A4 piseme n&kdy strucné&ji A2

Plati-li rovnost AB = BA, nazyvaji se podmnoZiny A, B vzdjemné zaménitelné
neboli vzdjemné komutativni; tento pfipad se vyznacuje tim, Ze soucin kazdého prvku
aeAs kazdy;ﬁ prvkem b € B je souéinem nékterého prvku b’ € B s nékterym prvkem
a’ € A a soucasné soudin kazdého prvku b € B s kazdym prvkem a € 4 je soudinem
nékterého prvku a’ € A s nékterym prvkem b’ € B. KdyZ je grupoid & abelovsky, pak
ovSem kazdé dv& podmnozZiny v & jsou zaménitelné. V opaéném piipadé plati pro
nékteré prvky a, be & vztah ab + ba a odtud plyne, Ze kazdé dvé¢ podmnoZiny
A, B ¢ & nemusi byt zamé&nitelné, jak je tomu napf. v pfipadé, Ze A = {a}, B = {b}.
Sou¢in AB podmnoZiny A = {1} s podmnoZinou B = {..., —2,0, 2, ...} v gru-
poidu 3je {..., —1,1,3,...} a zfejm& se rovna soudinu BA; kdyz 4 = {0, 1},

={.,—=2,0,2, ...}, mame AB.= BA = Z. Viimnéme si, Ze pro kazdy grupoid &
plat1 vztah GG < 6.

12.4. Podgrupoid, nadgrupoid, ideal

Necht A znadi néjaky komplex v &. Kdyz AA < A, tj. kdyz soucin kazd¢ho
prvku a € A s kazdym prvkem b € A je opét prvek v 4, pak prav1me Ze A je grupoidni
podmnoZina v ®. V tomto piipadé uréuje nasobeni M v @ jisté tzv. cdstecné ndso-
bemmM 4V A4, které j je definovano takto: M, pfifazuje ke kazdé dvoudlenné poslou-
pnosti prvkil a, b e A tyz prvek ab € A jako nasobeni M. MnoZina A4 spolu s Cas-
teCnym nasobenim M, je jisty grupoid U; pravime, Zze U je podgrupoid v Ga®je
nadgrupoid na %, a piSeme: U = ® nebo & > A. Kdyz pak 4 je vlastni podmno-
Jinav &, pravime, ¢ U je vlastni podgrupoid v & a & je vlastni nadgrupoid na
Y. Grupoid & obsahuje vidycky nejvétsi podgrupoid, ktery je s nim identicky.

Kdyz dokonce plati vztah GA = A (anebo AG = A, nebo souCasné GA
4> AG) nazyva se U levy (nebo pravy, nebo oboustranny) idedl v ©. Piipad
A+G charakterizujeme opét prlvlastkem vlastnt.

Napf#. komplex vSech celych nasobku nékterého pfirozeného &isla m v grupoidu
3 je grupoidni, nebof sougin (tj. soudet v obvyklem smyslu) kazdych dvou celych na-
sobkt ¢isla m je opét cely nasobek ¢&isla m; tento komplex spolu se secitanim v ob-
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'vyklém smyslu je tedy podgrupoid v 3, a to v pfipadé m > 1 ziejm& vlastm pod-
grupoid v 3. Jiny pfiklad je tento: PodmnoZina viech prvku v, které nechavajl
~ beze zmény néktery prvek a € H, je grupoidni, nebot kdyZ n&které dv& permutace
f P, q € S, nechavaji prvek a beze zmény, pak zfejmé€ plati totéZ o jejich soucinu p . q
l L (t. o sloZené permutaci qp) tato podmnozina spolu se skladanim permutaci v ob-
i vyklém smyslu je tedy podgrupoid v &,.
Snadno vidime, Ze pro libovolné grupoidy U, B, & plati ziejmé tyto vyroky:
Kdyz B je podgrupoid v & a U podgrupoid v &, pak B je podgrupoid v &.
Kdyz U, B jsou podgrupoidy v & a pro jejich pole A, B plati vztah B < A,
pak B je podgrupoid v .

12.5. Dalsi pojmy

V souhlase s tim, Ze na grupoidy pfenaSime pojmy a symboly, které jsme defi-
novali pro jejich pole, mluvime nékdy napf. o priniku n&jaké podmnoZiny B = &
a podgrupoidu % = & ve smyslu priiniku podmnoZiny B a pole 4 podgrupoidu ;
v podobném smyslu mluvime o souéirfiivf)odmhoiiny B s podgrupoidem ¥, o soudinu
podgrupoidu U s podmnoZinou B, dale o obalu podgrupoidu U v n&jakém rozkladu A4,
o priiseku rozkladu A4 s podgrupoidem ¥, atp., a uZivime oznadeni napt. B n ¥ nebo
NnB BY, UB, U Anebo A ] U, A 1 U nebo Y M 4, atp.

12.6. Priunik podgrupoidi

UvaZujme nyni o n&jakych dvou podgrupoidech U, B = & a pfedpokladejme, Ze
prinik 4 N B jejich poli A4, B neni prézdny", An B 0. Pro libovolné prvky a,be
a odtud vychazi, 7e A n B je grupmdm podmnozma v . Prlslusny podgrup01d v @
se nazyva prinik podgrupoidi U, B a oznaduje se symbolem A N B nebo B .
Vidime, Ze kazdé dva podgrupoidy v ®, jejichZ pole jsou incidentni, maji priinik,
ktery je podgrupondem v &. Tento prinik je ovsem podgrupmdem v kazdém z obou
podgrupoidi. Pamatujme si, e pojem priiniku dvou podgrupoidi v €] je definovan
jenom v tom pfipadé, Ze pole obou podgrupoid maji spolecné prvky. Napf. existuje
" priinik podgrupoidi AB <= 6,,, pfi¢emZ se pole A podgrupoidu U sklada ze vsech
prvku v &,, které nechavaji beze : zmény n&ktery prvek a € H, a pole B podgrupoidu B
‘se sklada ze viech prvka v &, které nechavaji beze zmény néktery prvek b € H, nebot
ob& mnoZiny A, B maji spoleény alespoti jeden prvek, a to identickou permutaci mno-
iZiny H, ktera nechava beze zmény vSechny prvky mnoZiny H.

Pojem priiniku dvou podgrupoidit v & se d4 snadno roz§ifit na pojem priiniku
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systému podgrupoidi v &: Mame-li n&jaky systém {a,, a5, ...} podgrupoidi v &
a prinik @; N a, n ... jejich poli neni prazdny, pak tento priinik, jak se snadno zjisti,
je grupoidni podmnoZina v &; pfislusny podgrupoid v & se nazyva prinik systému
podgrupoidii {ay, a,, ...} a oznaduje se symbolem a, N a, N ..., struén&ji (g, nebo
podobné.

12.7. Soudlin koneéné posloupnosti prvki

1. Definice. Vezm&me v tvahu libovolnou n-Elennou posloupnost prvkid
a,...,a,€@®, pfiemZ n = 2. Co rozumime souinem této posloupnosti? Soucin
dvouglenné posloupnosti ay, a, (n = 2) mame jiZ definovan; oznadujeme jej, jak vime,
a; . a,, kratéeji a,a,. V pfipadé n = 3 definujeme soudin trojélenné posloupnosti
a,, a,, as takto: Je to mnoZina skladajici se z tzv. soudinovych prvki: a,(a,as),
(ajaz)a;. Zmingny soudin oznaCujeme {a; .a,.as}, kratleji {a a,a,}; symbol
a,.a,.as; nebo aja,a; pak znamena kterykoli soudinovy prvek, takZe mé& vyznam
‘jednak soucinu prvku a; s prvkem a,a; a jednak soudinu prvku a,a, s prvkem aj.
V ptipadé n = 4 definujeme obdobné&: Sougin &tyitlenné posloupnosti a,, a,, as, a,
je mnoZina skladajici se ze souGinovych prvki as(a,azay,), (a;a,)(asa,), (aia;a3)a,.
Tento soufin oznadujeme {a; .a,.as;.a,}, kratéeji {a,a,asa,}; symbol a; .a, .
. a3 .a, nebo aja,asa, znaci kterykoli soudinovy prvek, takZe ma vyznam kterého-
koli z prvkii: fl(az(a3a4)), a1((a2a3)a4),(a102)(a3a4), (a1(2203))a4, ((a182)a5)a,. Tyto
zvlastni pfipady zajisté postaci, abychom pochopili tuto definici:

Soucinem n-Clenné posloupnosti prvkit ay, a,,...,a, rozumime mnoZinu
{a,a, ... a,} definovanou takto: Pro n = 2 se mnoZina {a,a,} sklada z jediného
prvku a,a,; pro n > 2 je definovana vzorcem ST ;

{aa, ... a,} = {a;}{ay ... a,} v {ayar}{as ... aq,p v ... v {ay ... ay- }{a,} .

Nekdy pouzivame téZ oznaleni {a, . a, ... a,}. Jednotlivé prvky této mnoZiny, tzv.
soucinové prvky, se oznaduji symbolema, . a, ... a,, strunéji a,a, ... a,. Je zfejmé,
Ze existuje jenom koneCny pocet souCinovych prvki. V piipadé n = 2 zpravidla
nerbzli§ujeme mezi soudinem a piislu§nym soudinovym prvkem.

2. Grupoidy asociativni. Podle predeslého odstavce ma kazda trojélenna po-
sloupnost prvkii a,, a,, a; € & nejvyse dva riizné soucinové prvky: a,(a,as), (a a,)a;.
Jestlize vzdycky splyvaji, tj. jestlize pro kazdé tfi prvky a,, a,, a; € & plati rovnost
ay(azas) = (a,a,)as, pak se nasobeni grupoidu & a rovn&Z grupoid & nazyvaji
asociativni.

’ Grupoidy, které se v matematice nejcastéji studovaly, maji vlastnost, Ze kazda
koneéna posloupnost jejich prvkit ma jenom jeden-soudinovy prvek; jak pozdgji
(18.1) ukazeme, maji tuto daleZitou vlastnost pravé grupoidy asociativni.

Napf. grupoid 3 je asociativni, nebot podle definice jeho nasobeni jsou soudi-
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i

nové prvky a(bc), (ab)e kaZdé trojélenné posloupnosti prvk@ a, b, c € 3 soudty
v obvyklém smyslu a + (b + ¢), (a + b) + ca jsou si tedy rovné.

Podobné& i grupoid 3, (n = 1) je asociativni. Vskutku, podle definice jeho néso-
beni jsou soudinové prvky a(bc), (ab)c kazdé trojélenné posloupnosti prvki a, b, c €
€ 3, zbytky d&leni &isel a + r, s + ¢ &islem n, pfiSemz r (s) znadi zbytek déleni &isla
b + c(a + b) &islem n. Protoze se &isla a + r, a + (b + ¢) lisi jenom o cely nasobek
¢isla n, je a(bc) zbytek déleni Gisla a + (b + c) Gislem n a podobng vidime, Ze (ab)c je
zbytek déleni &isla (a + b) + ¢ &islem n. Z rovnostia + (b + ¢) = (a + b) + ¢ pak
vychazi a(bc) = (ab)c.

RovnéZ grupoid &, (n .2 1) je asociativni, nebot jsou-li p, g, r libovolné prvky
v &,, jsou podle definice nasobeni v &, soutinové prvky p.(q.r), (p.q). r sloZené
permutace (rq)p, r(qp) a podle vysledku v 8.7.3 jsou si rovné.

3. Pfiklad. Jako ptiklad vypodétu soudinu vypoltéme soulin {1.2.3.4}
v grupoidu popsaném v 11.5.4. Podle pfislusné multiplika¢ni tabulky mame

(1.2.3} ={1}.2.3}u{1.2}. 3} ={1}.{BuB.B={uv{=
= {1, 2};
(2.3.4) ={2}.3.40{2.3}.{4={2.20v{1}.{4 =2 u{2={2}

(1.2.3.4)={1}.{2.3.40{1.2}.{3.40{1.2.3}.{4) = {1}.{2} L
VB2 u{L,2). {4 = (B} u {5 u 24} = {2,3,4,5)

i

Vsechny souéinové prvky 1.2.3. 4 jsou tedy tyto: 2, 3, 4, 5.

12.8. Soucin konecné posloupnosti podmnozin

1. Definice. Necht nyni Ay, ..., 4, (n 2 2) znadi libovolné podmnoZiny v &.

Soucinem n-¢lenné posloupnosti podmnoZin Ay, A,, ..., A, rozumime soucet
viech souéint {a,a, ... a,}, pfiCemZ prvky a, € Ay, a, € A,, ..., a, € A, probihaji
viechny prvky pfislusnych podmnoZin A4,, 4,, ..., 4,. Tento soudin oznalujeme
symbolem A; . A, ... A,, krat&eji A, A, ... A,. Kdy?je néktera podmnoZina A, ..., 4,
prazdnd, rozumime zminénym soucinem prazdnou mnoZinu. Podle této definice
a podle obsahu symbolu {a, ... a,} vznikne kazdy prvek a € A, 4, ... A, nasobenim
nékterého soudinového prvku ay ...a; s nékterym prvkem day,,...a, pfiCemZ
1 £k <n—1; odtud plyne ae(4; ... 4)(Az4q ... 4,). Naopak, soudin libovol-
ného prvku mnoZiny 4; ... A, s libovolnym prvkem mnoZiny Ay, ... 4, je jistym
prvkem a € 4, ... A,. Odtud vychazi rovnost

Ay Ay = A4y A4) U (A142) (A5 o  A) U e U (A ool Aymy) 4,
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KdyZ? A znadi n&jakou podmnoZinu v &, pak misto A4 ... A piseme kratdeji 4",
[ —
takZe pro n = 2 mame n

A" = AA"1 U 42472 0. v A" 1A
Hofejsi definice soucinu koneéné posloupnosti prvkﬁ nebo mnoZin zfejmé zobeciiuji
definice sou¢inu dvoudlenné posloupnosti prvki nebo mnoZin.
2. Priklad. Necht A zna&i podmnoZinu {1, 2, 4} v grupoidu popsaném
v 11.5.4. Pak je:
={1,2,4} . {1,2,4 ={1.1,1.2,1.4,2.1,2.2,2.44.1,4.2,4.4} =
= {1’ 29 3’ 4};

={1,2,4}.{1,2.3,4} u {1,2,3,4}.{1,2,4} = {1,2,3,4, 5};

={1,2,4}.{1,2,3,4,5} v{1,2,3,4}.{1,2,3,4} U {1,2,3,4,5} . {1,2,4} =
={1,2,3,4,5}.

12.9. Cviceni

1. KdyZ je podmnozina 4 < & souétem n&kolika podmnoZin ay, a,, ... arovné2 B < &
je souctem nékolika podmnoZin 5y, b, ..., pak 4B je souCet soucinii kazdé podmnoziny ay, a,, ...
s kaZzdou podmnoZinou 34, by, ...

2. Kdy? je podmnoZina A < & prinikem nékolika podmnoZin gy, @,,... a rovnéz
B < B je prinikem né&kolika podmnoZin by, b5, ..., pak AB je &asti praniku soudin kazdé pod-
mnoziny a;, a,, ... s kazdou podmnozinou b4, b,, ... Zejména tedy plati pro kazdé podmnoZiny

A,B,C <= @ tyto vztahy: a) (AN B)C < ACN BC; b) C(4N B) < CAN CB. Pomoci
vhodnych piikladti ukaZte, Ze se v téchto vztazich znaménko < neda vidycky nahradit zna-
ménkem =.

3. Ukazte, Ze pocet N, soucinovych prvki n-Clenné posloupnosti prvku v (= 2),je
obecné vyjadfen vzorcem N, = (2n — D (n — D! al

4. Necht A4 znadi 11bovo]nou podmnozZinu v & a m, n libovolna pfirozend &isla. Plati tyto
vztahy: a) A™A" < A™F5 b) (4™ < A™P,

5. Necht A < B znadi libovolné podmnoZziny v & a n libovolné pfirozené &islo. Plati vztah
A" < B".

6. Necht n zna&i libovolné ptirozené &islo. Pro pole G grupoidu & plati vztah G* > G"*1,
tak?e G > G®> 5 G o ...

7. Necht n, G'maji tyz vyznam jako ve cvit. 6. G" je grupoidni podmnozina v & a pfi-
slu$ny podgrupoid v & je oboustranny idedl v &. — Pozndmka. Tento oboustranny ideal se
oznaduje &".

8. KdyZ je ® asociativni grupoid, pak: a) kazdy podgrupoid v & je asociativni; b) pro
v8echny podmnoziny 4, B, C = & plati rovnost A(BC) = (4B)C.

9. Kdy# je & asociativni grupoid a 4, B jsou grupoidni a zamé&nitelné podmnoziny v &,
pak také podmnozina 4B je grupoidni. — Poznamka. KdyZ jsou U, B zaménitelné podgrupoidy
v &, nazyva se podgrupoid v &, ktery pfislusi k soudinu jejich poli, souéin podgrupoidiic U, B.
Oznaduje se UB nebo BAY.
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10. Kdyz je & asociativni grupoid, pak mnoZina viech prvki v &, které jsou zaménitelné
s kazdym prvkem v &, je grupoidni, neni-li prazdnd. — Poznamka. Piislu§ny podgrupoid v & se
nazyva centrum grupoidu &,

11. Necht & znaci grupoid, jehoZ pole se sklada ze viech ptirozenych Cisel a nasobeni je
definovéano takto: Souéin libovolného prvku a € & s libovolnym prvkem b € & je nejmensi spo-
le¢ny nasobek, popf. nejvétsi spoleny délitel, &isel a a b. UkaZte, Ze v obou pfipadech grupoid &
je abelovsky a asociativni.
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