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13. Homomorfni zobrazeni
(deformace) grupoidi

13.1. Definice

Necht &, &* znagi n&jaké grupoidy. Jak jsme se jiz zminili (12.2), rozumime
zobrazenim grupoidu & do &* zobrazeni pole G grupoidu & do pole G* grupoidu G*,
a podobné pfenasime na grupoidy vSechny dalsi pojmy a syn{boly, které jsme popsali
(v kap. 6) pfi studiu zobrazeni mnoZin. Podle této definice se tedy tyka pojem zobra-
zeni grupoidu & do grupoidu &* jenom poli a nikterak nezavisi na nasobeni obou
grupoidil. Néktera zobrazeni mohou ovsem mit néjaky vztah k nasobeni v grupoidech
& a &*. Pro teorii grupoidfl jsou nejdtlezit&jsi tzv. homomorfni zobrazeni, ktera,
struéné feceno, jsou charakterizovana tim, Ze zachovavaji nasobeni v obou grupoi-
dech. Podrobna definice je tato:

Libovolné zobrazeni d grupoidu & do &* se nazyva homomorfni, kdyZ sou€in
ab libovolného prvku a € & s libovolnym prvkem b € & je zobrazen na soudin obrazu
prvku a s obrazem prvku b v zobrazeni d, tj. kdyZ pro a, b € & plati rovnost dab =
~ da . db. B

Homomorfm zobrazzni grupoidu & na grupoid &* se nazyva také homomor-
Qs\mus Nazev homomorfni zobrazeni je v literatufe ustélen, ale je dlouhy, a proto
budeme zpravidla misto n€¢ho pouzivat nazvu deformace.

Jiz pfi studiu zobrazeni mnoZin jsme si vSimli, Ze nemusi vZdycky existovat
zobrazeni néjaké mnoZiny na libovolnou jinou mnoZinu; odtud plyne, Ze zobrazeni
grupoidu & na &*, a oviem tim méné¢ deformace grupoidu ® na ®&*, nemusi existovat.
Jestlize n&jaka deformace grupoidu & na G* existuje, pak pravime, Ze grupoid &* je
homomorfni s grupoidem &.

13.2. Priklad deformace

Necht napf. n znadi libovolné pfirozené C&islo a d zobrazeni grupoidu 3 na
grupoid 3, definované takto: Pro a € 3 je da € 3, zbytek d&leni &isla a &islem n.
Snadno zjistime, Ze d je deformace, a tedy homomorfismus grupoidu 3 na 3,. Vskutku,
necht a, b znadi libovolné prvky v 3. Podle definice nasobeni v 3 je soudin ab prvku a
s prvkem b soudet a + b a podle definice zobrazeni d jsou da, db, dab zbytky déleni
&isel a, b, a + b &islem n. Podle definice nasobeni v 3,, je sou¢in dadb prvku da
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s prvkem db zbytek déleni &isla da + db gislem n, a protoZe tisla da + db a+b
se lisi jenom o cely nasobek ¢isla n, je dadb zbytek déleni &isla a + b &islem n. Odtud
vychazi rovnost dadb = dab a vidime, Ze zobrazeni d je deformace. Pfi dal$im studiu
grupoidii se setkame jests Casté&ji s ptiklady deformace, a proto se prozatim spokojime
s timto jednim ptikladem.

R

-

13.3. Vlastnosti deformace

Necht d zna¢i libovolnou deformaci grupoidu & do &*.

Necht 4, B, C = § znadi libovolné neprazdné podmnoZiny.

1. Pfipomenime, 7Ze symbolem dA4 oznadujeme obraz mnoZiny A v rozsifeném
zobrazeni d, tedy podmnoZinu v &*, ktera se sklada z obrazi v deformaci d jednotli-
vych prvkii mnoZiny A.

Snadno ukaZeme, Ze plati rovnost:

d(AB) =d4 .dB_

-~

Jednak je kaZdy prvek c* € d(4B) obrazem v d soucinu ab jistého prvku a € 4
- s jistym prvkem b € B, takZe mame ¢* = dab = da .db & dA .dB, a z toho vidime,
Ze plati vztah: d(AB) = d4 . dB. Jednak je kazdy prvek c* e dA . dB soudinem jistého
prvku a* € d4 s jistym prvkem b* € dB, takZe existuji prvky a € 4, b € B takové, Ze
a* =da, b* = db, a mame: ¢* = a*b* = da .db = dab < d(AB); z toho vidime, Ze
pléti,vztaﬂ: dA .dB < d(AB), a dikaz je ukoncen.

2. Se zfetelem na tento vysledek soudime, Ze kdy? je mnoZina AB ¢&dsti mno-
Ziny C, pak také mnoZina dA . dB je &dsti mnoZiny dC; tj. ze Vztahu AB < C plyne
dA dB < dC. T

3 KdyZ je mnoZina A polem podgrupoidu % <= @, takZe je grupmdm, mame
vztah A4 < A a z n¢ho nasleduje dA . dA < dA. Odtud vidime, Ze obraz pole pod-
grupordu A v roz$ifeném zobrazeni d je grupoidni podmnoZina v. @5* Podgrupmd
v G*, JChOZ pole je dA, se nazyva obraz podgrupoidu U v deformaci da oznacuje
se symbolem d¥; podgrupoid U se nazyva vzor podgrupoidu d¥ v deformaci d. Je
zfejmé, Ze d je deformace podgrupoidu U na podgrupoid d¥, takze podgrup01d dy
: JC homomorfni s podgrupoidem .

Tyto pojmy a vysledky plati zejména v ptipadg, Ze jde o pole G grupoidu &.
Zv14sté vidime, Ze obraz d® grupoidu & v deformaci d je podgrupoid v &* homo-
morfni s grupoidem &. KdyZ d je deformace grupoidu & na &* mame oviem

'«:(95* =d@.

4 Kdy? je d deformace grupoidu & do grupmdu &* a f deformace grupoidu G*
do n&jakého grupoidu §, pak fd je deformace grupoidu & do §. Vskutku, podle
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definice sloZeného zobrazeni fd, a protoze d, f _]SOU deformace, plati pro a,be®
rovnosti

fd(ab) = f(dab) = f(da . db) f(da) f(db) — fda . fdb
a tedy skuteéng plati fd(ab) = fda . fdb.

13.4. Isomorfni zobrazeni

1. K pojmu deformace se pfipojuji nékteré dalsi dileZité pojmy, které jsou
v ném zahrnuty. Je to pfedevsim pojem prosté deformace grupoidu & do G*, tj. tedy
takové deformace grupoidu & do &*, v niz kazdy prvek grupoidu G* ma nejvys
Jjeden vzor. Pro prostou deformaci grupoidu & do (na) &* _|e ustalen nazev izo-
morfni zobrazem grupmdu (55 do (na) &*,

z vysledku v odst. 6.7 a 13.3.4 vyplyva, 7e kdyZd je izomorfni zobrazent gru- §
poidu & do grupoidu &* a f izomorfni zobrazeni grupoidu &* do néjakého gru- I
poidu §, pak sloZené zobrazeni fd grupoidu & do § je opét izomorfni. i

2. Izomorfni zobrazeni grupoidu & na\ grupoid &* se nazyva také izomor- T
Jismus. Ke kaZzdé prosté deformaci d grup01du ® na G* existuje oviem zobrazem
inverznid™ ! grupoidu &* na @, které j je prosté, a snadno se presvéd¢ime, e j je defor-
maci. Necht a*, b* zna&i libovolné prvky v &* a a, be @ jejich vzory v d, takse
da = a* db = b*, dab = a*b*. Podle definice inverzniho zobrazeni d~! plynou
odtud rovnosti: a = d"'a*, b = d"!b*, ab = d”la*b*, a z nich skute¢n& vychazi
d~la*b* = d " lg* .d"'b*. Kdy7 tedy existuje n&jaky izomorfismus d grupoidu &
na G*, pak existuje izomorfismus d~* grupoidu &* na &; v tomto pfipadé pravime,
Ze grupoid & (®*) je izomorfni s &* (&) nebo Ze grupoidy &, B* jsou izomorfni,
a piseme & ~ &* nebo &* ~ @. Je ziejmé, Ze pole kaZdych dvou izomerfnich gru-"
poidl jsou ekvivalentni mnoZiny.

Zobrazeni sloZené ze dvou izomorfismi je opét izomorfismus.

'3. Priklady. Abstraktni grupoid, jehoZ pole je {e} a nasobeni je popsino
v prvni multiplika¢ni tabulce v odst. 11.4.2, je izomorfni s grupoidem &,. Abstraktni
grupoid, jehoZ pole je {e, a} a nasobeni je popsano v druhé multiplikaéni tabulce
v odst. 11.4.2, je izomorfni s grupoidem &,; abstraktni grupoid, jehoZ pole je

{e,a,b, ¢, d, f} a nasobeni je popsano ve tfeti multiplikadni tabulce v odst. 11.4.2, je
izomorfni s grupoidem &,.
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13.5. Operétory, zobrazeni meromorfni a automorfni

1. Dalsi pojmy zahrnuté v pojmu deformace se vztahuji na p¥ipad, kdy jde
o deformaci grupoidu & do sebe nebo na sebe. "

Deformace grupoidu & do sebe se nazyva také operdtor na grupoidu ®,
kratleji; operdtor grupoidu & nebo téZ endomorfni zobrazeni grupoidu &.

Prosty operator na & neboli izomorfni zobrazeni grupoidu @fdo sebe se nazyva
také meromorfnz zobrazeni na grupoidu & nebo meromorfni zobrazem grupoidu &.
Meromorfni zobrazeni grupoidu & se nazyva vlastni, kdyZ obraz grupoidu & je
vlastnim podgrupoidem v &.

2. Izomorfni zobrazeni grupoidu & na sebe se nazyva také automorfni zobra-

zeni na ©, strucngji automorfismus na &.
N

3. Priklady. Napf. zobrazeni grupoidu 3 do sebe, v némZ je kazdy prvek
a € 3 zobrazen na sou¢in (v aritmetickém smyslu) ka € 3, kde k zna&i libovolné celé
nezdporné &islo, je operator na 3. V pfipadé k = 1 mame meromorfni zobrazeni
na 3, v pfipadé k = 1 automorfismus na 3 a v pfipadé k = 0 operator, ale nikoli
meromorfni zobrazeni na 3.

Nejjednodussim ptikladem automorfismu libovolného grupoidu & je identické
zobrazeni grupoidu &, tzv. identicky automorfismus na .

13.6. Cviceni

" 1. Kdyz jsou nékteré dva prvky v grupoidu & vzijemné zaménitelné, pak jejich obrazy
v kazdé deformaci grupoidu & do néjakého grupoidu G* jsou také vzajemné zaménitelné. Obraz
kazdého abelovského grupoidu v kazdé deformaci je opét abelovsky.

2. Kdy# se soudin nékteré trojélenné posloupnosti prvki a, b, ¢ € & sklada jenom z jed-
noho prvku, pak totéz plati o posloupnosti obrazi da, db, dc € &* v kazdé deformaci d grupoidu
& do néjakého grupoidu G*, Obraz kazdého asociativniho grupoidu v kazdé deformaci je opét
asociativni.

3. KdyZ je grupoid & asociativni a md centrum, pak obraz centra v kazde deformaci gru-
poidu & na n&jaky grupoid &* je v centru grupoidu G*.

4. Vzorem grupoidni podmnozZiny v &* v n&jaké deformaci grupoidu & na &* nemusi byt
podmnoZina grupoidni.

5. Kazdé meromorfni zobrazeni na libovolném koneném grupoidu ® je automorfismus
na .

6. O izomorfismu grupoida U, B, € plati tyto vyroky: a) A = U (reflexivnost);b) z ¥ = B
plyne B = U (symetrie); c) z Y = B, B = € plyne Y = € (tranzitivnost).

7. Uvedte sami priklady deformace.
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