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14. Vytvofujici rozklady

14.1. Zakladni pojmy

Necht & je libovolny grupoid.

Definice. Libovolny rozklad A v & se nazyva vytvorujici, kdyZ ma tuto vlast-
nost: Ke kazdé dvouclenné posloupnosti prvki a, b € A existuje prvek ¢ e A takovy,
Ze ab c ¢.

Pokud jde o vytvotujici rozklady na grupoidu &, viimnéme si, Ze nejveétsi
rozklad G, a nejmensi rozklad G,;, jsou vytvotujici. Na kazdém grupoidu existuji
tedy alespon oba krajni vytvorujici rozklady.

V teorii grupoidii se ekvivalence patiici vytvotujicim rozkladim (9.3) zpravidla
na‘zb)'(_\{aji prosté kongruence.

14.2. Deformacni rozklad

Necht &, &* znad&i libovolné grupoidy.

Pfedpokladejme, Ze existuje deformace d grupoidu & na &*. Deformace d,
jakoZto zobrazeni mnoZiny G na G*, urduje rozklad D grupoidu &, patfici k defor-
maci d, jehoZ kazdy prvek a se sklada ze vSech vzord v d vidy téhoZ prvku a* e (*.
Tento rozklad nazyvame deformacni rozklad vzhledem k d, nebo: rozklad patrici
k deformaci d. Protoze d zachovava nasobeni v obou grupmdech da se oc¢ekavat, Ze
rozklad D je k nasobeni v & v néjakém vztahu. Uvazujme o libovolnych dvou prvcich
a, b e D. Podle definice rozkladu D existuji prvky a*, b* e &* takové, Ze a (b) je
mnoZina viech vzord v d prvku a* (b*). VSimn&me si soucinu ab mnoZiny @ s mno-
Zinou b. KaZdy prvek c e ab je soudin n&kterého prvku a e a s né€kterym prvkem
bebazrovnostide = dab = da .db = a*b* vychazi, Ze je vzorem v d prvku a*b*.
Tedy prvek ¢ je obsaZen v onom prvku ¢ € D, ktery se sklada ze vzord prvku a*b*.
Tim jsme zjistili, Ze plati vztah @b < ¢, a vidime, Ze rozklad D je vytvofujici. Dosli
jsme k vysledku, Ze rozklad grupozdu @, patfici k libovolné deformaci grupoidu &
na me grupoid, je vytvorujzcz
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14.3. Vytvotujici rozklady v)grupoidech

Budeme se nyni zabyvat vlastnostmi vytvofujicich rozkladd v grupoidech.

1. .Soucet pruvkii vytvorupczho rozkladu Necht 4 je libovolny vytvotujici roz-
klad v grupoidu &. - A

Podmnozma sA c (55 _tj. tedy podmnozma v ©, skladajncl se ze vsech prvku

vychéazi, ie abeab c ¢ c sA, takie ab je prvkem v sA. Pfisluény podgrupoid v &
‘oznadujeme symbolem s. Je ziejmé, Ze A4 je vytvorujici rozklad na podgrupoidu s%.—
2. Obaly a priseky. Necht B zna¢i grupoidni podmnozmu a A4, C vytvofujici _
_rozklady v 6.
f KdyZ B sC # @, jsou obal BC C a priisek B C _vytvotujici rozklady v @5
ﬁ ‘Obecngji plati, Ze v pfipadé sA n sC #+ 0 jsou obal A C C a priisek A M C vytvofu- |
g jici rozklady v &.

Dikaz. Rozklad B,,, skladajici se z jediného prvku B pfedstavuje zfejmé
vytvotujici rozklad v &. KdyZ plati B n sC # 0, plati téz sl_im;:"m sC + 0 a dale:
BC C=8B,,LCC, BmnC =B, C.Ztéto uvahy soudime, Ze druha ¢ast hofej-
Siho tvrzeni je skutecné zobecnénim &asti prvni. Jde tedy pouze o dikaz druhé &asti
nasi vety.

a) Vzhledem k tomu, ¥e plati AC C = sA [ C, staéi ukézat, e rozklad
sA [ C je vytvotujici. Vezm&me v tivahu libovolné prvky ¢,, ¢, e sA [ C. Protoze
rozklad C je vytvotujici, existuje prvek ¢ e C takovy, Ze ¢,¢, = ¢. Zvolme libovolné
body xesdn ¢y, yesd nc, Pak mame xyesd.sd n ¢, < sANc, a odtud
nasleduje s4 N ¢ + 0. Vychazi tedy cesd C C. AR '

b) Budte X, j € Am1 C libovolné prvky. Podle definice priseku 4 m1 C existuji

prvky a,, d, e A; ¢;,¢, e C takové, 7¢ X = @, N ¢y y = G, N ¢,. Protoze rozklad
i A (C) je vytvotujici, existuje prvek a € 4 (¢ e C) takovy, Ze a,d, < a (¢,¢, < ¢).
Mame tedy Xy < @,d, n ¢;¢, < a n¢e€ ArmC. Tim je diikaz ukonden.

K vété, kterou jsme pravé dokazali, pfipojime jesté tyto poznamky:

Kdyz rozklad C lezi na grupoidu &, hofejsi pfedpoklad B n sC # 0 je splnén,
‘nebot pak plati sC = G > B a mame B n sC = B # 0; rozklad B C pak leZi na
‘mnoZing B. KaZda dvojice skladajici se z n&jakého vytvotujiciho rozkladu C na ©
‘a z néjaké grupoidni podmnoZiny B v & urduje tedy jednoznaéné dva vytvofujici roz-
klady v &: B C C, C m B; prvni je podmnoZinou v C, druhy rozkladem na B.

Podobné ur&uje kazda dvojice vytvotujicich rozkladii 4, C v grupoidu &, z nich?
napft. rozklad C lezi na &, dva vytvorujici rozklady v &: 4 C C, Ar C, prvni je &asti
rozkladu C, druhy rozkladem na mnoZin& sA.

Kone¢né podotknéme, Ze kdyZ oba rozklady A, C leZi na @, plati Ar:l_ p =

= (4, C) (3.5). Vidime, Ze nejvétsi spolecné zjemnéni dvou vytvorujtczch rozkladit
lesicich na grupoidu & predstavuje opét rozklad vytvofujici (srov. 14.4.3).
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3. Vynucené zdkryty. Necht opét A, C zna&i vytvofujici rozklady v grupoidu &.
Predpokladame, e plati rovnosti: A = CC 4, C = A [ C. Budiz B libovolny spo-
le¢ny zékryt rozkladt A1 sC, C m s4; tyto rozklady zfejmé le?i na mnoZiné s4 N
 sC. Vezméme déle v tvahu zékryty A, C rozkladd A, C vynucené rozkladem B
(4.1). Zakryty A, C jsou tedy spfazené a rozklad B predstavuje jejich prisek: 4 -
¢ =B

Ukazeme, Ze kdy?# je rozklad B vytvorfujici, pak totéZ plati o rozkladech A, C.

Diikaz. Pfedpokladejme, Ze rozklad B je vytvofujici a ukaZme, Ze nap¥. roz-
klad 4 ma tuté? vlastnost. Aby se zjednodusilo oznadeni, polozme A4 = sA4, C = sC.

Budiz U,d,, U,a, € 4, takZe a,, a, jsou prvky v 4 a U,(@, n C), Uy(a, n C)
prvky v B. ProtoZe rozklad A4 je vytvofujici, existuje ke kazdému soudinu a,d, prvek
a,, € A takovy, Ze platia,a, < a,,, atedy téz(a, n C)(a, n C) = a,, n C. ProtoZe
irozklad B je vytvofujici, existuje prvek UJs(@s n C) € B, takovy, Ze plati U (@ n C)

U@, n C) = UUa@, n C)(a, n C) = Us(az n C); ptitom a, znadi prvky v 4

vyznadujici se tim, Ze {J;@5 € A. Pro kazdy prvek a. (a@,), na n&j se vztahuje znaménko .
U (U,), mame tedy vztahy: (a; n C)(a, n C) < (a,, n C) = Us(@, n C). Aviak
priniky @,, 0 C, @3 n C jsou prvky rozkladu A C leZictho na mnozing 4 n C.
Z toho soudime, Ze mezi prvky a,, na néz se vztahuje znaménko |J,, existuje prvek a,
takovy, Ze a,, N C = d; n C, takZe a,, = a,. Tim jsme dosli ke vztahtm UJ,a, .
U,d, @ U U,a3,, = Usds e 4 a ditkaz je tim ukonden.

144. Vytvortujici rozklady na grupoidech

Nyni se budeme zabyvat vytvofujicimi rozklady na grupoidech. Vysledky,
k nimZ dospéjeme, se uplatiiuji ovSem téZ v pfipadé vytvofujicich rozklada v gru-
poidech, nebof kazdy vytvofujici rozklad 4 v grupoidu & je soucasn& vytvotujicim
rozkladem na podgrupoidu s3I.

1. Lokdlni vlastnosti zdkrytii a zjemnéni. Necht A g _)sou libovolné vytvotu-
jici rozklady na grupoidu ©.

Vezméme v tivahu libovolné prvky d,, a, € 4. ProtoZe rozklad A je vytvotujici,
existuje prvek a, € A takovy, Ze a,d, < a,. Dale vezméme do tivahy rozklady v G:
a,MB,a, m B, as M B. Vzhledem ke vztahu 4 = B predstavuji tyto rozklady ne-
prazdné Casti ‘tozkladu B. Proto¥e rozklad Bj je vytvortujici, existuje ke kazdym dvéma
prvkim X € a, M B, j € a, M B prvek Z € B, ktery se vyznaduje tim, Ze xy < Z.

Ukazeme, Ze Z je prokem rozkladu @, B, tedy Zea; M B. =

Vskutku, ze vztahll X < a,, y < a,, d,d, < d; plyne Xy c*ﬁ:, Miame tedy
XJ < Z N as; odtud vzhledem ke vztahu B < A vychazi Z c a, (3.2) a tedy téz
ZedymB.

Zejména vidime, Ze kdyZ prvek a, predstavuje grupoidni podmnoZinu v @, je
rozklad @, M B vytvofujici (14.3.2).
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2. Nejmensi spolecny zdkryt. Necht A, B jsou libovolné vytvofujici rozklady
na &.

"~ UkéZeme, %¢ jejich nejmensi spolecny zdkryt [ A, B] je opét vytvofujict.

Za tim ugelem uvazujme o libovolné uspofadané dvojici prvkd i, o € [ 4, B].
Mame ukazat, Ze existuje prvek w € [ A4, B] takovy, Ze iiv < w.

Budi? a e A libovolny prvek leZici v ii a b € 4 libovolny prvek leZici ve o, takZe
@ c i, b = b. ProtoZe rozklad A4 je vytvofujici, existuje prvek ¢ € 4 takovy, Ze ab < ¢c.
Prvek ¢ leZi v jistém prvku w e [ 4, B], takZe ¢ = w.

KaZdy prvek p eii lezi v jistém prvku p € A4, ktery je ¢asti prvku #; podobné leZi
kazdy prvek q € o v jistém prvku g € A4, ktery je &asti prvku 5. Mimo to je mnoZina pg
&asti jistého prvku 7 e A, takZe pg € pg = F. Z toho vidime, Ze k dikazu platnosti
vztahu iii = w stadi zjistit, 7¢ pro kazdé dva prvky p,Ge A, p< i, § < ¥ je prvek
7 € A obsahujici mnoZinu pg &asti prvku w, tj. F < w.

NuZe, budte? p,je A, p < i1, § < ¥ libovolné prvky.

Se zietelem na definici rozkladu [ 4, B] a k tomu, Ze prvek a leZi v i a prvek b
ve ¥, soudime, Ze existuje vazba {4, B} od a do p,

(1) a, ....a, (kde a, =a, a, = p),
a podobné vazba {4, B} od b do g,
(2) by, ....,b; (kde by = b, by = 7).

MiZeme piedpokladat, e f = a, nebot napk. v pfipadé f < o stadi prvek b,, oznagit
dalsimi symboly: bg.4, ..., b,
ProtoZe rozklad A4 je vytvotujici, existuji v 4 prvky

(3) Gy ooy (kde & = ¢, & =F)

takové, 7e a,b, < ¢y, ..., a,b, < ¢, Se zietelem na definici rozkladu [ 4, B] a k tomu
¥e prvek ¢ le#i ve w, soudime, Ze k diikazu platnosti vztahu 7 < w stadi zjistit, Ze
posloupnost (3) je vazbou {4, B} od ¢ do F.

ProtoZe (1) a (2) jsou vazby {4, B}, existuje ke kaZdym dvéma sousednim
prvkém a,, @, ., jisty prvek X, € B, ktery je s ob&éma incidentni, a podobné ke kazdym
dvéma sousednim prvkam b,, b, s nimi incidentni prvek y,eB (v=1, ...,a — 1)
Rozklad B je vytvotujici a tudiZ existuje jisty prvek Z, € B, pro n&jZ plati X,y, < Z,.
ProtoZe prvek X, je incidentni s a, a prvek y, s b,, je mnoZina %,y, incidentni s a,b,;
z toho plyne, Ze prvek Z, je incidentni s @,b, a tedy i s prvkem ¢,. Podobnég vidime Ze
prvek Z, je incidentnis ¢, ;. Tim je zji§téno, 7e kazdé dva sousedni prvky ¢,, ¢, jsou
incidentni s jistym prvkem Z, € B, a vychazi, Ze posloupnost (3) je vazbou {4, B} od

“c¢dor.

3. Nejvétsi spolecné zjemnéni. Necht opét A, B jsou libovolné vytvotujici roz-
klady na @.
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Plati v&ta, Ze také nejvétsi spolecné zjemnéni (4, B) obou rozkladi A, B je
vytvorujici.

Tuto vétu jsme jiz dokéazali (14.3.2) na zaklad& rovnosti (4, B) = A m B tim,
Ze jsme zjistili, Ze prasek 4 r B vytvotujicich rozkladi A, B je rovnéZ vytvofujici.

14.5. Cviceni

1.,Kdy# n&ktery prvek z € 4 vytvofujiciho rozkladu 4 v grupoidu & obsahuje grupoidni
podmnozinu X < &, takze X < g, je tento prvek a sim grupoidni.

2. Necht & znadi grupoid, jehoZ pole se sklada ze vSech pfirozenych ¢isel a jehoZ ndsobeni ~ )
je definovano takto: Pro a, b € ® je soucin ab Cislo dané v desitkové soustavé Cislici ay ... aby ...
... bg, pfiCemZ a;... a, (b;... by) je Lislice v desitkové soustave Cisla a (b). Tedy napf. 14.23 =
= 1423. UkaZte, Ze: a) grupoid & je asociativni; b) rozklad grupoidu &, jehoZ prvky jsou mnoZiny
vech &isel v &, kterd jsou v desitkové soustavé ddana &isitcemi vZdy o stejném poctu cifer, je vy-
tvofujici.

3. Grupoid &, jehoZ polem je libovolnd mnoZina a nésobeni je dano tim, Ze proa, b € &
je ab = a (ab = b), je asociativni a v§echny jeho rozklady jsou vytvofujici.
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