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15. Faktoroidy

Pojem faktoroidu, jimZ se nyni budeme zabyvat, ma v celé daldi teorii vynika-
jici alohu.

15.1. Zakladni pojmy

Necht i nadale 4 zna&i libovolny vytvofujici rozklad v grupoidu . K rozkladu
A miizeme jednozna¢ng pfifadit grupoid, ktery ozna¢ime %, definovany takto: Pole
grupoidu U je vytvotujici rozklad 4 a nasobeni je dano pravidlem, Ze soudin libovol-
ného prvku ae A s libovolnym prvkem b ¢ A je onen prvek ¢ e A, pro néjZ plati
ab < ¢. PiSeme pak zpravidla

] T gl e s _ -
e d.b=2¢,
takZe znaménka o pouZivime k oznadeni soudind v grupoidu U podobné jako pouzi-
vame znaménka . k oznadeni soudind v grupoidu &, a mame ab c a.be .

Grupoid U nazyvame faktoroid v grupoidu & a je-li A na grupoidu ®, fikame
mu faktoroid na grupoidu & nebo faktoroid grupoidu &. Kazdy vytvortujici rozklad
v grupoidu & uruje tedy jednoznaéné jisty faktoroid v &, a to onen, jehoZ polem je;
pravime, Ze ke kazdému vytvortujicimu rozkladu v & prislusi neboli patri jisty fakto-
roid v &.

Vsimnéme si, e na grupoidu & existuji alespoii dva faktoroidy, a to tzv. nej-
vét5T faktoroid ®,,,, ktery piislusi k nejvétsimu vytvotujicimu rozkladu G, a nej-
mens{ faktoroid @, piisluSny k nejmensimu vytvofujicimu rozkladu G,;, gru-
poidu .

Tyto krajni faktoroidy na & jsou vzajemné riizné nebo splyvaji podle toho, zda
grupoid & obsahuje vic neZ jeden nebo pravé jeden prvek.

15.2. Pfiklad faktoroidu

UvaZujme napf. o grupoidu 3. Necht’@naéi libovolné pfirozené &islo a necht
a;, kde i je libovolné &islo 0, ..., n — 1, znaéi mnoZinu vSech prvka v 3, které pii
déleni ¢islem n daji zbytek i. MnoZiny d, ..., d,_, jsou tedy tyto:
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. A - G = {4 4 e
W o= mamigdl L e Ma, ) ~ {3 = e

EO = {.--, - 2", - n, 0, n, 2", ...}, i~ A/
a ={., —2n+1, —-n+1, 1, n+1, 2n + 1, )} ;
a ={., —2n+2, —-n+ 2, 2, n+ 2, 2n + 2, o)

.........................................................................

dpoy={.., = 2n+n—-1, —n+n—-Ln—4Ln+n-1,2n+n~-1, ...}

Vidime, Ze systém {d,...,a,-,} je rozklad grupoidu 3; oznalime jej Z,.
Snadno ukaZeme, Ze Z, je vytvorujici rozklad grupoidu 3. Za tim udelem zjistime,
Ze soutin libovolného prvku a; € Z, s libovolnym prvkem a; € Z, je &asti n¥které-
ho daldiho prvku G, e Z,. Podle své definice se mnoZina a,a; sklada ze soudind.
a . b kazdého prvku a € a; s kazdym prvkem b € a;. Necht tedy a (b) znadi libovolny
prvek v @, (a;), takZe zbytek déleni &isla a (b) &islem n je i (). Podle definice nasobe-
ni grupoidu 3 je a.b &isloa + b a toto je v mnoZiné G, kde k znad&i zbytek déleni

Vychézi tedy a,a; < a, a tim je dokazano, Ze rozklad Z, je vytvofujici. Pfislusny fak-
toroid 3, se tedy sklada z n prvki: do, ..., ,-, a jeho nasobeni je definovano pra-.
vidlem, Ze soutin @, . a; je prvek a,, pfi¢emz k je zbytek déleni Cisla i + j Cislem n.
Je ztejmé, Ze 3, je nejvétsi faktoroid na 3.

15.3. Faktoroidy v grupoidech

Pfedev§im vezmeme v tivahu faktoroidy v grupoidech. Pfipomefime, 7e na gru--
poidy pfenaSime pojmy a symboly, které jsme definovali pro jejich pole a nasobeni.
Tento rozSifovaci postup prenasime i na faktoroidy. Kvili pfehlednosti jsou niZe
uvedeny nejduleZitéjsi pojmy a symboly i vysledky ziskané timto postupem.

1. Zdkryty a zjemnéni. Necht 9, B jsou faktoroidy v grupoidu &.

Faktoroid U (%) se nazyva zdkryt (zjemnéni) faktoroidu % (%), kdyZ pro pole
A, B faktoroidt %, B plati vztah 4 > B. V tom piipadé piseme % = B nebo B < U.
Zfejmy je obsah pojmi normdlniho a ryziho zdkrytu (zjemnéni) faktoroidu % ()
(2.4). Z relace I = B plyne sU o sB a v pipadé ryziho zékrytu (zjemnéni) sU = s.
Kdyz plati % = B a soudasné je & + B, pravime, Ze U (B) je vlastni zdkryt (vlastni
zjemnéni) faktoroidu B (); v tom p¥ipadé nékdy piseme U > B nebo B < .

2. Obaly a priseky. Budiz B < & libovolny podgrupoid a ¥, € n&jaké fakto-
roidy v grupoidu &.

KdyZ je BnsC =+ 0, jsou (14.3.2) obal B C a priisek B m C vytvofujici
rozklady v grupoidu &. Pfislusné faktoroidy v & nazyvame obal podgrupoidu B ve
- faktoroidu G a priisek podgrupoidu B (faktoroidu §) s faktoroidem € (s pod-
grupoidem B); oznaleni pro obal: B [ € nebo € J P, pro prisek: B M € nebo
€ B. _

Rovné? je ziejmy obsah pojmi, které definujeme v p¥ipadé sd nsC + @
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a oznaCujeme ¥ [ G nebo € J A a Y M §; prvni faktoroid se nazyva obal faktoroidu
A ve faktoroidu G, druhy prisek faktoroidu U s faktoroidem §. Ziejmé plati:
AmeE=6cmaq.

Vsimnéme si, Ze faktoroid B [ @ je podgrupoidem ve faktoroidu ¢ a B 1 &
faktoroidem v podgrupoidu 8.

Kdy? zejména @ lezi na grupoidu &, je hotejsi predpoklad B~ sC # 0 splnén
a prisek B M1 ¢ predstavuje faktoroid na podgrupoidu B. Kazda dvojice skladajici
se z n&jakého faktoroidu € na & a z né&jakého podgrupoidu B v & uréuje tedy jedno-
znaéné dalsi dvojici, ktera se sklad4 z podgrupoidu B C @ v € a z faktoroidu B r1
na B.

Podobné& uréuje dvojice skladajici se z libovolného faktoroidu ¥ v grupoidu &
a z né&jakého faktoroidu € na grupoidu & dalsi dvojici faktoroida ¥ C € a ¥ M1 G,
z nichZ prvni je podgrupoidem v € a druhy faktoroidem na s%.

Kone&né poznamenejme, Ze kdy? faktoroidy U, € grupoid & pokryvaji, splyvd
jejich priisek s tzv. nejvétsim spolecnym zjemnénim (¥, §) faktoroidis U, G, takZe
Ar ¢ =(U,¢) (154.5).

Priklad. Abychom hotej§i pojmy objasnili na pfikladg€, uvazujme opét o fakto-
roidu 3, na grupoidu 3 (n = 1). Necht %,, zna¢i podgrupoid v 3, jehoZ pole se sklada ze
vSech celych nasobkid néjakého prirozeného ¢isla m, a abychom sviij pfiklad zjedno-
dusili, pfedpokladejme, Ze nejvétsi spolecny délitel Cisel m, n je 1, tj. Ze Cisla m, n
jsou nesoudélna.

Z kterych prvki se skladaji faktoroidy U,, C 3,, 3, M U,.? ,

UvaZme, které z prvki dg, ..., @, € 3, jsou incidentni s podgrupoidem %I,
Libovolny prvek a; € 3, je incidentni s U,,, kdyZ a jen kdyZ v ném existuje n&jaky cely
nasobek xm &isla m (x celé Eislo). ProtoZe kazdy prvek v a; ma tvar yn + i, kde také y
znadi celé ¢&islo, vidime, Ze prvek a; je incidentni s U, kdyZ a jen kdyZ rovnice xm =
= yn + i a tedy také rovnice xm — yn = i ma feSeni v celych &islech x, y. Protoze
nejvétsi spoledny délitel &isel m, n je 1, existuji cela &isla a, b vyhovujici rovnici
am — bn = 1. Odtud plyne, Ze pro kazdé &isloi = 0, ..., n — 1 ma rovnice xm —
— yn = i feSeni v celych &islech, a to x = ai, y = bi, a tim je ukazano, Ze kazdy
prvek @, € 3, je incidentni s ¥,,. Vychazi tedy, Ze faktoroid %,, 3, je identicky se 3,
a prvky faktoroidu 3, M U, jsou mnoZiny skladajici se ze vSech celych nasobkii Eisla m
obsaZenych v jednotlivych prvcich a,, ..., a,-, faktoroidu 3,.

3. PolospFazené neboli volné spraZené a spraZené faktoroidy. Budte 9, € fak-
toroidy v grupoidu &.

Pravime, Ze faktoroidy %, € jsou polospraZené neboli volné spfaZené (spra-
Zend), kdyZ tuto vlastnost maji jejich pole 4, C (4.1). :

Napt. obal ¥ [ 9 libovolného podgrupoidu ¥ < & ve faktoroidu 9 v gru-
poidu & a prisek D M1 ¥ (X N sY + Q) predstavuji sprazené faktoroidy.

V dal§im vykladu predpokladame, Ze plati rovnosti: ¥ = € C %, € = UL 6.

V této situaci lezi v grupoidu & podgrupoid sU N sG a na ném faktoroidy
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ArsG, EMsU. Z vdty v odst. 14.3.3 soudime, Je kaZdy spolecny zdkryt B téchto
faktoroidii vynucuje spFaZené zakryty =9, @j =€ faktorozdu A, G, pFicem? se
tyto zdkryty secou ve faktoroidu B: Y1 ¢ =

4. Adjungované faktoroidy. Necht jsou QI, @ faktoroidy a B, © podgrupoidy
v grupoidu &. Dale oznaéme Y = s, € = sG; symboly B, D znaéi pole podgrupoidi
B, D.

Predpokladame platnost vztahli: Bed, De@; BN D + P; pfitom prvni
vzorce vyjadtuji vztahy Be U, D € G.

Pravime, Ze faktoroidy U, € jsou adjungované vzhledem k podgrupoidim
¥, D, kdyz tuto vlastnost maji rozklady A, C vzhledem k podmnoZinam B, D (4.2).
Tuto situaci miZzeme téZ vyjadfit vzorcem:

SOCANGC) =sDLCEMY).

Predpokladejme, Ze faktoroidy ¥, € jsou vzhledem k podgrupoidim 9B, D

adjungované. Pak

Yy =CC¥Y, U, =DCY,

¢ =91EQ_5, @2=%Eé
jsou faktoroidy v &. Oznatme U, = s¥,, U, = sU,; €, = sG,, €, = s§,. Z vy-
sledku v 4.2 plyne s pfihlédnutim k 14.4.2; 14.3.3 tato véta:

Faktoroidy %,, €, maji spfaené zdkryty 9, & vyznadlujici se tim, %e U, e i,
G, e §; tyto zékryty jsou dany konstrukci popsanou v 4.2a). Podgrupoidy %, , €, jsou
incidentnf.

5. Retézce faktoroidii. Necht jsou % > B podgrupoidy v grupoidu @.

Retézcem faktoroidit od W do B, struénéji Fetézcem od U do B rozumime ko-
neénou posloupnost sloZzenou z o (= 1) faktoroidd §;,..., &, v &, ktera se vyznaduje
témito vlastnostmi: a) Faktoroid §, leZi na %; b) pro 1 <y < « — 1 faktoroid
R, +1 leZi na n&kterém prvku v &,; ¢) B € &,. Takovy fetézec oznatujeme

K1 oo = Ky
struéngji: [§]

Pojmy, které jsme v odst. 2.5 a 4.2 definovali pro fetézce rozkladt, daji se bez-
prostfedné pfenést na fetézce faktoroidii. Zejména je pojem adjungovanych fetéz
faktoroidd definovan takto:

Necht A> B, €>D jsou podgrupoidy v & a

([_ﬁ] =) “él_—)"'—*ﬁq,
%] =) H-.o ¥
fetézce faktoroidti od ¥ do B a od € do D.
Retézce [&], [€] se nazyvaji adjungované, kdyZ a) jejich konce splyvaji, tedy
U =C, B =7D; b) kazd¢ dva &leny &,, ¢ jsou adjungované vzhledem k sf, .,
s@yiproy=1,..,0 6 = 1, ..., B; pfitom znadi s§,+, = B, s, = D.
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15.4. Faktoroidy na grupoidech

Budeme se nyni zabyvat faktoroidy na grupoidech. Ptisluiné vysledky se &asto
uplatiiuji i v pfipadech, Ze jde o faktoroidy v grupoidech, nebot kazdy faktoroid %
v grupoidu & lezi sou&asné na podgrupoidu s¥.

1. Zdkryty a zjemnéni. Navazujeme na pojmy zakrytu a zjemnéni faktoroidu
leziciho v grupoidu &, popsané v odst. 15.3.1. Nyni se zajimame o ptipad, Ze jde
o faktoroidy na grupoidu .

Nuze, necht U, B jsou faktoroidy na grupoidu &.

Vime, Ze se faktoroid % () nazyva zakryt (zjemnéni) faktoroidu B (%) a Ze
tuto situaci zapisujeme symbolem A = B nebo B < U, kdyZ pole 4, B t&chto fakto-
roidii souvisi vztahem A4 = B.

Napt. &, (B) predstavuje nejvétsi (nejmensi) zakryt faktoroidu ¥ v tom
smyslu, Ze kazdy zdkryt faktoroidu ¥ je zjemnénim faktoroidu &, ,, a zakrytem
faktoroidu B; obdobng plati, 7e faktoroid ¥ (G,,) piedstavuje nejvétsi (nejmensi)
zjemnéni faktoroidu .

KdyZ je ¥ = B, je rozklad A zakrytem rozkladu B, takZe tento zakryt je
vynucen jistym rozkladem B le¥icim na rozkladu B a oviem téZ na faktoroidu B
(2.4). Pripometime, e kaZdy prvek b € B predstavuje systém podmnoZin v ®, které
jsou prvky faktoroidu %, a Ze rozklad 4 obdrZime, kdyZ sjednotime vzdycky vsechny
prvky faktoroidu B, které le#i v jednotlivych prycich b.

Naopak je kazdym rozkladem B na faktoroidu ¥ vynucen jisty zakryt roz-
kladu B, ktery viak neni nutn& vytvotujici. Vidime, ¥e zakryt vynuceny rozkladem B
neni vidycky polem faktoroidu.

UkéZeme, e plati tato véta:

Budi? % faktoroid na grupoidu ®, B néjaky jeho rozklad a A zdkryt pole B
faktoroidu B vynuceny rozkladem B. Rozklad A je vytvorujici tehdy a jenom tehdy,
kdy? je vytvorujici rozklad B.

Dutkaz. a) Pfedpokladame, Ze rozklad B je vytvofujici. Vezm&me v wivahu
libovolné prvky a,, @, € A. Mame ukézat, Ze existuje prvek a, € 4 takovy, Ze plati
@,a, < a,. NuZe, vzhledem k definici rozkladu A4 plati vzorce a, = U,b;, a, = U,b,,
pfi¢emZ se symbol U, (U 2) vztahuje na v§echny prvky faktoroidu B obsaZené v jistém
prvku by (b,) rozkladu B. Proto¥e rozklad B je vytvofujici, existuje prvek b; € B
takovy, ¥¢ by o b, = bs. BudiZ d, soudet viech prvki faktoroidu ¥ obsaZenych

v prvku b, takZe @, € 4. Zttejm& mame pro kaZdy prvek b, (b,), na ngjZ se vztahuje
symbol U (U,), by - b, € by , b, = bs. Odtud plynou vztahy: a,a, = U,U,b,b, =
< U U,b; o b, = a3, a jimi je dovozena spravnost prvni asti nasi véty.

b) Predpokladejme 7e rozklad 4 je vytvofujici. Vezméme v tvahu libovolné
prvky by, b, € B a ponechejme symbolim &,, @,, b, b, hotej§i vyznam. ProtoZe
rozklad A4 je vytvotujici, existuje prvek a, € 4 takovy, 7e @,d, = a;. Podle definice
rozkladu A4 existuji prvky b, € B takové, Ze G, = Ub; a Ze mnoZina téchto prvki
predstavuje jisty prvek bs € B. Pro libovolné prvky b, € by, b, € b, mame vztah
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b,b, = @y a vidime, Ze existuje prvek b, e b, takovy, e b,b, = b,. Odtud plyne
51 o by = by e byavychazib, o b, © b;, ¢imZ je ditkaz ukonden.

Vidime tedy, %e oba rozklady A, B jsou vytvoFujici soucasné, tj. kdyZ jeden
z nich je vytvotujici, pak je také druhy. KdyZ jsou vytvofujici, pak k rozkladu A4
pFislusi jisty faktoroid U na grupoidu & a plati % = B; podobné k rozkladu B piislusi
jisty faktoroid B na faktoroidu ¥. Faktoroid ¥ se nazyva zdkryt faktoroidu B
vynuceny faktoroidem 5. Kazdy faktoroid na libovolném faktoroidu % grupoidu &
vynucuje tedy jisty zakryt faktoroidu B a naopak, kazdy zakryt faktoroidu % je vy-
nucen jistym faktoroidem na 9.

Priklad. Abychom tyto pojmy objasnili na ptiklad€, uvaZzujme opét o fakto-
roidu 3, na grupoidu 3 (15.2). Pfedpokladejme, Ze Gislo n je v&tsi neZ 1 a Ze neni prvo-
&islo. Pak existuje n&jaky délitel (1 <) d (< n) €isla n a mame n = qd, kde g znati
dalsi ptirozené &islo, a to 1 < g < n. UvaZujme nyni o rozkladu Z, faktoroidu 3,,
jehoZ prvky jsou tyto:

ero = {50, ’ ifd, ZiZd, ooy Fi(q—l)d} N
ay  ={a;, dgr1s Aaaers oo a(q-x)dn} s

Ag—q1 = {54—1» gea-15 G2g4d—1> ++ a(q—l)d+d—1} >

takze libovolry prvek a; (i = 0, ...,d — 1) rozkladu Z, se sklada z téch prvkia fakto-
roidu 3,, jejichz indexy daji délenim &islem d zbytek i. UkaZme, Ze rozklad Z, je
vytvotujici. Za tim udelem uvaZujme o libovolnych prvcich a;, a j rozkladu Z4 a uka?-
me, Ze plati vztah g, . Ej < a,, kde k je zbytek déleni &isla i + j &islem d. Necht a,
znadi libovolny prvek v a;, @, libovolny prvek v a;, takZe o da d&lenim &islem d zbytek
i a fzbytek j; Gisla o + B, i + j lisi se tedy jenom o cely nasobek ¢isla d. Podle defi-
nice nasobeni faktoroidu 3, je @, °© a; = a,, kde y je zbytek déleni &isla o + f Cislem n.
ProtoZe d je délitelem d&isla n, 1isi se Cisla o + f3, y, a tedy i Cisla i + j, y jenom o cely
nasobek Cisla d; ¢islo y ma tedy pri delem cxslem d zbytek k. Odtud vychazi a, . a; =
=ad,€e a, a tim je zji§tén zminény vztah q; . a; ; € a. Zakryt faktoroidu 3, vynuceny
faktoroxdem 3, piislusnym k vytvofujicimu rozkladu Z,, sklada se z d prvki

{c. —n+i, —n+d+i, ..., —n+(q—=10)d+iid+i ...,
gq-Dd+in+i,n+d+i ...,n+(qg—1)d+1i ..},

pfi¢em? i znadi vZdy jedno €islo O, ..., d — 1.

2. Lokdlni vlastnosti zdkrytit a zjemnéni. Necht % = B jsou libovolné fakto-
roidy na grupoidu &.

Vezmé&me v tvahu libovolné prvky a,, @, € ¥; by, b, € B ve vztazich @, > b,,
a, o b, a déle rozklady v &: @, Mm%, @, 11 B. Vzhledem k relaci % = B predstavuji
uvedené rozklady komplexy v B. '

8*
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UkaZeme, Ze plati tyto vzorce:
(1) 51052351052,
(2) (51ﬁ®o(52H®C(51052ﬂ§).

Duikaz. a) Ze vztahtt bib, < by o by, N a8, = by o by N G, o G, soudime, e
prvky by o b, €9, d,04d, €Y jsou incidentni. Z toho plyne, vzhledem k relaci
A =2 B (3.2), vzorec (1).

b) Squdin %o 7 s libovolnymi faktory Xea, M'B, jed, M B je prvek Ze B,
pro né&jZ plati Xy < Z, a tento prvek je obsaZen v rozkladu d, o @, 1B (14.4.1).

Zejména vidime, Ze kdyZ je néktery prvek a € U grupoidni podmnoZinou v &,
tak?e @o.a = a, vychazi ze vzorce (2) (pro a; = a, = a): (aMB).(ar V) <
< (am®). V tomto ptipadé predstavuje tedy rozklad a r 9B grupoidni komplex ve
faktoroidu 3.

Kdy? je n&ktery prvek a e ¥ grupoidni podmnoZinou v &, vytvotfuje rozklad
@ B na prisluiném podgrupoidu a <« & faktoroid a M1 B.

Zejména je kaXdy prvek ae U faktoroidu U: obsahujici idempotentni bod
a € a, tj. takovy bod a, pro né&jZ plati aa = a € a, grupoidni podmnoZinou v &
(15.6.4).

Vidime, Ze kdyZ je bod a € & idempotentni, pfedstavuje onen prvek ae %,
ktery jej obsahuje, grupoidni podmnoZinu v &, a rozklad a1 vytvofuje na pii-
sludném podgrupoidu ¢ = & faktoroid a m .

3. Spolecny zdkryt a spolecné zjemnéni dvou faktoroidii. Necht U, B znadi
libovolné faktoroidy na grupoidu .

Spolecnym zdkrytem, struénéji zdkrytem faktoroidi ¥, B rozumime ka?dy
faktoroid na @, ktery je zakrytem kaZdého faktoroidu ¥, B.

~Podobn& rozumime spolecnym zjemnénim, strucnéji zjemnénim faktoroidi
9, B kazdy faktoroid na &, ktery je ziemn&nim kaZdého faktoroidu 2, 9B.

Napt. nejvétsi faktoroid ©,,, je spoleénym zakrytem a nejmensi faktoroid &,
spole¢nym zjemnénim faktoroidd A, .

Snadno vidime, Ze kaZdy zdkryt kaZdého spolecného zdkrytu faktoroidii A, B
je opét jejich zdkrytem; podobné je kazdé zjemnéni kaZdého spolecného zjemnéni
faktoroidit W, B opét zjemnénim téchto faktoroidii.

4. Nejmensi spoleény zdkryt dvou faktoroidii. Z odst. 14.4.2 vime, Ze nejmensi
spoledny zakryt poli faktoroidt %, B je vytvorujici rozklad grupoidu . Faktoroid
patfici k nejmensimu spole¢nému zakrytu poli faktoroidd U, B se nazyva nejmensi
spolecny zdkryt, struén&ji nejmenst zdkryt faktoroidii U, B, a oznacuje se [U, TJ]
nebo [B, U].

Z definice faktoroidu [, B] vyplyva, Ze jeho pole je zjemnénim kazdého spo-
le¢ného zakrytu poli faktoroidd U, B a tedy také kazdého vytvofujiciho spoleného
zakrytu poli faktoroidi U, B. Z toho vidime, Ze faktoroid [U, B] je spole¢nym za-
krytem faktoroidt U, B, ktery je nejmensi v tom smyslu, Ze kaZdy spoleény zakryt
obou faktoroidi je jeho zakrytem.
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5. Nejvétsi spolecné zjemnéni dvou faktoroidii. Z odst. 14.4.3 vime, Ze nejvétsi
spole¢né zjemnéni poli faktoroidd U, B je vytvorujici rozklad grupoidu &. Faktoroid
patfici k nejvétsimu spoleénému zjemné&ni poli faktoroidd U, B se nazyva nejoétsi
spole¢né zjemnéni, strungji nejvétsi zjemnéni faktoroidit U, B a oznacuje se (U, B)
nebo (3B, U).

Z definice faktoroidu (U, ) vyplyva, Ze jeho pole je zakrytem kaZdého spoled-
ného zjemnéni poli faktoroidd A, B a tedy také kaZdého vytvotujiciho spoleEného
zjemnéni poli faktoroidii U, ®B. Z toho vidime, Ze faktoroid (%, B) je spolenym zjem-
nénim faktoroid& U, B, které je nejvétsi v tom smyslu, Ze ka*dé spoledné zjemnéni
obou faktoroidi je jeho zjemnénim.

Pii této prileZitosti pfipomefime platnost vzorce: (¥, B) = AMB (15.3.2).

6. Moduldrni faktoroidy. Budte %, U, B faktoroidy na grupoidu & takové, Ze
ERRTH

Pravime, Ze faktoroid % je moduldrni vzhledem k faktoroidim %, ¥ (v tomto

pofadi), kdyZ plati:
[% (%, ®B)] = (%, [¥, B)) .

KdyZ napt. € = Bnebo ¥ = ©,,,, je faktoroid B modularni vzhledem k fakto-
roidim %, 9. '

Necht jsou libovolné faktoroidy %, 9; U, B na grupoidu & ve vztazich £ = ¥,
) = B a predpokladejme, Ze faktoroid B je modularni vzhledem k %, ¥ a Ze fakto-
roid % ma tuté? vlastnost vzhledem k 9, B.

Pak mame rovnosti

(=) [ (ZY] =(%[¥2),
(8 =) [% (D] =(9[3 %)

ptiem? 9 (B) znaéi faktoroid definovany prvnim (druhym) vzorcem.
V této situaci plati interpolacni vzorce

E3

° —

A=A,

Q J—

B

v

S|
%

1\

a ddle rovnosti (4.3):
(1) [, 8] =[¥.9]; [%9]=[%9]; [D4]=[D 9],
(2) (@ %)= (% %)= @9 = (% 9),[%3).
7. Doplitkové faktoroidy. Budie U, B libovolné faktoroidy na grupoidu ®.
Faktoroidy ¥, B se nazyvaji dopliikové, kdyZ jsou dopliikovymi jejich pole,
tj. kdyZ kazdé dva prvky a@ € U, b e ® lezici v témZ prvku i € [, ¥B], jsou incidentni.
KdyZ napf. jeden z obou faktoroidi je zdkrytem druhého, jsou oba faktoroidy
dopliikové.
Kdy? pro néjaky faktoroid % na grupoidu @ plati vztah 2 = U a faktoroidy
U, B jsou doplitkové, je faktoroid B modularni vzhledem k %, U (5.4).
Pozdgji (25.3) uvidime, Ze se n&které grupoidy vyznaduji tim, Ze na nich jsow
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kazdé dva faktoroidy doplitkové. Proto je vhodné podotknout, Ze dva faktoroidy
daného grupoidu obecné doplitkovymi nejsou. Napf. na grupoidu, jehoZ pole ma
&tyfi prvky a, b, ¢, d a nasobeni je dano vzorcem xy = y, jsou viechny rozklady vy-
tvofujici (14.5.3); faktoroidy, jejichZ pole jsou nap¥. oba rozklady {a, b}, {c, d} a {a},
{b, ¢, d} doplitkové nejsou (5.6.2).

15.5. z-stupnové grupoidni ttvary

Pristoupime nyni k definici sloZit&jsiho pojmu zaloZeného na vyznamu a-stuptio-
vého mnoZinového utvaru, ktery ma v dalsich uvahach dileZitou tlohu.

Budiz a (= 1) libovolné ptirozené &islo a ([U] =) (¥, ..., U,) libovolna
a-Clennd posloupnost grupoidii. Symbol A4, necht znaci pole grupoidu %, y =
=1,2,...,a

o=stupriovym grupoidnim utvarem, struné&ji grupoidnim utvarem nebo prosté
dtvarem, vzhledem k posloupnosti [A], rozumime grupoid 9 tohoto sloZeni:

Pole grupoidu 9 je a-stupiiovy mnoZinovy ttvar vzhledem k posloupnosti
(Ay, ..., A,); kazdy prvek a = (ay, ..., a,) e & predstavuje tedy a-&lennou posloup-
nost, jejiz kazdy €len a,, y = 1, ..., «, je komplexem v grupoidu ,. Dale se nasobeni
v grupoidu 9 vyznaduje tim, Ze pro kazdé dva prvky a = (a, ..., @,), b = (by, ...,
... b,) e ¥ a jejich soutin ab = ¢ = (¢, ..., &) e q plati vztahy: a,b, = ¢y, ...,
a,b, < ¢,

V dalSich tvahach se budeme zabyvat zejména pfipadem, kdy grupoidy
Ay, ...y U, jsou faktoroidy Ay, ..., A, na . Takové a-stupiiové grupoidni Gtvary maji
tedy toto sloZeni: Kazdy prvek a = (ay, ..., a,) € U predstavuje a-&lennou posloup-
nost, jejiz kazdy ¢len a,, y = 1, ..., a, je rozkladem v grupoidu &, a to komplexem ve
faktoroidu . Nasobeni v grupoidu ¥ se vyznaduje tim, Ze pro kazdé dva prvky
a=(ay....a,), b=(b,...b)ed a jejich soutin ab=c = (¢y,..., ) plati
vztahy: @, o b; = ¢, ..., G0 b, < C,.

15.6. Cviceni

1. Ukazte, %e grupoidy 3, 3, (n = 1) jsou izomorfni.

2. Necht Qfm znadi podgrupoid v 3, jehoZ pole se sklada ze v8ech celych ndsobkl néjakého
ptirozeného &isla m > 1. Z kterych prvki se sklddaji faktoroidy U, C 3,2 3, M %, (0 > 1),
kdyZz m, n nejsou nesoudélna?

3. Kazdy faktoroid na n&jakém abelovském (asociativnim) grupoidu je abelovsky (aso-
ciativni).

4. Kdyz ng&jaky grupoid & obsahuje prvek a takovy, Ze aa = a, tzv. rovnomocny neboli
idempotentni prvek (15.4.2), pak onen prvek libovolného faktoroidu v &, ktery obsahuje prvek a,
je rovnéZ rovnomocny.
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