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16. Deformace faktoroidu

16.1. Véty o izomorfismu grupoidi

Pfistoupime nyni k ivaham o tzv. vétdch o izomorfismu grupoidii. Tyto véty
popisuji situace, které se vyskytuji pfi homomorfnich zobrazovanich grupoidii popf.
faktoroidi a souvisi s pojmem izomorfismu. MnoZinova struktura téchto vét je vy-
jadfena vétami o ekvivalenci, o nichZ jsme jednali v odst. 6.8.

1. Pronivéta. Necht &, B* znadi né&jaké grupoidy a piedpokladejme, Ze existuje
né&jakd deformace d grupoidu & na &*. V odst, 14.2 jsme ukazali, Ze rozklad D gru-
poidu & patiici k deformaci d je vytvofujici. Nech? D znaé&i faktoroid pfislusny k vy-
tvofujicimu rozkladu D. KdyZz ke ka’dému prvku da e D pfifadime onen prvek
a* e % z jehoZ vzorti v d se @ sklad4, obdrZime jisté prosté zobrazeni faktoroidu
na grupoid &*; ozna¢me je i. Podle definice zobrazeni i plati tedy rovnost ia = da,
a to pro kaZdy prvek a € D a kazdy prvek a € a. Necht a, b zna&i libovolné prvky v D
a necht a je libovolny prvek v a a b libovolny prvek v b. Pak plati vztahy: ab e ab <
c do.beD a odtud plyne i(@ o b) = dab = da .db = ia.ib. Mame tedy rovnost
i(a o b) = ia . ib, ktera vyjadfuje, Ze i je deformace, a tedy (protoZe je prosta) izo-
morfismus faktoroidu © na &*. Tim jsme dosli k poznatku, Ze kdyZ existuje néjaka
deformace d grupoidu & na &*, pak na & existuje faktoroid izomorfni s &*, a to
faktoroid ® pfisluiny k vytvofujicimu rozkladu patficimu k deformaci d, pficem?
izomorfismus je vyse definované zobrazeni i. O faktoroidu D pravime, Ze pat#i neboli
pFislusi k deformaci d.

Necht nyni naopak ® zna&i libovolny faktoroid na & a necht d zna¢i zobrazeni
grupoidu & na ® definované takto: Obraz v d libovolného prvku a € & je onen prvek
a e D, vnémz a leZ, tj. pro n&jZ plati a € a. Snadno ukaZeme, Z¢ d je deformace gru-
poidu & na . Za tim udelem uvaZujme o libovolnych prvcich a, b e & a o on&ch
prvcich a, b € ®, které obsahuji a, b, tak¥e @ = da, b = db. Ze vztahll ab e ab <
caobeDplyneabeadobadaledab = a° b = da o db, takZe skute¢n& zobrazeni d
zachovava nasobeni v grupoidech &, D. Vychazi tedy, Ze se grupoid & da deformovat
na kazdy faktoroid ® leZicina &, a to tak, Ze se ka?dy prvek v & zobrazi na onen prvek
v D, v némZ lezi. Odtud plyne dale, Ze se grupoid & da deformovat na kazdy grupoid
&*, ktery je izomorfni s nékterym faktoroidem na &.

Hofejsi vysledky struéné shrnuje tzv. proni véta o izomorfismu grupoidii:

Kdy# grupoid &* je homomorfni s grupoidem &, pak je izomorfni s jistym
faktoroidem na &; kdyZ grupoid &* je izomorfni s nékterym faktoroidem na gru-
poidu &, pak je homomorfni s . Zobrazeni faktoroidu © patrictho k deformaci d
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grupoidu & na grupoid &*, v némz se kazdy prvek a e ® zobrazi na d-obraz bodi
grupoidu & obsaZenych v proku a, je izomorfismus.

2. Druhd véta. Budte ¥, B sprazené faktoroidy v grupoidu .

KaZdy prvek faktoroidu ¥ je tedy incidentni pravé s jednim prvkem v B a sou-
casné je kazdy prvek faktoroidu ¥ incidentni pravé s jednim prvkem v U (15.3.3).
KdyZ ke kaZzdému prvku a e Y prifadime onen prvek b € 9, ktery je s nim incidentni,
obdrZime prosté zobrazeni i faktoroidu ¥ na faktoroid %. UkaZeme, Ze toto zobrazeni
i pfedstavuje izomorfismus faktoroidu ¥ na faktoroid 5.

Za tim ielem vezm&me v ivahu libovolné prvky @,, @, € % a s nimi incidentni
prvky by, b, €D, takie b, = ia,, b, = ia,. Polome X; =a; nb, (+0), X, =
=d,nb, (& 0). Zfejm& plati vztahy: X%, € @,d, < d, 0 a,, %%, < b;b,
< by o b,, pfiemZ oviem @, o a, € U (b, o b, € B) znadi soudin z prvku a, (b;) a
a, (b,). Mame tedy: X,X, < @, o @, 0 by o b, a vidime, Ze prvek b, o b, je incidentni
s prvkem @, o @,. Odtud plyne by o b, = i(a, ° a,) a vychazi i(d, - a,) = ia, o ia,.
Tim je dikaz ukoncen.

Vysledek, k némuZ jsme dosli, shrnuje tzv. druhd véta o izomorfismu grupoidii:

KaZdé dva spraZené faktoroidy W, B v grupoidu & jsou izomorfni, tedy
A ~ B. Zobrazeni faktoroidu W na faktoroid B, které obdrzime, kdy? ke kaZdému
proku v 3 pFifadime onen proek v B, jenZ s nim inciduje, je izomorfismus. '

Diilezity zvlastni pfipad (15.3.3) této v&ty se tyka izomorfismu obalu a priiseku
podgrupoidu ¥ < & a faktoroidu 9 v &: V pripadé X n sY + 0 plati vztah:

¥CYD~Y M %E,

pFicdem? izomorfismus je realizovdn incidenci prokii. X popt. Y znadi pole grupoidu
¥ popt. 9.

3. Treti véta. Necht B znaéi libovolny faktoroid na & na B a libovolny fakto-
roid na B. Jak vime (15.4.1), vynucuje faktoroid B jisty zakryt U faktoroidu 9.
Pripomeiime si, Ze ¥ je faktoroid na grupoidu & a kazdy jeho prvek je soudtem viech
prvki faktoroidu B, které jsou obsaZeny vidy v témZ prvku faktoroidu B. KdyZ ke
kaZdému prvku b e P ptitadime onen prvek ae %, ktery je soudtem viech prvkii
faktoroidu % leZicich v prvku b, obdrZime jisté zobrazeni, ozna¢me je i, faktoroidu B
na faktoroid Y. UkaZeme, Ze i je izomorfismus.

Piedevsim je zfejmé, Ze zobrazeni i je prosté. Abychom ukazali, Ze je deformaci,
uvaZujme o libovolnych prvcich b, bz € P a o soutinu b, € B prvku b, s prvkem b,.
Podle definice nasobeni faktoroidu ¥ plati pro kaZdy prvek b, € B obsaZeny v b,
a kazdy prvek b, € B obsaZeny v b, vztah b, o b, € b;. Necht @, zna&i onen prvek
zékrytu %, ktery je souétem viech prvki b, € B obsaZenych v b, tedy a@; = Ub,
(5, ebl) a podobné, necht @, = Ub, (b, €b,), as = Ubs (bs € bs), tak¥e a, = iby,
@, = iby, ay = ibs € %. Pak ze vztahu b, o b, € bs (b, € by, b, € b,) plyne predeviim
by o b, = a, a dile a,a, = Ub,b, = Ub, o b, = a;, a odtud vychazi, 7e d; je onen
prvek faktoroidu U, ktery obsahuje a,a,, takZe a; = a, o a,. Tato rovnost se da psat.
ve tvaru ib; = ib, o ib, a vyjadfuje, ¥e zobrazeni i je deformace, a tedy (protoZe je
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prosté) izomorfismus. Dogli jsme k vysledku, ktery struéné vyjadfuje tzv. tfeti véta
o izomorfismu grupoidii:

Libovolny faktoroid B na néjakém faktoroidu B grupoidu & a zdkryt U
faktoroidu B vynuceny faktoroidem B jsou izomorfni, tj. B ~ U. Zobrazeni fakto-
roidu B na zdkryt U, jim# se kaZdy prvek b € B zobrazi na soucet prokii faktoroidu
B obsaZenych v b, je izomorfismus.

16.2. Rozsifené deformace

Budiz d libovolna deformace grupoidu & na grupoid &*.

Z odst. 16.1.1 vime, Ze grupoid &* je izomorfni s faktoroidem ® p¥islusnym
k deformaci d, tj. s faktoroidem na grupoidu &, jehoZ polem je rozklad D, pfisluiny
k deformaci d.

Z odst. 7.1 vime, Ze deformace d uréuje rozsifené zobrazeni d systému viech
podmnoZin v & do systému viech podmnoZin v &*; v tomto zobrazeni je obrazem
kazdé podmnoziny A = & podmnozina d4 = &*, ktera se sklada z obrazi v defor-
maci d jednotlivych prvkt a € A; mimoto klademe d@ = @. Nékdy misto d piSeme
struénéji d, tedy napt. d4 misto dA.

UvaZujme o libovolném faktoroidu % na grupoidu @. Jeho polem je jisty vytvo-
fujici rozklad A4.

Podle v&ty v odst. 7.2 je dA rozkladem grupoidu &* tehdy a jen tehdy, kdyZ roz-
klady 4, D jsou doplitkové, tj. kdyZ faktoroidy %, D jsou dopliikové.

Pfedpokladejme, Ze tato podminka je splnéna.

1. Snadno vidime, ?e rozklad d4 je vytvorujici. Vskutku, budtez a*, b* e d4
libovolné prvky. Pak existuji prvky a, b, ¢ € 4 takové, 7e da = a*, db = b*, ab c ¢.
Podle véty 13.3.2 mame: da .db < d¢, a vidime, Ze existuje prvek (d¢ =) ¢* ed4
takovy, Ze a*b* < ¢*. Tim je zjiSté€no, Ze rozklad dA4 je vytvotujici.

Faktoroid na grupoidu &*, jehoZ polem je vytvotujici rozklad d4, se nazyva.
obraz faktoroidu U v rozsiFeném zobrazeni d a oznaduje se symbolem d¥; faktoroid
9 se nazyva vzor faktoroidu d¥ v rozsifeném zobrazentd.

2. Rozsifenym zobrazenim d je uréeno &astedné zobrazeni faktoroidu U na
faktoroid d¥, jimZ je ke kaZ?dému prvku @ e U ptitazen jeho obraz da e d¥. V dal-
§im vykladu rozumime zobrazenim d faktoroidu ¥ na faktoroid d¥ toto &astetné
zobrazeni. .

UkéYeme, 7e zobrazenid faktoroidu U na faktoroid d je deformaci. Vskutku,
ze vztaht a, b, ce U, @o b = ¢ plyne @b < ¢ a dile da . db < d¢, tak?e mame da o
odb = d¢ = d(a - b), a tim je diikaz proveden.

Se zietelem na tento vysledek nazyvdme zobrazeni d faktoroidu ¥ na faktoroid
d rozsifenou deformacid. v

3. K rozsifené deformaci d faktoroidu % na faktoroid d% p¥islusi jisty faktoroid
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9 na faktoroidu . Jeho prvky se skladaj vzdy ze vSech prvkil faktoroidu 9, které
maji v rozsifené deformaci d tyZ obraz.

Se zietelem na vétu v odst. 7.2, soudime, Ze zdkryt faktoroidu ¥ vynuceny
faktoroidem ¥ je nejmensi spoledny zékryt [%, D] faktoroidii U, D.

Kdy? ke kazdému prvku ii € [ 9, D] pfifadime onen prvek a € U, ktery obsahuje
prvky faktoroidu ¥ leZici v &, obdrZime izomorfni zobrazeni faktoroidu [, D] na
faktoroid U (16.1.3); kdyZ ke kazdému prvku g € U piifadime onen prvek a* e d¥,
jenZ je obrazem kazdého prvku a@e U leZiciho v g, obdriime izomorfni zobrazeni
faktoroidu % na faktoroid d¥ (16.1.1). SloZenim téchto izomorfnich zobrazeni
obdrZime izomorfni zobrazeni faktoroidu [%, D] na faktoroid d¥ (13.4). V n&m je ke
kazdému prvku i € [U, D] pfifazen jisty prvek a* e d¥, ktery je obrazem prvku i
v roziifeném zobrazeni d (7.2).

Tim jsme dosli k tomuto vysledku:

KdyZ se néjaky faktoroid % na ® zobrazi v rozsifené deformaci d na néjaky
faktoroid U* na &*, pak jsou faktoroidy [ U, D], U* izomorfni. Izomorfni zobrazeni
faktoroidu [U, D] na U* obdrZime, kdy? ke kazdému proku proniho faktoroidu
prifadime jeho obraz v roz§ifeném zobrazeni d.

Zejména je kazdy faktoroid, ktery je zdkrytem faktoroidu D, izomorfni se
svym obrazem v rozsiFené deformaci d; izomorfni zobrazeni obdrZime, kdy? ke
kazdému proku zdkrytu prifadime jeho obraz v rozsifeném zobrazenid.

16.3. Deformace posloupnosti grupoidu
a a-stupniovych grupoidnich dtvara

V této kapitole se budeme zabyvat nékterymi sloZit&jsimi situacemi v souvislosti
s deformacemi posloupnosti grupoidii a a-stupfiovych grupoidnich utvarii. P¥islusné
uvahy vyplyvaji pfirozenym zplisobem ze situaci, o nichZ jsme jednali v odst. 6.9, tim,
Ze do tivah pribereme i algebraickou stranku vyplyvajici z nasobeni.

1. Zobrazeni posloupnosti grupoidii. Necht « (= 1) je libovolné pfirozené
Cislo.

Vezm&me v tvahu dvé o-Slenné posloupnosti: (a) = (ay, ..., a,), (6) =
= (by, ..., b,), jejichZ cleny ay, ..., a,; by, ..., b, jsou grupoidy.

a) Posloupnost (b) nazyvame izomorfni s posloupnosti (a), kdyZ je tato situace:
Existuje zobrazeni a posloupnosti (a) na posloupnost (b) vyznacujici se tim, Ze ke
kaZdému ¢lenu a, posloupnosti (a) existuje izomorfismus i, &lenu a, na ¢len b, = aq,
posloupnosti (6).

KdyZ je posloupnost () izomorfni s posloupnosti (a), pak zfejmé ma posloup-
nost (a) touz vlastnost vzhledem k (). Se zfetelem na tuto symetrii mluvime o izo-
morfnich posloupnostech (a), (b).
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b) Nyni pfedpokladejme, Ze &leny aj, ..., a, posloupnosti (a) a téZ &leny
by, ..., b, posloupnosti (6) jsou faktoroidy v grupoidu 6.

Posloupnost (b) se nazyva polospfaZend neboli volné spFaZend (spraZend)
s posloupnosti (a), kdyZ posloupnost (b) = (b, ..., b,) sloZena z poli &lentt posloup-
nosti (b) je polospfazena (spfazend) s posloupnosti (a) = (ay, ..., a,) skladajici se
z poli Elent posloupnosti (a) (6.9.1c).

KdyZ je posloupnost (b) je volné spfaZena (spfaZena) s posloupnosti (a), ma
posloupnost () vzhledem (b) touZ vlastnost. Se zfetelem na tuto symetrii mluvime
o polospFaZenych neboli volné spfaZenych (spFazenych) posloupnostech (a), (b).

Podle druhé véty o izomorfismu grupoidi (16.1.2) soudime, Ze kazdé dvé spra-
Zené posloupnosti faktoroidi v grupoidu & jsou izomorfni.

2. Deformace o-stupriovych grupoidnich vtvari. BudiZ o (= 1) pfirozené &islo
a ((U) =) Uy, .on W), (U*) =) (U, ..., AY) libovolné posloupnosti grupoidi. Dale
budiz ¥ libovolny a-stupiiovy grupoidni utvar vzhledem k posloupnosti (W a *
rovnéZ takovy utvar vzhledem k posloupnosti (U*) (15.5).

Pfipomefime, Ze kazdy prvek a € 9 (a* € 9I*) pfedstavuje a-Elennou posloup-
nost mnozin, a = (dy, ..., a,) (a* = (@}, ..., ay)), jejiz kazdy ¢len a, (a7) je komple-
xem v grupoidu U, (AT);y =1,..., o

Predpokladame, Ze existuje izomorfismus i itvaru 9 na ttvar 9*. Pak pro kazdé
dva prvky a = (d,, ..., a,), b = (b, ..., b,) € A mame: ia . ib = i(a . b).

a) Pravime, Ze i je silny izomorfismus Gtvaru % na utvar 9*, kdyZ nastane tato
situace:

Existuje permutace p mnoZiny &isel {1, ..., a} s timto uCinkem: Ke kazdému
glenu @, (y = 1, ..., a) libovolného prvku a = (ay, ..., a,) € U existuje prosta funkce
a,, kterou se mnoZina a, zobrazi na mnoZinu ay, obsaZenou jako 8-ty &len v prvku
ia = a* = (a}, ..., a}) e U*; ptitom je § = py. Mimoto nastava tento “deformadni
zjev: Budte a = (ay,...,a,), b = (by,.... b,) € ¥ libovolné prvky a ab =c =
= (¢4, ..., ¢,) € U piislusny souin; podle definice Gtvaru 9 mame vztahy: a,b, = ¢,.
Dale budte ia = a* = (a¥, ..., a¥), ib = b* = (b}, ..., b}) obrazy prvki a, b v izo-
morfismu i a a*b* = ¢* = (&}, ..., &}) piisludny soudin, takZe a; b} < ¢i. Kone¢n&
budtea,, b, ¢, vySe zminéné prosté funkce patiici k ¢lentim a,, b,, ¢,; jimi se mnoZiny
a,, b, zobrazi prosté na mnoziny a;, by a (vzhledem k ic = c*) mnoZina ¢, na ¢;
(6 = py). NuZe, vy3e zmin&ny deformacni zjev se da popsat takto: Pro kazdé dva
body a € a,, b e b, plati rovnost: a,a .b,b = c(ab).

Snadno sezname, 7e zobrazeni i~ !, které je inverzni k silnému izomorfismu i
utvaru ¥ na utvar ¥, predstavuje silny izomorfismus v opaéném sméru, tj. silny izo-
morfismus ttvaru 9* na Gtvar 9.

Kdy? existuje silny izomorfismus utvaru 9 na Gtvar %*, pravime, %e Gtvar q*
je silné izomorfni s dtvarem . Z¥ejmé& je tento pojem symetricky vzhledem k obéma
GtvarGm 9, §I*; s ohledem na tuto symetrii mluvime nékdy o silné izomorfnich
grupoidnich vtvarech U, U*.

b) Nyni ptedpokladejme, Ze posloupnosti grupoidii (%) a (U*) se skladaji
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z faktoroidd U, ..., %, a AT, ..., U* v grupoidu . V tomto p¥ipadé je libovolny

prvek a = (ay, ..., a,) e U (a* = (a7, ..., a}) e ¥) a-tlennou posloupnosti a kazdy
Clen a, (5;" ) predstavuje rozklad v grupoidu &, ktery je komplexem ve faktoroidu
2, (A7)

Pravime, Ze i je izomorfismus spojeny s polospfaZenim neboli izomorfismus:
spojeny s volnym spraZenim (izomorfismus spojeny se spfaZenim) utvaru 9l na utvar
A*, kdyZ nastane tato situace:

Existuje permutace p mnoZiny &isel {1, ..., a} s timto u¢inkem: Kazdy ¢len a,,
(» = 1,..., o) vlibovolném prvku a = (ay, ..., a,) € % a &len af, § = py, v odpovida-
jicim prvku ia = a* = (a7, ..., a}) e 9*, predstavuji polospfaZené (spfaZené) roz-
klady v grupoidu &.

Snadno seznidme, Ze zobrazeni i ™', které je inverzni k izomorfismu i spojenému
s volnym spfaZenim (k izomorfismu spojenému se spfazenim) utvaru 9/ na utvar A*, je
izomorfismem téhoZ druhu v opaéném sméru.

Budiz i izomorfismus spojeny s volnym spfaZenim utvaru 9 na utvar 9*. Vezmg-
me v uvahu libovolné Eleny a,, a;, které jsou ve vy§e popsaném vztahu, takze a, je
¢lenem v posloupnosti a, @ v posloupnostiia = a*, & = py. V této situaci jsou obaly
Ha, = aj [-a,, Ha; = a, C a; neprazdné a spfaZené (4.1).

BudiZ a, zobrazeni obalu Ha, na obal Haj definované incidenci prvkii. Podle:
druhé véty o ekvivalenci (6.8) je zobrazeni a, prosté. Vidime, Ze pro kazdy prvek
a € Ha, plati rovnost a,a = a* (e Hay) pravé tehdy, kdyZ a na* = 0.

UkaZeme, Ze pro zobrazeni a, obalit Ha, prifazenych k jednotlivym ¢lenim
a,(y = 1,...,«) proki a € ¥ nastdvd vyse popsany deformacni zjev.

Vskutku, budte a = (ay, ..., @,), b = (by, ..., b,) € ¥ libovolué prvky a ab =
=¢ = (¢4, ..., &) € ¥ jejich soudin; dale budte ia = a* = (af, ..., a;), ib = b* =
= (bY. ..., b)) € I* obrazy prvki a, b v izomorfismu i a a*b* = ¢* = (¢}, ..., &) €
e U* jejich soutin; konetn& necht a,, b, ¢, znadi p¥islusna prostd zobrazeni obali
Ha, Hb,, He,. '

Vezméme do uvahy libovolné prvky a € Ha,, be Hb,, jejich obrazy a,a =
= a* e Ha,, b,b = b* e Hb; a piisluiné soudiny ¢ = acbet, c* = a*o b*ei;.
Pak mame a N a* & @ & b N b* a dale:

c=aob>abo(ana*)(bnb¥),
¢* = a*o b* 5 a*b* 5 (a* na) (b* N b).

Vidime, Ze prvky ¢ a c* jsou incidentni. Mame tedy: ¢ € He,, ¢* e HE,, déle
¢* = ¢,c, takZe vychazi a,a o b,b = c(a° b). Tim je dikaz proveden.

Kdyz i je zejména izomorfismus spojeny se spfaZenim, splyvaji uvaZované
obaly s pFislusnymi prvky. Vidime, ¥e kaZdy izomorfismus se spfaZenim dtvaru 3
na utvar Y* predstavuje silny izomorfismus.

Kdy? existuje izomorfismus spojeny s polospfaZenim (izomorfismus spojeny se
sprazenim) Utvaru 9l na utvar Q*, pravime, Ze utvar {* je izomorfni a polospFazeny-
neboli izomorfni a volné spfazeny (izomorfni a sprazeny) s iitvarem 9. Tyto pojmy

124



jsou symetrické vzhledem k ob&ma tutvarim %I, %*; proto nékdy hovotime o izo-
morfnich a polospfaZenych neboli izomorfnich a volné spfazenych (izomorfnich
.a spraZenych) grupoidnich dtvarech i, U*. Zejména jsou kazdé dva izomorfni
.a spfaZené a-stupriové grupoidni utvary silné izomorfni.

16.4. Cvicleni

1. Ujasnéte si véty o izomorfismu grupoidd na piikladé grupoida 3, %, §,,, Z,, 0 nichz
‘byla fe¢ v odst. 15.2, 15.3.2, 15.4.1.

2. Budiz i izomorfismus grupoidu & na grupoid ®*. Obraz kazdého faktoroidu A na
-grupoidu & v rozsifeném zobrazeni i je jisty faktoroid i% na grupoidu &G* a Gastené rozsifené
zobrazeni i faktoroidu U na i je izomorfismus.

3. Budiz d deformace grupoidu ® na grupoid ®*. Kazdy faktoroid %* na grupoidu G* je

v roz§ifené deformaci d obrazem jistého faktoroidu ﬂ, ktery leZi na grupoidu & a je zdkrytem
faktoroidu piislusného k deformaci d.

4. Kazdé dva adjungované fetézce faktoroidii v grupoidu & maji spfazend zjemnéni.
{Srov. 15.3.5; 6.10.9.)
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