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17. Rady faktoroidu

V této kapitole vyvineme teorii tzv. fad faktoroid@. Teorie fad faktoroidi se za-
klada na vlastnostech, které jsme zjistili u fad rozklad na mnoZinach v kap. 10, jenZe
uvahy rozhojnime o algebraické situace vyplyvajici z nasobeni. Uvidime, Ze se v této
nové teorii pfirozenym zplisobem a vydatn& uplatiiuji pojmy, které souvisi s vlast-
nostmi oa-stupiiovych grupoidnich utvari.

17.1. Zakladni pojmy

Budte A = B libovolné faktoroidy na grupoidu .

Radou faktoroidii na grupoidu &, od U do B, struéniji Fadou od U do B
rozumime kone¢nou o-lennou (¢ = 1) posloupnost faktoroidd Ay, ..., A, na &
s t&mito vlastnostmi: a) Prvni faktoroid je ¥, posledni %; tedy %, = U, U, = B;
b) kazdy nasledujici faktoroid pFedstavuje zjemnéni faktoroidu bezprostiedné pied-
chazejiciho, tedy

@=) %,2..2%, (=9).

Takovou fadu oznadujeme strun& symbolem (). Faktoroidy %, ..., %, se
nazyvaji ¢leny Fady (U). Faktoroid U, je pocdtecni, o, koncovy ¢len Fady (). Délkou

Napf. predstavuje faktoroid U fadu délky 1; pocatedni a koncovy ¢len této.
fady splyva s faktoroidem 9.

Pole jednotlivych ¢lent libovolné fady faktoroidi (‘YI) na grupoidu & tvofi fadu
vytvofujicich rozkladt (4) na &. Pojmy a vysledky, které zname pro fadu (4), mé-
Zeme bezprostiedn& ptenést na fadu (U). Timto zpiisobem mizeme napf. definovat
délku fady (%) jakoZto délku fady (A). Je pfirozené, Ze pro teorii fad faktoroidd
pfichazeji v ivahu zejména takové situace, které souvisi s nasobenim.

Z pojmi, které timto postupem piechazeji do teorie fad faktoroidi a jejichZ
obsah vzhledem ke zfejmému vyznamu zde explicitné nevysvétlujeme, uvedme ze-
jména tyto: podstatné a nepodstatné c¢leny, redukovand délka, zkrdceni a prodlou-
Zeni, zjemnéni Fady (). Dale jsou dileZité pojmy moduldrnich a doplitkovych Fad
faktoroidi, které do teorie fad faktoroidii rovnéz prechazeji z ivah o fadach rozkladi
mnoZin uvedenym zplsobem.
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17.2. Lokalni fetézce

Vychodiskem dalsich tivah je pojem lokalniho fetézce. Také tento pojem patii
k zakladnim pojm@m, které pfechézejf z teorie fad rozkladii do nové teorie fad fakto-
roidd (10.2). Nicméné jej zde vzhledem k jeho diileZitosti uvedeme.

Budiz (%) =) ¥, = ... = ¥, fada faktoroidi na grupoidu 6, libovolné délky

o = 1.
Budiz a e 3, libovolny prvek a @, onen prvek faktoroidu ,, v némZ je prvek a
podmnoZinou (y = 1, ..., a). Pak mame vztah:
,>..>a, (a,=a).
Priisek

K,=a,m %,,
splyva s obalem a, C U, a ptedstavuje rozklad prvku a,. Je to komplex v U, .,
a vyznacuje se tim, Ze a,,, € K, (Agey = @,).
Retézec rozklad v &, od @, do d,, ;:
([K] =) Ky-...—K,
se nazyva lokdlni Fetézec fady (W) prislusny k bdzi a, struén&ji lokdlIni Fetézec s bdzi a.
Oznaceni jako nahofe nebo podrobngji: ([Ka] =) K,a —» ... —» K,a.

V souvislosti s ndsobenim v grupoidu & se mtzZe stat, Ze baze a a tedy i prvky
a,e, (y=1,..,a) jsou grupoidnimi podmnozinami (14.5.1). V tomto pfipadé
jsou rozklady K, vytvofujici (14.4.1). Takovy lokalni fetézec nazyvame grupoidni.
K jednotlivym vytvofujicim rozkladiim K, patfici faktoroidy &, v grupoidu (&, tvofi
tzv. lokdlIni Fetézec faktoroidii Fady (%), pFislusny k bdzi a, struéngji lokdlni Fetézec
faktoroidit s bdzi a. Oznadeni: [§f] nebo [§a].

17.3. Grupoid lokalnich fetézcl

Budiz
(M=) ,2..2% (@@=1)

libovolna fada faktoroidd na grupoidu &.

Ke kazdému prvku a e U patii lokélni fetézec [ Ka] fady () s bazi a.

MnoZina, kterd se sklada z lokalnich fetézcu patficich k jednotlivym prvkm
faktoroidu ¥, predstavuje tzv. varietu lokdlnich Fetézcii A prislusnou k radé (V).
Je to zfejm& a-stupfiovy mnoZinovy utvar vzhledem k posloupnosti faktoroidi
ﬂ29 ses Q—Ia+1 (—ga+1 = g[a)' -

Ve varieté lokalnich fetdzci A miiZeme definovat nasobeni takto: Pro kazdé¢ dva
prvky [Ka], [Kb] € A je soutin [Ka][Kb] dan vzorcem:

[Ka] [Kb] = [Ka - B].
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Varieta A spolu s timto nasobenim tvofi jisty grupoid ¥, ktery se nazyva
grupoid lokdlnich Fetézcil pFislusny k Fadé ().

Pfedeviim ukaZeme, Ze grupoid I je a-stupfiovy grupoidni utvar vzhledem
k posloupnosti faktoroidd U,, ..., Wy (Ugsy = Uy).

Vskutku, kaZdy prvek v % je a-&lennou posloupnosti, jejiz kazdy ¢len, s libovol-
nym indexem y (= 1, ..., a), pfedstavuje rozklad v grupoidu &, ktery je komplexem
ve faktoroidu %, ;. Nasobeni v % se vyznaduje tim, Ze pro kazdé dva prvky

[Ka]=K,a—>...>Ka, [Kb]=Kb—...>Kbel
-a jejich soudin
[Ka][Kb] =[Kaob]=Kaob—...>Kaobell
plati vztahy (15.4.2):
Kia.KbcKiaobh, ..., KgoKbcK,ao.h.

KdyZ ke kazdému bodu a € & pritadime lokalni fetézec [Ka] e U s bazi a =
= a, € U, obsahujici bod a (a € @), obdrzime jisté zobrazenid grupoidu @ na grupoid
lokalnich fetézcl 9, které je zfejmé deformaci. Je to tzv. pFirozend deformace gru-
poidu & na grupoid lokdlnich Fetézei Y. Faktoroid pfislusny k deformaci d splyva
s faktoroidem U,. Lokdlnim Fetézcem fady () pFislusnym k bodu a rozumime lokalni
fetézec [Ka].

Budte nyni

(@) =) T, 2...29,

((3) =) By Z .
libovolné fady faktoroidi na grupoidu &, které se vyznaduji tim, Ze jejich koncové
&leny U,, B, splyvaji, takZe: U, = By.

Vezméme v tvahu grupoidy lokalnich fetézet 9, B pislusné k fadam (%), (B).

Kdy? ke kazdému prvku [Ka] e U ptitadime prvek [La]e B s touz bazi a,
obdrZime prosté zobrazeni grupoidu 9 na grupoid B. Toto zobrazeni, které je zfejm&
izomorfni, nazyvame kobazidlni izomorfismus.

Vidime, Ze grupoidy lokdlnich Fetézcil, pFislusné ke dvéma Faddm faktoroidii se
splyvajicimi koncovymi &leny, jsou izomorfni, pFidemz deformace je realizovdna
kobazidlnim izomorfismem.

v v

17.4. Retézcoveé izomorfni fady faktoroidu

Budte
(=) u
(¥)=) ®

libovolné fady faktoroidii na grupoidu ® o téZe délce o (= 1).

A s

B

v v
v v

a
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Ozna¢me symboly %, B grupoidy lokalnich fetézci pFisluiné k témto Fadam.

Pravime, Ze fada (%) je Fetézcové izomorfni s Fadou (B), kdyZ je grupoid ¥ siln&
izomorfni s grupoidem B.

Kdy?Z je fada (%B) fetézcové izomorfni s fadou (), pak ma fada (%) vzhledem
k (®) touz vlastnost (16.3.1). S ohledem na tuto symetrii mluvime té% o Fetézcové
izomorfnich faddch (%), (B}. ‘

Podle hofejsi definice je fada () Fetézcove izomorfni s fadou (), kdy? existuje
silny izomorfismus grupoidu % na grupoid $ (16.3.2). KdyZ zejména koncové ¢leny
U, B, fad (), (B) splyvaji a kobazidlni zobrazeni grupoidu U na grupoid B je silnym
izomorfismem, pravime, Ze fada (B) je kobazidIné Fetézcové izomorfni s fadou (%)
a mluvime o kobazidlné Fetézcové izomorfnich Faddch (%), (B).

Predpokladejme, Ze fady (%), (B) jsou fetézcov€ izomorfni.

Tato situace se da struén& popsat takto:

Existuje izomorfni zobrazeni i grupoidu 9 na grupoid ¥ a déile permutace p
mnoZiny ¢isel {1, ..., a} s timto uinkem:

Permutace p uréuje pro kazdy prvek [K] a jeho obraz i[ K] v izomorfismu i,
prostou funkci, kterd ke kazdému ¢&lenu K, lokalniho fetézce [K] (y = 1, ..., @),
piifazuje &len L; lokalniho fetézce i[ K], s indexem & = py. Dale patfi k ¢lenu K,
prosté zobrazeni a, mnoZiny K, na mnoZinu L,. Prosta zobrazeni a,, b,, c, patiici
k &lenim K,a, K,b libovolnych lokélnich fetézci [Ka], [Kb} a k ¢lenu K,ao b
soudinu [Ka][Kb] = [Ka - b] se chovaji homomorfng, tj. pro libovolné prvky
aeK,a, be K,b plati vztah:

cy(a ° b) = (aya) ° (bvb) .

Je zfejmé, Ze fady (), (B) jsou fetézcové ekvivalentni, takZe se pro n& daji
uplatnit dvahy z odst. 10.5 o fetézcové ekvivalentnich fadach rozkladi mnoZin.
Zejména vidime, Ze Fady (%), (B) maji touZ redukovanou délku.

17.5. Polospjaté (volné spjaté) a spjaté fady
faktoroidi

Uvahy obdobné t&m, jimiZ jsme dospéli k pojmu Fetézcové izomorfnich ¥ad
faktoroid®, vedou k polospjatym a spjatym fadam faktoroidd.
Pouzivame téhoZ oznadeni jako vyse.
Pravime, Ze fada (%) je polospjatd neboli volné spjatd (spjatd) s Fadou (%),
kdyZ je grupoid & izomorfni a polospfaZeny (izomorfni a spfaZeny) s grupoidem .
~ Kdyz je fada (B) voln& spjata (spjata) s fadou (%), pak ma fada (%) touZ vlast-
nost vzhledem k fad& (®B). S ohledem na tuto symetrii mluvime téZ o polospjatych
neboli volné spjatych (spjatych) fadach (%), (D).
. Podie hoftejsi definice je fada (B) polospjaté (spjata) s fadou (%), kdyZ existuje
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izomorfismus s volnym spfaZenim (izomorfismus se spfaZenim) grupoidu 9l na grupoid
B (16.3.2). KdyZ zejména koncové &leny U,, B, fad (), (V) splyvaji a kobazialni
zobrazeni grupoidu 9 na grupoid ¥ piedstavuje izomorfismus s volnym spfaZenim
(izomorfismus se spraZenim), nazyva se fada (B) kobazidlné polospjatd neboli koba-
zidlné volné spjatd (kobazidlné spjatd) s Fadou (U); v tomto p¥ipadé mluvime téz
o kobazidlné polospjatych neboli kobazidlné volné spjatych (kobazidlné spjatych)
Faddch (), (B).

Tato situace se da strucn€ popsat takto:

Existuje izomorfni zobrazeni i grupoidu 3 na grupoid ¥ a dale permutace p
mnoziny &isel {1, ..., a} s timto G&inkem:

Permutace p urduje pro kaZdy prvek [K] e % a jeho obraz i[K] € B v izomor-
fismu i, prostou funkci, kterd ke kazdému &lenu K, lokélniho fetézce [K] (y =
= 1,...,a) pfifazuje ¢len L, lokalniho fetdzce i[K], pfiemZ & = py. Dale pati
k obalu HK, = L; C K, prosté zobrazeni a,, realizované incidenci prvki, které
zobrazuje obal HK, na obal HL; = K, [ L,. Prosta zobrazeni a,, b,, patfici k obalim
HK,d, HK,b pfislusnym k libovolnym lokalnim fetézcim [Ka], [Kb] e % a prosté
zobrazeni c,, pattici k obalu HK,a o b pfislusnému k sou¢inu [Ka] [Kb] = [Ka o
o b] € 91, se chovaji homomorfng, tj. pro libovolné prvky a € HK,a, b e HK,b plati
vztah: ¢(a - b) = (a,a) o (b,b).

Jsou-li zejména Fady (U), (B) spjaté, jsou Fetézcové izomorfni a tedy maji tou
redukovanou délku (17.4).

17.6. Modularni a dopliikové fady faktoroidi

Budte
(@ =) %
(®) =) %,
modularni fady faktoroid@ na grupoidu @ o délkach o, B (= 1).
Plati tato véta:
Rady (), (B) maji kobazidlné volné spjatd zjemnéni (%), (B) s tymiZ podd-
tecnimi a koncovymi ¢leny.

—i[a ’
By

v v
[1\VANI\Y

Oznacme
[Qa[l, %1] =1 ’ (QI,, %lg) =8 )
WUp = Bo = Gpax s Ypr1 = Bp11 =B
addle, proy,u=1,..,a+1;6v=1..,+1
Qulr,v = [—ﬂ}" (Wv—l’_ﬁv)] = (ﬁr-'l’ [5[7, -%v]) >
‘f”&m = [55, (?55—1, ﬁ#)] = ('?55_1, [5.» ﬁu])
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Pak jsou zminénd kobazidlné volné spjatd zejmnénf Fad (), (V) vyjddrena
témito vzorci:

((QI) =) | = 911,12..-2 9[1,ﬁ+129[2’1 g---g 912,ﬁ+1 g...;9[1+1,1g
= Z Jz-¥-1 p+1 — B,
(@)=) U=0,,2...28,,,,28,,2...28,,,,2...2
Z Vps1,0 2 2 Vpigar1 =B

Jsou-li Fady (), (B) dopliikové, jsou zejmnéni (U), (V) kobazidiné spjatd.
Spravnost této véty vyplyva z ivah o modularnich a doplitkovych fadach roz-
kladii na mnoZiné¢ G (10.7; 10.8).

17.7. Cviceni

1. Kdyz se grupoid & vyznacuje tim, Ze kazdé dva na ném lezici faktoroidy jsou doplikové,
pak kazdé dvé rady faktoroidii na & maji kobazialné spjata zjemnéni.
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