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18. Vyznacné druhy grupoidu

Agkoli nékteré vyznaéné druhy grupoidd, o kterych pojedname, jsou charak-
terizovany zvlastnimi vlastnostmi nasobeni a vyklad o nich se pfimyka k odst. 11.2,
ptistoupime k nému teprve nyni, abychom zdtraznili, Ze pfedchazejici uvahy plati pro
vSechny grupoidy bez ohledu na néjaké jejich zvlastni vlastnosti. Pro naSe dalsi ivahy
jsou dileZité zejména grupoidy asociativni, dale tzv. grupoidy s jednoznaénym
délenim a grupoidy s jednotkou.

Mimoto alesponi struéné pojedname, vzhledem k jejich duleZitosti, o tzv.
BRANDTOVYCH grupoidech, tfebaZe v jistém smyslu vyboduji z celkového ramce na-
Sich uvah.

18.1. Asociativni grupoidy (pologrupy)

1. Definice. Pojem asociativniho grupoidu & jsme jiz vymezili v odst. 12.7.2,
a to vlastnosti, 7e kaZdd trojélennd posloupnost prvkii v & md jenom jeden soucinovy
prvek, tj. Ze pro kazdé tii prvky ay, a,, a; € & plati rovnost a(a,a;) = (a,a,)as.
Asociativni grupoidy se nazyvaji pologrupy.
~ 2. Zdkladni véta o pologrupdch. Nyni ukdzZzeme, 7e kaZdy asociativni grupoid
® se vyznacuje tim, %e kaZdd n-clennd (n = 2) posloupnost prokii v & md jenom
jeden soucinovy prvek, tj. pro ay,...,a,€® (n = 2) znadi symbol a, ... a, pravé
! jeden prvek v .
= Za tim ucelem uvazujme o libovolném asociativnim grupoidu &. K dikazu
pouZijeme metody uplné indukce. Nase tvrzeni je spravné, kdyZ n = 2, nebot v tom
piipadé plyne bezprostfedné z definice nasobeni v &. Zbyva tedy ukazat, Ze plati-li
tvrzeni o kazdé nejvyse (n — 1)-¢lenné posloupnosti prvk v &, kde n zna&i nEkteré
pfirozené Cislo > 2, pak plati také o kazdé uspofadané skupin& n-Elenné posloupnosti
prvka v G.
Budiz tedy n > 2. Pfedpokladame, Ze nasSe tvrzeni plati pro kaZdou nejvys
(n — 1)-¢lennou posloupnost prvkd v &. Vezm&me v tvahu n libovolnych prvka
a4y ..., d,€B.
Pak kazdy symbol

Ay, Ay .oy, A1z, A3 .eclyy oovy Gy ... d a

n—1> “n

znadi zcela urdity prvek grupoidu &, nebot podle naseho pfedpokladu je napf. jenom
jeden soudinovy prvek a,...a, (n — 1)-Elenné posloupnosti prvki a,, ..., a,e ®.
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Mame ukazat, Ze vSechny prvky

(1) a(ay...a,), (a,a,)(as...a,), ..., (ay...a,_) a,

jsou identické. Za tim ucelem si vS§imn&me, Ze kaZdy z téchto prvka je soudinem
(ay...ay) . (agsy ... a,) prvké a,...ay, ayiq...a,€@®, pfiGem? k znadi nékteré
¢islo 1,..., n — 1. Dikaz bude proveden, kdyZ zjistime, Ze kazdy prvek (1) je iden-
ticky napf. s prvnim z nich, tj. Ze pfi kazdém k = 1, ..., n — 1 plati rovnost

(2) (ay...a) (aysy ... a,) = ay(a, ... a,).

KdyZ k = 1, je tato rovnost samoziejma, a proto se miZeme omezit na pfipad k > 1.
V tomto pfipadé je a; ... a; soucinovym prvkem alespoii dvou — a nejvyse (n — 1)-
¢lenné posloupnosti utvofené z prvka ay, ..., a, a je tedy podle naseho piedpokladu
identicky s prvkem a,(a, ... a,), takZe vychazi rovnost (a, ... ay) (axy ... a,) =
= (a,(as ... a3)) (ay+y ... a,). ProtoZe grupoid & je asociativni; je prvek na pravé
strané této rovnosti identicky s prvkem a,((a, ... a) (ax4+; ... a,)), tji. s prvkem
ay(a, ... a,) a vychazi (2).

Podobny vysledek plati oviem o kone&nych posloupnostech podmnoZin v &.

3. Dasledky zdkladnivéty o pologrupdch. a) Jednoznagnost sloZené permutace.
Vysledek, ktery jsme pravé dokazali, ma dileZité pouziti pfi skladani permutaci
n&jaké (konetné nebo nekoneéné) mnoZiny prvkt. Necht py, ..., p, (n = 2) zna&i
libovolné permutace néjaké mnoZiny H. Co rozumime permutaci sloZenou z permu-
taci Py, ..., p, (v tomto pofadi)? V p¥ipad& n = 2 je to, jak vime, sloZené zobrazeni
p.p,;. V pfipadé n = 3 definujeme pojem sloZené permutace z permutaci p,, p,, P3
takto: Permutaci sloZenou z permutaci p,, p,, p; rozumime kteroukoli z permutaci
Pi(p2P1), (Psp2)P1 a oznalujeme ji symbolem pyp,p;; symbol pyp,p; ma tedy
vyznam jednak permutace sloZené z permutaci p,p,, p;, jednak permutace sloZzené
z permutaci p, psp,. V pfipad€ n = 4 definujeme permutaci sloZzenou z permutaci
P1 P2, P, Patakto: Je to kterakoli z permutact py(pspopy), (Pabs)(P2P1)s (PabsP2)Py
a oznaCuje se symbolem p,p;p,p,. Symbol p,p,p,p, ma tedy vyznam kterékoli
z t&hto permutaci mnoZiny H: pa(ps(p2p1))s Pa((Psp2)P1), (Pabs)(P2P1)s
(Pa(P3p2))P1s (Paps3)P2)P1-

Obecné, pro n = 2, definujeme permutaci sloZenou z permutaci py, ..., P,
takto: Je to kterakoli z permutaci

Pn(Pn—l see Pl)a (Pnpn—l)(Pn—Z ce Pl)’ sy (Pn oo PZ)Pl >

pfi¢emZ symbol v kaZdé zavorce znaédi libovolnou permutaci sloZenou z permutaci
v ném vyznalenych, a to v pofadi od pravého konce symbolu k levému. Permutaci
sloZenou z permutaci py, ..., p, oznaCujeme symbolem p,, ... p,. Podle této definice
ma tedy symbol p, ... p, vyznam soudinového prvku n-Elenné posloupnosti prvki
P> .-+ P z grupoidu, jehoZ pole se sklada ze vsech permutaci mnoZiny H a nasobeni
je definovano skladanim permutaci. ProtoZe o skladani permutaci plati asociativni
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zakon (8.7.3), je tento grupoid asociativni a z hoftejsiho vysledku plyne, Ze je jenom
Jjedna permutace p, ... p, sloZend z permutaci p,, ..., p,. Tuto vétu vyjadiujeme
také vyrokem, Ze pfi stejném potadi permutaci nezavisi sloZena permutace na zplisobu
sloZeni. Podle tohoto vysledku obdrZime tedy obraz p, ... p,;x libovolného prvku
x € H nap¥. podle vzorce

Poeee P1X = PoPuci(- (P2(P1X)) ..)) s
tj. tim zplisobem, Ze urime nejprve obraz p;x prvku x v permutaci p,, pak obraz
p,(P1x) prvku p,x v permutaci p,, atd., a konedn& obraz p,(p,- (... (p2(P1X)) -..))
prvku p,_ (... (po(P1x)) ...) v permutaci p,. Odtud je také bezprostiedn& patrné, Ze
kdyZ permutace py, ..., p, nechavaji néktery prvek x € H beze zmény, pak totéz plati
o sloZzené permutaci p, ... p;.

b) SloZeni permutace z permutaci cyklickych. PouZijme t&chto vysledki k néko-
lika poznamkam o permutacich koneéné mnoZiny. Pfedpokladejme, 7e se mnoZina H
sklada z konedného podtu (= 1) prvki.

Ptedevsim ukaZeme, Ze libovolnd permutace mnoZiny H je sloZena z konecného
poctu cyklickych permutaci, jejichZ cykly nemaji spolecnych pruokil.

Za tim ucelem uvazujme o libovolné permutaci p mnoZiny H. Jak jsme vyloZili
v odst. 8.5, je permutace p vytvoiena koneénym poétem ryzich cyklickych permutaci
P, . Pin» tj. existuje rozklad H = {a, ..., m} mnoZiny H takovy, Ze kazdy jeho
prvek a, ..., m je v permutaci p invariantni a ¢aste€né permutace p;, ..., P5; jsou ryzi
cyklické permutace prvka 4, ..., m. Necht X znadi libovolny prvek v H a g5 cyklickou
permutaci mnoZiny H, ktera je definovana tim, Ze zobrazuje kaZdy prvek x € X na
prvek pex a vSechny ostatni prvky mnoZiny H, jsou-li jaké, nechava beze zmény. Podle
této definice ma tedy cyklicka permutace q; tyz cyklus jako ryzi cyklicka permutace py,
muZeme tedy ob& permutace qg, p; vyjadiit timtéZz zjednoduSenym symbolem. Nase
tvrzeni bude dokazano, zjistime-li, Ze permutace p je sloZena z cyklickych permutaci
Qs oo Gy U Z€ P = Q... q5. 3 '

Nechf x znadi libovolny prvek v H a X onen prvek rozkladu H, ktery jej obsa-
huje, takZe permutace g; zobrazuje prvek x na prvek gzx, ale v§echny ostatni permu-
tace g5, ..., q;;, jsou-li jaké, nechavaji prvek x beze zmény. ProtoZe pfi stejném pofadi
permutaci sloZend permutace nezavisi na zplsobu sloZeni, mame q;...q;x =
= (g5 ...) 95(... g7) x, pfiemZ oviem v ptipadé X = m vypustime na pravé strané
symbol sloZené permutace v prvni zavorce a v pfipad¢ X = @ symbol v druhé. Kdyz
X # a, mame (... q;) x = x, nebof viechny permutace, z nichZ ... q; je sloZena, neché-
vaji prvek x beze zmény. Mame tedy predeviim g ... q;x = (g5 ...) gz:x. Podobné
zjistime, Ze prvek na pravé strané této rovnosti je q;x, takZe vychazi q; ... qz;x = qzx.
Podle definice permutace g5 je gzx = pzx a dale podle definice permutace p; plati
Pp-x = px. Tim jsme dosli k rovnosti g5 ... g;x = px a dikaz je proveden.

Vsimnéme si, 7e ve vzorci p = q; ... q; miZeme poradi permutaci qg, ..., g5
libovoln& zménit, nebot pfi kaZdém uspofddani permutaci q, ..., g; maZeme zvolit
takové oznadeni prvkii rozkladu H, Ze tento vzorec zlistane beze zmény.
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Kdyz mame né&jaké permutace py, ..., p, (n = 2) mnoZziny H vyjadieny dvou-
fadkovymi nebo zjednodusenymi symboly, vyjadfujeme sloZenou permutaci p,, ... p,
tim, Ze symboly permutaci p, ..., p, napiseme vedle sebe v opatném potadku vzhle-
dem k tomuto. Podle této imluvy a podle zpiisobu vyjadieni libovolné permutace

dcha
= (a, d)(b, ¢) v tom smyslu, ¥e permutace mnoZiny {a, b, ¢, d} vyjadfena symbolem
na levé strané je sloZena z cyklickych permutaci (b, c), (a, d), nebo v tom smyslu, Ze je
vytvofena ryzimi cyklickymi permutacemi (a, d), (b, c).

. C . oy , . bed
ryzimi cyklickymi permutacemi (8.6), muzZeme chapat napf. vzorec a “) =

4. Slabé asociativni grupoidy. Nedavno zobecnil V. DEVIDE pojem asociativ-
niho grupoidu takto: Grupoid & se nazyva slabé asociativni, kdyZ existuji prosta
zobrazeni f, g, h grupoidu & na sebe vyznadujici se tim, Ze pro libovolné prvky
a, b, c € & plati rovnost: (ab)e = fa(gb . hc). Slab¢ asociativni grupoidy se mohou
téZ oznacit za slabé pologrupy. Je zfejmé, Ze pro identicka zobrazeni f, g, h pfechazi
pojem slabé asociativniho grupoidu v pojem grunoidu asociativniho.

Spokojime se s uvedenim pouze jednoho pfikladu slabé asociativniho gru-
poidu @.

Polem grupoidu & budiZ mnoZina viech od nuly riiznych racionalnich nebo
realnich nebo komplexnich Cisel, nasobeni v & necht je definovano jako aritmetické
déleni. Ozna¢me symbolem o aritmetické nasobeni. Pak pro a, b, c € & mame rov-

nosti:
(ab)c=“—/9=—”—=a/<b/]~>= (bl).
c boc / c c

Vidime, Ze prosta zobrazeni grupoidu & na sebe f = g = e (identické zobra-
zenf) a zobrazeni h, definované vzorcem he = 1/c, splituji hofejsi poZadavek.

18.2. Grupoidy s pravidly o kréceni

Pravime, Ze & je grupoid s pravidly o krdceni, kdyZ ma tuto vlastnost: Kdyz
pro n&které prvky a, x, y € & plati rovnost ax = ay nebo xa = ya, pak x = y.

V grupoidu s pravidly o kraceni miZeme tedy rovnost ax = ay nebo xa = ya
,,kratit® prvkem a.

Multiplikaéni tabulka kazdého koned¢ného grupoidu & s pravidly o kraceni
ma tuto vlastnost, kterd tyto grupoidy charakterizuje: V kazdém fadku a v kazdém
sloupci tabulky grupoidu @ se vyskytnou vpravo od svislého a pod vodorovnym
zahlavim symboly viech prvka grupoidu &. Nebot jestliZe se napf. v nékterém fad-
ku [a] (4. vpravo od pismena a napsaného ve svislém zahlavi) nevyskytnou symboly
viech prvki grupoidu &, pak se v fadku [a] a v n&kterych dvou riiznych sloupcich
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[x], [¥] (4. pod symboly x, y ve vodorovném zéhlavi) vyskytne symbol téhoZ prvku
b; to znamena, Ze plati rovnosti ax = ay = b a soufasné je x =+ y, coZ viak odpo-
ruje pravidlim o kraceni. KdyZ naopak ma multiplikaéni tabulka né&jakého gru-
poidu & uvedenou vlastnost, plati pro libovolné prvky a, x, y € &, x % y, nerovnosti:
ax = ay,xa =% ya, a z nich plyne, Ze v grupoidu & plati pravidia o kraceni.

18.3. Grupoidy s délenim

1. Definice. KdyZ se néjaky grupoid & vyznaluje tim, Ze ke kazdym dvéma

prvk@m a, b € & existuji prvky x, y € & spliiujici rovnosti
ax=>b, ya=5»,

nazyva se & grupoid s délenim. ‘

Kdy?Z existuje jediny prvek x € & a jediny prvek y € & s touto vlastnosti, nazyva
se & grupoid s jednoznaénym délenim.

Grupoidy s jednoznaénym délenim se nazyvaji také kvasigrupy.

Doporudujeme &tendfi, aby se presvéddil o spravnosti téchto vét:

Pro kazdy grupoid s délenim & plati rovnost G = .

Kazdd kvasigrupa je grupoid s pravidly o krdceni.

Kazdy konecny grupoid s pravidly o krdceni je kvasigrupa.

prvkim a, b € 3 existuje jediny prvek x € 3 a jediny prvek y € 3takovy,Zea + x = b,
y+a=>b,ato x=—a+b, y=>b— a. Podobné existuje ke kazdym dvéma
prvkim a, b € 3, jediny prvek x € 3, a jediny prvek y € 3, takovy, Ze zbytek déleni
gisla a + x &islem n je b a zbytek déleni Cisla y + a Cislem n je b, ato x =y =
=-—a+b(n—a+b),kdyz —a+b20(-a+b<0). Ke kazdym dvéma
permutacim p, q € S, existuje jedind permutace x €S, a jedind permutace ye S,
takova, 7¢ p.x =q, y.p = q neboli x = qgp~ 1, y = p~!q, pfiemZ qp~! znadi
permutaci sloZenou z permutace inverzni p~! vzhledem k p a z q, a podobn¥ p~'q.

2. Piklady. Grupoidy 3, 3,,&, (n 2 1) jsou quasigrupy: Ke kazdym dvéma.

18.4. Grupoidy s jednotkou

1. Definice. KdyZ se néktery prvek, oznadme jej 1, v n&jakém grupoidu &
vyznaduje tim, ¥e soudin prvku 1 s libovolnym prvkem a € @ je prvek a a podobné
soudin libovolného prvku a € & s prvkem 1 je rovnéZ prvek a, pak se prvek 1 nazyva
Jjednotkovy neboli jednotka grupoidu .

Jednotka 1 € & je tedy charakterizovana rovnostmi la = al = a, které plati
pro kazdy prvek a € &.
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Snadno ukadzZeme, Ze kaZdy grupoid miife mit nejvyse jednu jednotku. Znaci-li
totiz 1, x jednotky libovolného grupoidu &, pak je jednak 1x = x (nebof la = a
pro kazdy prvek a € ) a jednak Ix = 1 (nebot ax = a pro kazdy prvek a € ).
Odtud plyne 1 = x. )

KdyZ ma né&jaky grupoid & jednotku, pak jej nazyvame grupoid s jednotkou.

Vsimnéme si, Ze multiplikacni tabulka libovolného konec¢ného grupoidu s jed-
notkou ma tuto charakteristickou vlastnost: Onen fadek, na jehoZ za¢atku ve svislém
zahlavi tabulky je vyznaCena jednotka, obsahuje na dalSich mistech tytéZ symboly-
a ve stejném pofadku jako vodorovné zdhlavi tabulky. Podobné onen sloupec, na
jehoZ zagatku ve vodorovném zahlavi je vyznadena jednotka, obsahuje na dalSich
mistech tytéZ symboly a ve stejném pofadku jako svislé zahlavi.

2. Priklady. Ptiklady grupoidf s jednotkou jsou grupoidy 3, 3,, &, (n = 1).
Jednotkou grupoidu 3 je 0, nebot pro kaZdy prvek a € 3 plati rovnosti 0 + a =
= a + 0 = a. RovnéZ jednotkou grupoidu 3, je 0, nebof pro kazdy prvek a € 3, daji
¢isla 0 + a, a + 0 délenim &islem n zbytek a. Jednotkou grupoidu &, je identicka
permutace e mnoZiny H, nebot pro kazdy prvek p € &, mame pe = ep = p. Naproti
tomu napf. grupoid popsany v 14.5.3 nema jednotku.

18.5. Dalsi vyznacéné grupoidy
Grupy

1. Specialni grupoidy mohou se vyznaCovat tim, Ze maji nékteré nebo i vSechny-
vySe uvedené vlastnosti soucasné. Podle toho mluvime napf. o pologrupdch s pra-.
vidly o krdceni, o quasigrupdch s jednotkou, o pologrupdch s délenim, atd. Nekteré
z téchto grupoid@ maji zvlastni jména. Napf.: pologrupy s pravidly o kraceni se tézZ.
nazyvaji semigrupy, quasigrupy s jednotkou se jmenuji lupy.

Pro naSe dalSi uvahy maji zvlastni dileZitost pologrupy s délenim. V tomto
sméru predevsim ukaZeme, 7e kaZdd pologrupa s délenim obsahuje jednotku a jeji’
délent je jednoznacné.

Vskutku, necht & znaci n&jakou pologrupu s délenim.

a) Zvolme v @& libovolny prvek a. ProtoZe & je grupoid s délenim, existuje
prvek e, € &, takovy, Ze ae, = a. O prvku e, ukdZeme, Ze je jednotkou grupoidu &.
Necht b zna&i libovolny prvek v . Protoze & je grupoid s d&lenim, existuje prvek
y € & takovy, 7e ya = b, a protoZe & je asociativni, plati rovnosti be, = (ya)e, =
= y(ae,) = ya = b. Vychazi tedy be, = b. Podobn& zjistime, Ze pro prvek e, e &
definovany rovnosti e,a = a plati e;b = b. PonévadZ jednak e,e, = e, (nebot be, = b
pro kazdy prvek b e ®) a jednak ee, = e, (nebof e,b = b pro kazdy prvek b e ®),
vidime, Ze e; = e, a Ze prvek e, skute¢né ma charakteristické vlastnosti jednotky’
grupoidu &: e, = 1.
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b) Budte a, be® libovolné prvky. UkéaZeme, Ze ze vztahfi ax, = b = ax,
{(x1, x, € @) plyne x;= x,. NuZe, pfedeviim z moZnosti déleni v grupoidu & plyne
existence prvku u € & spliiujiciho rovnici ua = 1. Dale plati (vzhledem k asociativ-
nosti nasobeni) tyto vztahy: ub = u(ax,) = (ua)x, = 1x, = x, a podobné& ub = x,.
Skute¢né tedy vychazi: x; = x,. Podobné ze vztahli y;a = b = y,a (y,, y, € ®)
vychazi: y, = y,.

Pologrupy s délenim se obvykle nazyvaji grupy. Nasi vétu moZno tedy vyjadfit
tim, Ze kazda grupa ma4 jednotku a je quasigrupou. Napf. 3, 3,, S, (n = 1) jsou grupy.
Poznamenejme, Ze se grupa &, nazyva symetrickd permutaéni grupa stupné n.

Vsechny zminéné druhy grupoidi mohou mit ovSem je§té dalsi vlastnosti, napf.
mohou byti abelovské; v tom piipadé mluvime napf. o abelovskych asociativnich
grupoidech s jednotkou, atp. Abelovské pologrupy, jejichZ vSechny prvky jsou rovno-
mocné, se nazyvaji polosvazy. Pfikladem polosvazu je grupoid, jehoZ pole se sklada ze
viech rozklad@ v mnoZin& G a soudin z prvklt 4 a B je definovan jako nejmensi spo-
ledny zakryt [4, B] (3.7.4).

2. Brandtovy grupoidy. V této kapitole se budeme kratce zabyvat tzv. Brandto-
vymi grupoidy. Pfedev§im poznamenejme, Ze tyto utvary zavedl do algebry v r. 1927
némecky matematik H. BRANDT, ktery k jejich oznaéeni poprvé uZil slova grupoid.
Teprve asi o deset let pozdgji pfichazi v literatuie slovo grupoid ve smyslu uvedeném
v této knize, v némz se ho dnes vSeobecné uziva.

Brandtovy grupoidy vybocuji pfedev§im z ramce naSich uvah tim, Ze v nich
nasobeni neni nutné definovano pro kazdou dvouélennou posloupnost prvki.

BudiZ G neprazdna mnoZina né&jakych prvkii. Predpokladejme, Ze ]e dano pra-
vidlo, které opét nazveme nasobeni neboli binarni operace, vyznacujici se tim, Ze
k n&kterym dvouclennym posloupnostem prvkl a, b € G pfifazuje jednoznacné jisty
prvek ¢ € G, kdeZto na jiné dvouclenné posloupnosti prvkii a, b € G se aplikovat neda.
V prvnim piipadé pravime, Ze se prvek a dd ndsobit prvkem b a prvek ¢ nazyvame
soucin prvku a s prvkem b neboli soucin z prvku a a b.V druhém p¥ipadé pravime, Ze
se prvek a nedd ndsobit prokem b a Ze pFislu$ny soudin neexistuje.

Tuto situaci bychom mohli podtadit dosud uvazovanym pomértim, kdy naso-
beni bylo definovano pro vSechny dvouclenné posloupnosti prvki v G. Za tim tcelem
by stacdilo zavést novy prvek pro neexistujici soudiny. V dals§im vykladu vSak této
mySlenky nepouZivame, nebot jeji provedeni by mélo vliv pouze na formalni stran-
ku naSich uvah, bez vétSiho dosahu.

MnoZina G spolu s nasobenim (ve vy$e uvedeném smyslu) se nazyva Brandtiv
grupoid, kdyZ jsou splnény tyto &tyfi postulaty:

- 1. Kdyz pro nékteré prvky a, b, ¢ plati rovnost ab = c, je kaZdy z nich jedno-
zna&né urcen zbyvajicimi dvéma.

2. Kdy# existuji ab a bc, pak totéZ plati o soudinech (ab)c a a(bc); kdyZ existuji
ab a (ab)c, pak totéZ plati o soudinech be a a(bc); kdyZ existuji be a a(bc), pak totéZ
plati o soudinech ab a (ab)c. V kaZzdém z t&chto piipadd je (ab)c = a(bc) a tento
soudin se oznacuje symbolem abc.
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3. Ke kaZdému prvku a existuji tyto jednoznaéné uréené prvky: pravd jednotka
e, levd jednotka €' a tzv. inverzni prvek a*; pro tyto prvky plati rovnosti: ae = e'a =
= qa, a*a = e.

4. Ke kazdym dvéma jednotkam e, e’ existuji prvky, pro néZ je e pravou a ¢’
levou jednotkou.

Z postulati 1 a 2 plynou zejména tyto disledky:

aa* = e', ea* =a*, a*e' =a*, ce=e, e =¢".

Jejich spravnost Ize snadno zjistit; napf. prvni rovnost vyplyne takto: Ze vztahi
ea = a = ae = a(a*a) = (aa*)a mame ¢'a = (aa*)a a odtud plyne ¢’ = aa*.

Vidime, Ze a je inverznim prvkem k a*, takZe miiZeme mluvit o vzajemné in-
verznich prvcich a, a*. Prava a leva jednotka se pfi pfechodu k inverznimu prvku
vyméni.

Dale vidime, Ze rovnost ee = e je pro jednotky charakteristicka: Nejen kazda
prava nebo leva jednotka této rovnosti vyhovuje. ale i kazdy prvek e, ktery ji splituje,
predstavuje pravou i levou jednotku prvku e. V souvislosti s postulaty 2 a 1 dale
vidime, Ze kaZda jednotka e je pravou (levou) jednotkou kazdého prvku a (b), pro
n&jZ existuje soudin ae (eb). Pomoci jednotek Ize jednoduse vyjadrit, kdy se prvek a
dé& nasobit prvkem b: to nastane tehdy a jenom tehdy, kdyZ se prava jednotka prvku a
rovna levé jednotce prvku b.

Existence inverzniho prvku zahrnuje toto: KdyZz pro nékteré prvky a, b, ¢
plati rovnost ab = ¢, pak soulasné je a*c = b, ¢b* = a, b*a* = c¢*, c¢*a = b*,
bc* = a*. Inverzni prvek a* se oznacuje téZ symbolem a~'. Soudiny aa™! nebo
a”'a se uplatiiuji jenom tehdy, kdyZ stoji osamocené, kde#to v jinych p¥ipadech se
mohou vypustit. Je-li n = ab ... m soucin koneéné posloupnosti o libovolném poctu
prvkii, pak inverzni prvek vzhledem n je dan vzorcem: n™' = m~! ... b~ 1a" 1

Spokojime se s témito poznamkami a nebudeme se teorii Brandtovych grupoidi
zabyvat podrobnéji; tato teorie ma ostatné€ blizké vztahy k teorii grup, kterou budeme
studovat v I11. ¢asti této knihy. K osvétleni pojmu Brandtova grupoidu poslouZi tento
jednoduchy priklad:

BudiZ G kartézsky ¢tverec libovolné neprazdné mnoZiny A4 (1.8). Prvky mnoZiny
G jsou tedy dvouclenné posloupnosti (a, b), pfi¢emZ a, b probihaji jednotlivé prvky
v A. V mnoZin& G definujeme nasobeni takto: Prvek (a, b) se da nasobit prvkem
(¢, d) € G pravé tehdy, kdyZ b = ¢, a v tomto pfipadé je pfisluiny souin dan vzorcem:
(a, b)(b, d) = (a, d).

Mnozina G s timto nasobenim pfedstavuje Brandtiv grupoid. Vskutku, pfe-
devsim je zfejmé, Ze jsou splnény postulaty 1 a 2. Dale se snadno vidi, Ze jsou splnény
i postulaty 3 a 4: Ke kazdému prvku (a, b) € G existuje prava jednotka (b, b), leva
jednotka (a, a) a inverzni prvek (b, a); ke kazdym dve€ma jednotkam (b, b), (a, a)
existuje prvek (a, b) € G, pro n&jZ je (b, b) pravou a (a, a) levou jednotkou.

Je-li napf. A mnoZina viech bodd leZicich v roving, mtZeme ke kaZdému prvku
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(a, b) (a + b) nebo (a, a) v kartézském &tverci prifadit orientovanou useku ab popf.
bod a. Timto zplsobem obdrZime Brandtiv grupoid, jehoZ pole se skldda z bodi.
a orientovanych usecek a jehoZ nasobeni je ddno navazovanim téchto prvki na sebe.

18.6. Svazy

Tuto kapitolu zakoncéime kratkym vykladem o tzv. svazech, jejichZ pojem se
k pfedchazejicim uvaham tzce pfimyka. V podstaté jsou svazy dvojice soumistnych,
tj. na témZ poli definovanych, grupoidi se zvlastnimi vlastnostmi, pri¢emZ jejich naso--
beni jsou vazana uréitymi zakony. Teorie svazii zaujima v moderni matematice vy-
znamné misto nejenom pro svou obsaznost a formalni ptivab, nybrZ zejména proto, Ze
z jednoticiho hlediska popisuje vlastnosti svazi, které jsou v réiznych oborech mate-
matiky realizovany nejrozmanitéj$imi utvary.

Necht jsou na mnoZiné G dana dvé néasobeni. Abychom je v uvahach mohli
snadno odlisit, zvolime jedno z nich libovolné a nazveme je horni, kdeZto druhé na--
zveme dolni. Soucin libovolného prvku a € G s libovolnym prvkem b € G v hornim
(dolnim) nasobeni nazyvame spojent (priinik) prvku a s prvkem b a oznadujeme jej
symbolem a U b (a n b). Grupoid, jehoZ polem je mnoZina G a nasobeni je horni
(dolni) nasobeni, nazyvame horni (dolni) grupoid. PouZivani symbolii U, N, které:
jsou stejné jako pro souet a priinik mnoZin (1.5 a 1.6), nepovede v dalSich ivahach
k nejasnostem,

1. Definice svazu. Dvojice horniho a dolniho grupoidu se nazyva svaz na:
poli G, struénéji svaz, kdyZz pro ka?dé prvky a, b, ¢ € G plati tyto rovnosti:

a)aub=bua, a)anb=bna,
b)ava=a, b)ana=a,
cJau(buc)=(aub)uec, Yan(bne)y=(anb)nec,
dau(anb)=a; d)yan(avb)=a.

Kazdy z obou grupoidii svazu je tedy abelovsky [a), a’)] a asociativni [c), ¢/)]
a viechny jeho prvky jsou rovnomocné [b), b’)]. Nésobeni obou grupoidi spolu
souvisi podle vzorci d), d’); tyto vzorce vyjadtuji tzv. absorptivni zdkony svazu..

Poznamenejme, Ze svaz miZeme definovat jako dvojici soumistnych polosvazi,,
které jsou vzajemné vazany absorptivnimi zakony.

2. Priklady. [1] G je mnoZina viech pfirozenych &isel 1,2,3,...; a v b je:
nejmensi spoledny nasobek a a n b nejvétsi spoleény délitel &isla a a Cisla b.

[2] G je mnoZina viech &asti n&jaké mnoZiny. A U B je soutet a A N B priinik
casti A a Casti B.

[3] G je mnoZina viech rozkladii n&jaké neprazdné mnoZiny. A U B je nej-
mensi spoleény zakryt [4, B] a 4 n B nejvétsi spolené zjemnéni (4, B) rozkladu A
a rozkladu B. ‘
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3. Zdkladni ¢dsteénd uspofdddni svazu. BudiZ I' svaz na poli G. Necht a, b, c €
€ G jsou libovolné prvky.

Predev§im si v§imnéme, Ze oba vztahy
(h) aub=>b, bna=a

plati soucasné, tj. kdyZ plati jeden, plati i druhy.
Vskutku, z platnosti prvniho vztahu plyne podle a’) a d'):

bna=(aubna=an(aub)=a;
podobné z platnosti druhého plyne podle a) a d):
avb=(bna)ub=bu(bna)=0>b.

Kdyz ke kazdému prvku a € G pfifadime kaZdy prvek b e G, ktery spliiuje
rovnosti (h), obdrzime zobecnéné zobrazeni mnoZiny G na sebe; oznacime je h.

Zobrazeni h je antisymetrickd kongruence na G. Vskutku, ze vzorci b) a b’)
vidime, Ze je reflexivni. Se zfetelem na vzorec c) soudime, 7e ze vztahli a U b = b,
buc=cnasleduje:avec=au(buc)=(aub)uc=>buc=c;ztoho vidi-
me, Ze zobrazeni h je tranzitivni. Je to tedy kongruence na G. Koneéné z rovnosti
aub=>b,bua=aplyne, podle a), 26 a = b. '

Zjistili jsme, Ze kongruence h je antisymetrick4, jinymi slovy, Ze zobrazeni h je
CasteCné usporadani mnoziny G. Nazyvame je horni {dstecné uspordddni svazu T.

Pfipomefime, Ze nasledujici symboly maji tyZz obsah: a < b (h), a U b = b,
bna=a.

Obdobné uvahy plati, kdyZ vyménime ulohy horniho a dolniho grupoidu.
Potom mame tyto vysledky:

Oba vztahy
{d) bua=a, anb="»b
plati soucasné.

Kdyz ke kazdému prvku a e G pFifadime kaZdy prvek be G ktery spliiuje
rouvnosti (d), obdriime na G jistou antisymetrickou kongruenci d. Nazyvame ji dolni
Cdstecné uspordddni svazu I'.

Vidime, Ze nasledujici symboly maji tyZ obsah: a < b (d), bua =a, an
Nnb=>b

Horni a dolni &astedné uspofadani svazu I' nazyvame souhrnné zdkladni
Cdsteénd uspordddani.

Zdkladni édsteénd uspordddni svazu I jsou vzdjemné inverzni, takfe d = h™?,
h = d~'. To plyne z toho, %e v kongruenci h je kazdy prvek b e G obrazem vsech
prvki a € G, které vyhovuji rovnostem (h), a pravé tyto prvky jsou obrazy prvku b
v kongruenci d, jak vidime ze vzorcd (d).

Vsimnéme si, 7e symboly a < b (h) a b < a (d) maji tyZ obsah.
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Napft. na hofej$im svazu [1] obdrzime horni (dolni) ¢4ste¢né uspotadani tim,
Ze ke kazdému ptirozenému Cislu pfitadime kazdy jeho kladny néasobek (délitele); na
svazu [2] tim, Ze ke kaZdé mnoZing 4 € G piifadime kaZdou jeji nadmnoZinu (pod-
mnoZinu) B € G; na svazu [3] tim, Ze ke kazdému rozkladu A e G pfitadime kazdy
jeho zakryt (ziemnéni) B € G.

Vzhledem k hornimu (dolnimu) édstecnému uspordddni svazu je prvek a U b
horni (dolni) a prvek a n b dolni (horni) hranici prokii a, b.

ProtoZe horni a dolni ¢aste¢né uspofadani jsou vzajemné inverzni, stadi ukazat,
Ze tvrzeni je spravné napf. v pfipadé horniho ¢aste¢ného uspofadani (9.4.2). Omezime
se na prvek a U b.

Mame ukézat, e vzhledem ke kongruenci h plati vztahya < au b, b < a U b
a dale, Ze ze vztahtia < ¢, b < ¢ nésledujea u b < c.

Spravnost vztahtta < a U b. b < a L b plyne z rovnosti, které plati v diisledku
hotejsich vzorci 18.6.1.c), b), a):

av(@aub)y=(ava)ub=aub,
bu(@aub)=bu(bua)=(bub)ua=bua=aub.

Vztahy a £ ¢, b £ ¢ vyjadfuji rovnosti
auc=c¢, buc=c,
z nichZ nasleduje, podle 18.6.1c),
(aubluc=av(buc)y=avc=c,

tj. a U b £ ¢. Tim je dikaz proveden.

Vidime tedy, Ze vzhledem k hornimu (dolnimu) édstecnému uspordddni svazu
md kazdd dvojice prokii svazu horni i dolni hranici; horni hranici je spojeni (priinik)
a dolni hranici je prinik (spojent) obou prukii.

4. Pozndmka k definici svazu. Svaz jsme definovali jako dvojici soumistnych
grupoidi, které maji zvlastni vlastnosti a jejichZ nasobeni jsou vazana jistymi zakony.
Potom jsme ukazali, Ze na kazdém svazu jsou jistd vzajemné inverzni ¢astecna uspo-
fadani, vzhledem k nimZ ma kazda dvojice prvkl horni i dolni hranici; horni a dolni
hranice jsou soudiny obou prvkd dvojice v grupoidech svazu.

Naopak Ize definici svazu zaloZit na pojmu antisymetrické kongruence. Kdyz
je na mnoZin& G dana libovolna antisymetricka kongruence, vzhledem k niZ ma kazda
dvojice prvkd a, b € G horni hranici a U b a dolni hranici a ~ b, miiZeme na mnoZiné
G definovat dv& nasobeni tim. Ze soudin uspofadané dvojice prvki a, b je jednou
a U bapo druhé a n b. D4 se snadno ukézat, Ze dvojice grupoidi na poli G s témito
nasobenimi je svazem a vychozi antisymetricka kongruence je hornim a kongruence
k ni inverzni dolnim ¢asteCnym uspofadanim tohoto svazu.

5. Vyznacné druhy svazi. Necht I' je svaz na poli G.
a) Svazy s krajnimi prvky. KdyZ se n&ktery prvek O € G vyznacuje tim, Ze pro
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kazdy prvek a € G plati a < O (h) [a £ O (d)], pravime o n&m, Ze je nejuétsi vzhle-
dem k hornimu (dolnimu) ¢dstecnému uspordddnt; kdyZ se n&ktery prvek o € G vy-
znaluje tim, ze vzdycky plati o < a (h) [o < a (d)], nazyva sc nejmensi vzhledem
k hornimu (dolnimu) édstecnému uspordddni. Snadno vidime, pfihlédneme-li k sou-
Casné platnosti vztahii 18.6.3 (h) nebo (d), Ze nejvétsi proek vzhledem k hornimu
(dolnimu) &dstecnému uspordddni je nejmensim (nejoétsim) vzhledem k édstecnému
uspordddni doInimu (hornimu). Rovn&z je snadné seznat, Ze ve svazu miiZe byt vzhle-
dem k témuZ zakladnimu ¢asteCnému uspofadani nejvyse jeden nejvétsi a nejvyse
jeden nejmensi prvek. Nejvétsi a nejmensi prvky vzhledem ke kazdému zakladnimu
daste¢nému uspofadani svazu se nazyvaji krajnimi proky.

Kdyz ve svazu I' oba krajni prvky vzhledem k obéma zdkladnim Cdsteénym
uspordaddanim existuji, pravime Ze I je svaz s krajnimi proky.

Napt. hofejsi svaz [ 1] mé vzhledem k hornimu ¢asteénému uspofadani nejmensi
prvek 1, ale nema nejvétsi prvek; vzhledem k dolnimu casteénému usporadani ma
tedy nejvétsi prvek 1, ale nema nejmensi prvek. “vaz [2] je svaz s krajnimi prvky;
nejvétsim (nejmensim) prvkem vzhledem k hornimu &astenému uspofadani je mno-
7ina, z jejichZ &asti se pole svazu sklada (prazdna mnoZina). Rovnéz [ 3] je svaz s kraj-
nimi prvky; nejv&Sim (nejmensim) prvkem svazu vzhledem k hornimu &aste¢nému
uspofadani je nejvétsi (nejmensi) rozklad na mnoZing, z jejichz rozkladi se svaz
sklada.

b) Svazy modularni (Dedekindovy). KdyZ pro n&které prvky a, b, c € G, které
se vyznaluji tim, Ze a < ¢ (h), plati rovnost

av(bnc)=(aub)nc,

pravime, Ze trojc¢lennd posloupnost prvkii a, b, ¢ spliiuje horni moduldrni neboli
horni Dedekindii vztah; podobn, kdyZ je a < ¢ (d) a plati rovnost

an(buc)=(anb)uc,

pravime, Ze ona posloupnost spliiuje dolni moduldrni neboli dolni Dedekindiiv vztah.

Je ziejmé, Ze kdy? trojélennd posloupnost prokii a, b, ¢ splituje horni (dolni)
Dedekindiw vztah, pak inverzni posloupnost ¢, b, a spliiuje dolni (horni) Dedekin-
div vztah.

Svaz T se nazyva moduldrni neboli Dedekindiiv, kdyz kazda trojclenna po-
sloupnost prvkii a, b, c € G, vnizje a < ¢ (h) (a < ¢ (d)) spliiuje horni (dolni) Dede-
kindiv vztah.

Napf. hofejsi svaz [2] je Dedekindiv, nebot pro kazdé tii Casti 4, B, C libo-
volné mnoZiny, které se vyznaduji tim, ¢ A = C, plati rovnost AU (Bn C) =
= (4 U B) n C(1.10.5; 1.10.3). PFipongeﬁme, 7e soudasné ma tento svaz krajni prvky.

6. Homomorfni zobrazeni(deformace) svazii. Pojem homomorfniho zobrazeni,

definovany pro grupoidy (13.1), d4 se bez obtiZi pfevést na svazy.
Budte I', I'* libovolné svazy.

143



Zobrazeni d svazu I' do svazu I'* se nazyva homomorfni zobrazeni neboli
deformace, kdyZ soufasné zachovava obé€ svazova nasobeni, tj. kdyZ pro libovolné
prvky a, b € I' souCasné plati:

dlaub)=daudb; dlanb)=dandb.

Podobné se na svazy daji pfevést dal$i pojmy souvisici s pojmem deformace.
Zejména nazyvame prostou deformaci svazu I do svazu I'* izomorfnim zobrazenim
a jde-li o zobrazeni na svaz I'*, izomorfismem. KdyZ je svaz I' néjakym izomor-
fismem i zobrazen na svaz I'*, pravime, Z¢ svaz I'* je izomorfnim obrazem svazu I
v izomorfismu i.

18.7. Cviceni

1. Kdy# je permutace p néjaké mnoZiny sloZena z permutaci py, ..., p, (n = 2), pak in-
-verzni permutace p 1 je sloZena z permutaci p, .., Py 1,

2. Kazda cyklicka permutace néjaké koneéné mnoziny, jejiz cyklus je alespoii dvojélenny,
se da sloZit z nékolika transpozic, a to podle vzorce: (a, b, c, ..., k, I, m) = (a, b) (b, c) ... (k, )
(, m).

3. OznaCme (kvuli pfehlednosti dolejsiho vzorce) prvky néjaké mnoziny H fadu »n (= 2),
Lislicemi 1, ..., n. KaZd4 transpozice (i, i + j) mnoZiny H se da slozit z n€kolika transpozic
(1,2),(2,3),....,(n— 1,n), atopodle vzorce: G, i + )= (G +j— Li+j)...0+ 1,i+ 2)
Gi+ DG+ 1,i4+2)...(0+j— 1,i + j). Kazda permutace mnoZiny H se da sloZit z néko-
lika transpozic (1, 2),(2,3),...,(n — 1, n).

4. KdyZ ma grupoid & Jednotku pak jeji obraz v kazdé deformaci d grupoidu & do néja-
kého grupoidu &* je jednotkou obrazu d®.

5. Kazdy faktoroid & na libovolném grupoidu s jednotkou & ma jednotku; onen prvek
4 € ®, ktery obsahuje jednotku grupoidu @, je jednotkou faktoroidu @.

6. Uvedte priklady grupoida, které maji jenom jednu nebo (s vyjimkou grup) pravé dvé
vlastnosti popsané v odst. 18.1, 18.3 a 18.4.

7. Kazda kone¢na- semigrupa je grupou.

8. V pologrupé nezavisi souéin libovolné n-Elenné posloupnosti prvka ay, ..., a, (n = 2)
na jejich poradi, jsou-li kazdé dva prvky a;, a; vzijemné zaménitelné. V abelovské pologrupé ne-
zavisi soucin libovolné kone¢né posloupnosti prvkl na jejich poradi.

9. V libovolném Brandtové grupoidu plynou z rovnosti ab = ¢ pro pravé a levé jednotky
prvkl a, b, c; a“l, b~ ¢t nasledujici vztahy, z nichZ naopak kazdy sta¢i k tomu, aby ona
rovnost platila: bac, c ! aa”l, aa b~ ! maji vidy tytéz pravé jednotky; b lac ! caa,
a1 a b maji vzdy tytéz levé jednotky (které se rovnaji pislusnym pravym jednotkam).

10. V libovolném Brandtové grupoidu se nazyvaji prvky, které maji stejnou pravou a sou-
<asné stejnou levou jednotku, vzdjemné dvojndsob pFislusné. Viechny prvky, které dvojnasob pfi-
slui k nékteré jednotce, tvofi grupu. Komplexy prvkd, které jsou vzdjemné dvojndsob pfislusné,
tvofi opét Brandtlv grupoid; jeho jednotkami jsou grupy sloZené z prvkii dvojndsob pfislusnych
k jednotkam.

11. Vlastnosti horniho a dolniho grupoidu poZadované v definici svazu (18.6.1) nejsou
nezavislé, nebot vlastnosti b), b") jsou disledkem ostatnich. Pfesvédlte se o tom tim, Ze aplikujete
rovnost d’) [d)] na prvky a, b = a arovnost d) [d")I na prvky a, b = auU ala, b = an a].
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12. KdyzZ se néjaky svaz skldda z rozkladi na mnoZiné G, z nichZ ka?dé dva jsou dopliiko-
vé, a kdyZ ndsobeni jsou definovéana jako v hofej$im piikladé [3], pak je modularni.

13. Svaz je modularni tehdy a jen tehdy, kdyZ v ném kazdé tfi prvky a, b, ¢ spliiuji rovnost:
@ubnlcu@nbl=@nb)ulcn (au b))

14. Izomorfni obraz kazdého moduldrniho svazu je opét modularni.

15. Budiz I" libovolny svaz rozklad na mnoziné G se svazovymi operacemi [ ] a (). Libo-
volnd fada rozkladl na G, jejiz vSechny Cleny jsou prvky v I, se nazyva hlavni Fada svazu I', kdyZ
kazdé jeji zjemnéni obsahujici pouze prvky svazu I" je jejim prodlouzenim. Plati tyto véty: a) kdyZ
svaz I" obsahuje nejvétsi (nejmensi) prvek, pak jim zacind (konét) kazdd hlavni rada svazu I, b) vie-
chny vzdjemné doplitkové hlavni Fady svazu I' maji touz redukovanou délku.

10—Zéklady teorie grupoid@ a grup
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