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III. GRUPY

19. Zakladni pojmy o grupach

19.1. Axiomy grupy

Predmétem nasich dal§ich uvah jsou grupy. Podle definice grupy, kterou jsme
uvedli jiz v odst. 18.5.1, rozumime grupou pologrupu s délenim.

Podrobngji feceno:

Libovolny grupoid & se nazyva grupa, kdyZ jsou splnény tyto tzv. axiomy
grupy: :
1. Pro libovolné prvky a, b, c € & plati rovnost a(bc) = (ab)c.

2. K libovolnym prokim a, be ® existuje prvek xe® spliujici rovnict
ax = b a prvek y € & spliujici rovnici ya = b.

Témto axiomém struéné fikame asociativni zdkon a axiom o déleni. V odst.
18.5.1 jsme dale ukazali, Ze disledkem téchto axiomi je jednak existence jednotky
v &, tj. prvku 1 € & vyznadujiciho se tim, Ze pro a € & plati rovnosti 1a = al = a
a jednak jednoznacnost déleni v &. KaZdd grupa je tedy quasigrupou s jednotkou
(lupou).

V dal3im vykladu zna&i pismeno & libovolnou grupu.

19.2. Inverzni prvky
Inverze

ProtoZze & je quasigrupa s jednotkou, existuje ke ka?dému prvku a € & jediny
prvek x € & takovy, Ze ax = 1 a jediny prvek y e & takovy, Ze ya = 1; pfitom
symbol 1 oznacuje (i viude nadale) jednotku grupy &.

Snadno ukaZeme, Ze dasledkem asociativniho zékona je rovnost obou prvki
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x, . Utvofime-li totiZ soucin prvku y s prvkem ax (= 1), obdrzime y(ax) = yl = y.
Podle asociativniho zdkona je y(ax) = (ya)x = 1x = x, a skute¢n& vychazi x = y.

Ke kazdému proku a € @ existuje tedy jediny prvek, ktery se oznacuje a™*, té
vlastnosti, e aa™' = a~'a = 1. Tento prvek se nazyva inverzni prvek vzhledem k a.

Podle této definice je tedy inverzni prvek vzhledem k prvku a jediné feSeni rov-
nice ax = 1 o neznaimém prvku x a soulasné jediné feSeni rovnice ya = 1 o nezné-
mém prvku y. ProtoZe rovnici a”'x = 1 vyhovuje prvek a, je a prvek inverzni
vzhledem k a™', tj. (™')™ = a. Pravime také, Ze prvky a, a~! jsou inverzni. V§im-
néme si, Ze prvek inverzni vzhledem k a miiZe byt opét prvek a, nebot jenapf. 17 '=1.

Na grup€ & mame tedy vyznaény rozklad, jehoZ prvky jsou jednak mnoZiny
skladajici se vZdy z jednoho prvku, ktery je sim k sob& inverzni, jednak mnoZiny
skladajici se vZdy z dvojice vzajemné inverznich prvki.

Napf. v grupé 3 mame jednotku 0 a prvek inverzni vzhledem k libovolnému
prvku a je —a. Zminény vyznacny rozklad grupy 3 je tento: {0}, {1, —1}, {2, —2}, ...

Necht a, b znadi libovolné prvky v &. Z rovnosti aa~* = 1 a podle asociativ-
niho zdkona mame a(a™'b) = (aa™')b = 1b = b a odtud je patrné, Ze prvek a~'b
je (jediné) feSeni rovnice ax = b. Podobné zjistime, Ze prvek ba~! je (jediné) feleni
rovnice ya = b. Déle se snadno presvédéime, Ze prvek inverzni vzhledem k soucinu ab
je b~'a" 1. Za tim GiGelem stadi zjistit, Ze prvek b~ 'a~! je feSenim rovnice (ab)x = 1;
tato skutenost vyplyva z rovnosti (ab)(b~'a™') = a(bb~'a™') = a(bb™")a"' =
=g(la™)=aa"'=1.

Podobnym postupem se odvodi i vysledek obecné&jsi, totiz Ze prvek inverzni
vzhledem k soucinovému proku aja, ...a, libovolné n (2 2)-clenné posloupnosti
prokit a,, as, ..., a,€ ® je proek a;' ... a; a7,

K pojmu inverzniho prvku pfipojme jesté tuto poznamku: Jak jsme vidéli, je
existence inverzniho prvku vzhledem k libovolnému prvku dfisledkem charakteristic-
kych vlastnosti grupy. JestliZe naopak v n&jakém asociativnim grupoidu & s jednotkou
1 existuje ke kazdému prvku a € & prvek inverzni a™!, tj. prvek splfiujici rovnosti
aa™! = a~'a = 1, pak grupoid & je quasigrupa, a tedy (protoZe je asociativni) grupa.
V tom ptipadétotiz existuji ke kazdym dvéma prvkim a, b € & prvky x, y € &, které
vyhovuji rovnicim ax = b, ya = b,atox = a~'b, y = ba™?, a jak se snadno zjisti,
jsou to jediné prvky majici tuto vlastnost.

MiiZzeme tedy fici, Ze vlastnost existence inverzniho proku vzhledem ke kaZdé-
mu prvku charakterizuje grupy mezi vSemi asociativnimi grupoidy s jednotkou.

Existence inverznich prvkd v grupé & umoziiuje definovat jisté prosté zobrazeni
grupy @ na sebe, jemuz pozdéji prisoudime vyznagnou tlohu. Definujeme je tim, Ze ke
kaZdému prvku a € & pritadime inverzni prvek a~* € &. Tim obdrzime prosté zobra-
zeni grupy & na sebe, tedy permutaci na grup& &. Tato permutace je grupou & jedno-
zna¢né urlena. Nazyvame ji inverze grupy &; oznaleni n. Vidime, Ze inverze n je
zobrazeni involutorni (6.7).
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19.3. Mocniny prvkul

Necht a znadi libovolny prvek v & a n libovolné pfirozené ¢&islo. Protoze & je
asociativni grupoid, je jenom jeden prvek aa...a. Tento prvek se nazyva n-1d

[—
n

mocnina prvku a a oznaluje se symbolem a". Pro n = 1 mame a' = a. Podobng
prvek a”'a~' ... a” ! nazyvame —n-td mocnina prvku a a oznadujeme jej symbolem
—_—
n
a™". Podle téchto definic plati tedy vzorce a™" = (a™')", a™" = (a")”'. Tim mame
definovany kladné a zaporné mocniny prvku a. Je uelné definovat také nultou moc-
ninu a° prvku a, a to tim, Ze je to jednotka grupy ®, takze a® = 1. Ke kaZdému prvku
a € & jsme tim pfifadili nekone¢né mnoho mocnin prvku a:

s mocniteli ..., —2, —1,0, 1, 2, ..., pfiemZ ovSem n&které z té€chto prvki mohou byt
identické.

Pro mocniny libovolného prvku a € & plati tyto vzorce:

(1) ama" = am+n , (am)n = g™ ,

a to pro vSechna celd ¢isla m, n.

Omezime se na provedeni dikazu prvniho vzorce, abychom usettili misto,
a pfenechavame G&tenafi, aby si podobn& ovéfil i spravnost vzorce druhého. Jestlize

v owr

jedno nebo obég &isla m, n jsou 0, je nas vzorec ziejmé spravny. JestliZe obé Cisla m, n
jsou kladn&, mame a™a" = (a...a)(a...a) = a...a = a™*". Na§ vzorec je tedy
e —r [—

m n m+n
opét spravny. Jsou-li obé &isla m, n zdporna, oznaéime m’ = — m, n’ = — n, takZe

m’, n' znad&i kladna &isla a mame a"a" = a™™a ™ =(a"'...a” ) (a7 ..a”) =

’

m n
=a l.. a7l =g W) = gmm' " = gm*r Zbyva tedy jesté uvaZovat o pripadé,
m'+n’
Ze jedno z obou &isel m, n je kladné a druhé zdporné. Je-li ¢islo m kladné a n zaporné,
oznalime n’ = — n, takZe m, n’ znadi kladna ¢isla, a mame

a"a" = a"a™ = (a...a)(a"'...a”Y) =

’

m n
m—n’
—— . . 5 ,
Ia...a =a™" " = g"*" kdyz m > n’;
={1=a"=qa"" =a™"" kdyz m=n’;
la'l coa”t=a ™™ = gm*n kdyz m < n'.
R
n'—m
Je-li koneéné &islo m zaporné a n kladné, oznadime m’ = — m, takZze m’, n znadi
kladna &isla, a vidime, Ze plati tyto rovnosti: a™a” = a™™a" = (a™*y" [(a™!)7']" =
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=@ ')y(@a ) "= (a7 "= a™™M = g™ = g™ g tim je dikaz pro-
veden.

Znaci-li napf. a libovolny prvek v grupé 3, pak jednotlivé mocniny prvku a jsou:
eoy —2a, —a,0,a,2a,...; zejména pro a = 1 mame: ..., =2, —1,0, 1, 2, ... a vidi-
me, Ze mnoZina vS§ech mocnin prvku 1 € 3 je celé pole grupy 3.

19.4. Podgrupa a nadgrupa

1. Definice. Necht % znaii libovolny podgrupoid v @. Podle 12.9.8 je
grupoid asociativni. KdyZ U je grupa, tj. kdyZ je nadto quasigrupou, pak pravime, Ze
A je podgrupa v & nebo Zze G je nadgrupa na U, a piseme jako obvykle: ¥ = & nebo
(=N

Podgrupu A v & nazyvame vlastni, je-li vlastnim podgrupoidem v &, je-li tedy
pole A podgrupy U vlastni podmnoZinou v &. V tom piipadé pravime, Z¢ & je vlastni
nadgrupa na 2. V grupg & existuji alespoii dv& podgrupy, a to tzv. nejvétsi podgrupa,
ktera je totozna s grupou &, a tzv. nejmensi podgrupa €, jejiz pole se sklada z jedi-
ného prvku 1. Jsou to tzv. krajni neboli extrémni podgrupy v ®.

O libovolnych grupach U, B, & plati zfejmé tyto vyroky:

a) Kdyz 9B je podgrupou v % a A podgrupou v &, pak B je podgrupou v G.

b) Kdyz U, B jsou podgrupy v & a jejich pole A, B jsou ve vztahu B < A,
je B pogrupou v .

2. Charakteristickd vlastnost podgrup. UvaZujme o libovolné podgrupé U
v 8. Oznadme pismenem j jednotku podgrupy . Je n&jaky vztah mezi jednotkou 1
grupy & a jednotkou j podgrupy U? Podle definice jednotky j podgrupy U plati pro
libovolny prvek a e rovnost a = ja a soucasn€ ov§em platia = 1a. Z toho vzhledem
k 19.1.2 vychazi rovnost: j = 1. Vidime, Ze jednotka grupy & je soucasné jednotkou
podgrupy U. Odtud plyne dale, Ze inverzni prvek v podgrupé U vzhledem k libovolné-
mu prvku a € U je prvek a1, tj. inverzni prvek vzhledem k a v grupé ®.

KdyZ tedy libovolny podgrupoid v & je podgrupou v &, pak obsahuje jednotku
grupy & a s kazdym svym prokem a soucasné prvek a~!, a naopak, kdyZ néaky
podgrupoid v & tyto vlastnosti md, pak je podgrupou v .

Pomoci tohoto vysledku snadno odvodime jistou vlastnost podgrup, které je
charakterizuje mezi podgrupoidy. Podgrupa U obsahuje, jak vime, s kazdym svym
prvkem soucasné prvek vzhledem k nému inverzni, a tedy, kdyZ obsahuje n&jaké prvky
a, b, pak obsahuje i prvek ab~'. KdyZ naopak o n&jakém podgrupoidu v & plati, 7e
soudasné s kazdymi dvéma prvky a, b obsahuje i prvek ab™', pak zejména (pro
b = a) obsahuje jednotku 1 grupy ® a (pro a = 1) rovn&Zz prvek b~ a je tedy pod-
grupou v &, jak vyplyva z hofejsiho vysledku.

Podgrupy v & jsou tedy mezi vS§emi podgrupoidy v & charakterizovdny vlast-
nosti, Ze s kazdymi svymi dvéma prvky a, b obsahuji i prvek ab™?.
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Ostatné si viimn&me, 7s libovolna neprazdnd podmnoZina 4 = @, ktera
s kaZdymi svymi dvéma prvky a, b obsahuje i prvek ab™!, je grupoidni, a tedy je
polem podgrupy v . Podobnou tvahu jako o prvku ab™! miZeme provést i o prvku
a'b. »

3. Ptfiklad. UvaZujme opét o grupé 3. Necht U znaci libovolnou podgrupu
v 3. ProtoZe U obsahuje s kaZdym svym prvkem b soudasné& inverzni prvek —b,
sklada se ¥ bud jenom z prvku 0 nebo obsahuje kromé zapornych také kladna &isla.
V prvnim pfipadé je % nejmensi podgrupa v 3. V druhém piipadé oznaéme pismenem
a nejmensi kladné Eislo, které je prvkem podgrupy U. Podgrupa 2 ovSem obsahuje
vSechny mocniny prvku a, tj. celé nasobky ¢isla a:

.esy —3a, —2a, —a, 0, a, 2a, 3a, ...

Necht b znadi libovolny prvek v U. Jak vime, existuji pak cela &isla q, r takova, Ze
b=gqa+r, 0=<r<a-— 1. ProtoZe podgrupa U obsahuje &isla b, ga, obsahuje
i &islo b — gqa = r, a protoZe neobsahuje kladrych &isel mensich nez a, je r = 0.
Vychazi tedy b = ga a vidime, Ze podgrupa 2% nema jinych prvki neZ vsechny celé
nasobky &isla a. MuZeme tedy Fici, Ze v obou pfipadech se podgrupa U sklada ze
vSech celych nasobkii jistého nezaporného &isla. Naopak je vSak ziejmé, Ze mnoZina
vsech celych nasobki libovolného nezaporného ¢&isla spolu s prisluSnym nasobenim
je podgrupou v 3.

Mame tedy vysledek, Ze se vSechny podgrupy v 3 sklddaji ze vSech celych nd-
sobkii jednotlivich nezdpornych éisel. V§imnéme si, Ze vSechny kladné nasobky
libovolného kladného &isla tvo¥i podgrupoid, aviak nikoli podgrupu v 3. V grupach
mohou tedy existovat podgrupoidy, aniZ jsou podgrupami.

4. Poznamka. TfebaZe se nam podafilo urdit viechny podgrupy v grupé 3,
bylo by neskromné o&ekavat podobny uspéch u jinych grup, jejichZ ndsobenti je sloZi-
t&j§i. Nalézt pravidlo, podle n&hoZ by bylo moZno uréit v§echny podgrupy v kaZzdé
grupé, je tloha posud nerozieSena.

19.5. Prinik a soucin podgrup

1. Prinik podgrup. UvaZujme nyni o dvou libovolnych podgrupach %, % < .
ProtoZe ob& podgrupy obsahuji prvek 1 e &, existuje, jak vime z tvah o grupoidech,
jejich prinik ¥ N B a snadno ukaZeme, Ze tento prinik je opét podgrupou v &. Je
ziejmé, Ze A N B je asociativni podgrupoid v @ s jednotkou 1, a stali tedy zjistit, Ze
obsahuje s kazdym svym prvkem a soucasné inverzni prvek a™'. KdyZ ae U n B,
pak plati soudasné a € U, a € B, a protoze U, B jsou podgrupy, plyne odtud a~* e U,
a1 e®B, takze mame a~ 1 e ¥ N B, a tim je dilkaz proveden. MiZeme tedy Fici, Ze
kaZdé dvé podgrupy v & maji prinik a tento prinik je podgrupou v &. Soucasné
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vidime, Ze je podgrupou v kazdé z téchto podgrup. Tento vysledek se da snadno roz-
§ifit na libovolny pocet podgrup v .

2. Soucin podgrup. Pfedpokladejme nyni, Ze podgrupy U, B jsou vzdjemné
zaménitelné, tj. Ze plati rovnost AB = BA, kde A (B) znadi pole podgrupy U (D). Za
tohoto pfedpokladu existuje soucin UB podgrup U, B (12.9.9) a cpét snadno zjistime,
Ze je podgrupou v (. Skutedné, je asociativni a jak plyne ze vztahtt 1 e U, 1B,
1 = 11 € AB, obsahuje jednotku 1 grupy &. Dale je kazdy prvek v UB soudin ab
jistého prvku a € U s jistym prvkem b € B; prvek inverzni vzhledem k ab je b~ a™?
a z rovnosti BA = AB vyplyva, Ze je v podgrupoidu UM, a tim je ukazano, ze DB je
podgrupa v &. V§imnéme si, Ze plati také 19.7.6. Déle je UB > U, UB > B a zejména
A2, tj. soucin A, je podgrupa A v &. Rovné je dilezité, abychom si uvédomili, Ze
v kazdé abelovské grupé (jsou kazdé dv& podgrupy vzajemn& zaménitelné a tedy)
existuje soucin kazdych dvou podgrup a je opét podgrupou.

3. Piiklad. V grupé 3 maji kazdé dvé€ podgrupy prinik i sougin. Uréeme napf.
prinik a souéin podgrup U, B, jejichZ pole jsou

(i — 8, —4,0,4, 8, ...},
{n —14, =7,0,7, 14, ...} .

Kazdé ¢islo v priniku ¥ n B je soucasné celym nasobkem ¢&isla 4 i &isla 7 a tedy je
celym nasobkem nejmensiho spoleného nasobku Cisel 4, 7, tj. Cisla 28. Prinik
A A B se tedy sklada z &isel

.., —56, —28, 0, 28, 56, ...

Pokud jde o soudin AW, obsahuje ziejmé &islo 4 + 7 = 11. Dale UYB, jakoZto pod-
grupa v 3, se sklada ze vSech celych nasobku jistého celého nezaporného Cisla a
(19.4.3). Tedy 11 je cely nasobek &isla a a tedy a = 1 nebo a = 11, nebot 11 je prvo-
&islo. ProtoZe AP ziejmé obsahuje také napf. Cislo 4, je a = 1, protoZe 4 neni celym
nasobkem ¢isla 11. Vychazi tedy, Ze se podgrupa UYB sklada ze viech celych nasobkl
&isla 1, takZe je totoZna s grupou 3.

19.6. Pozndmky o multiplika¢nich tabulkéch
konecnych grup

1. Charakteristické vlastnosti tabulek. Necht & znadi libovolnou konecnou
grupu a uvaZujme o prislusné multiplika&ni tabulce. ProtoZe v grupé & plati pravidla
o kraceni (18.3.1), vyskytnou se v multiplikaéni tabulce v kazdém fadku a v kazdém
sloupci napravo od svislého a pod vodorovnym zahlavim symboly vSech prvki
grupy &. Vyskytne se tam tedy zejména 1 a se symbolem kaZdého prvku soucasné
symbol prvku inverzniho. Zfejmé jsou tyto vlastnosti pro multiplika¢ni tabulku ko-
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necné grupy charakteristické, jestlize sou€asné plati asociativni zakon. Nap¥. multipli-
kaéni tabulky pro grupy fadu 1, 2, 3, jejichZ prvky ozna&ime 1, a, b, jsou tyto:

|1 la_ [lab
11 1la Ilab
alal alabl

bibla

Pro grupy fadu 4, jejichZ prvky jsme oznadili 1, a, b, ¢ jsou moZné dvé riizné multi-
plikacni tabulky, a to:

Habc Ej_abc
1llabe 1/1labe
alalch alalch
bibcal blbcla
cicbla c:tcbaI

Tyto multiplikacni tabulky se najdou tim zplisobem, Ze se o souc¢inu kazdého
prvku s kazdym stejnym nebo riiznym prvkem uvaZi (a to se zfetelem k okolnosti, Ze
se v multiplikacni tabulce vyskytnou v kazdém fadku a v kazdém sloupci napravo od
svislého a pod vodorovnym zahlavim symboly vSech prvkd grupy a kazdy jenom
jednou), ktery prvek to miiZe byt, a na konec se verifikuje, Ze je splnén asociativni
zakon. Avsak tento postup je bez dalSich znalosti o grupach zdlouhavy. TfebaZe jsou
znama pravidla, pomoci kterych lze urcit multiplikaéni tabulky vSech grup jistych
rada, zdstava hlavnim dosud nefeSenym problémem vycet viech koneénych grup
libovolného fadu.

2. Normdlni tabulky. Kazdou multiplikacni tabulku grupy libovolného fadu
miZeme predev§im zjednodusit tim, Ze vynechame obé zahlavi. Do prvniho fadku
napiSeme pak onen fadek multiplikaéni tabulky, ktery ma na prvnim misté symbol 1;
do druhého onen fadek, ktery ma symbol 1 na druhém mistg, atd., a do posledniho
fadku napiseme onen, v némzZ symbol 1 je na misté poslednim. Multiplikaéni tabulka
takto upravena se nazyva normdlni. Napf. normalni multiplikaéni tabulky grup ada
1, 2, 3, 4, jejichZ prvky jsme oznaéili 1, a, b, c, jsou tyto:

1 la lab
al bla

abl

labe labe
alch alch
chbla bcla
bcal cbal

3. Obdélnikové pravidlo. V kazdé normalni multiplikaéni tabulce je na kazdém
misté v hlavni Ghlopfién€ symbol jednotky. UvaZujme o normalni multiplikacni
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tabulce néjaké konetné grupy. Symbol soucdinu libovolného prvku a s libovolnym
prvkem b je ovSem na priseciku fadku zaéinajiciho pismenem a a sloupce zag&inajiciho
pismenem b. Jsou-li a, b soum&rné poloZeny vzhledem k hlavni uhlopfiéng, mame
.ab = 1, a odtud vychazi, Ze prvky a, b jsou inverzni. Vidime tedy, Ze v prvnim ¥adku
nasi tabulky jsou zleva doprava napsiny symboly inverznich prvki vzhledem k prv-
kim v prvnim sloupci, tak jak jdou po sobé& shora dold.

UvaZujme o libovolnych tfech prvcich x, y, z, jejichZ symboly spolu s 1 tvofi
v nasi tabulce vrcholy obdélnika, a to tak, Ze napf. x je v témzZ sloupci a y v témZ
fadku jako 1, a tedy z je v témZ Ffadku jako x a v témZ sloupci jako y. Necht a, b jsou
pismena, jimiZ za¢inaji fadky obsahujici 1, x, a podobné nechf ¢, d jsou pismena, jimiz
zalinaji sloupce obsahujici 1, y. Pak tedy napf. x je na praseiku Fadku zadinajiciho
pismenem b a sloupce zacinajiciho pismenem c, takZe x = bc, a podobné odvodime
i dalsi rovnosti: y = ad, z = bd, 1 = ac. Z posledni rovnosti vidime, Ze prvky a, ¢
jsou inverzni, takZe soucasné plati vztah ca = 1. Mame tedy: xy = (bc)(ad)=
= b(ca)d = bld = bd = z, tak’e xy = z a tato rovnost vyjadfuje tzv. obdélnikové
pravidlo:

Kdyz v normdlni multiplikaéni tabulce symboly nékterych ¢tyF prokil, z nichZ

_jeden je 1, tvo#i vrcholy obdélnika, pak prvek leZici na vrcholu protéjsim k proku 1
Jje soulinem prvku, nachdzejictho se na vrcholu v témZ sloupci jako 1 s provkem polo-
Zenym na vrcholu zbyvajicim.

Napf. v normalni multiplikaéni tabulce grupy fadu 4, ktera je v odst. 19.6.2
napsana posledni, tvofi prvky 1, ¢ v druhém ¥adku spolu s prvky b, a ve &tvrtém
fadku vrcholy obdélnika. Podle obdélnikového pravidla je tedy bc = a a skuteéné
na priiseiku fadku zadinajiciho pismenem b a sloupce zacinajiciho pismenem c je
prvek a.

19.7. Cviceni

1. Grupoid, jehoZ pole je mnoZina viech euklidovskych pohybl na pfimce f[a], gla] nebo
‘v roviné flx; a, b], glx; a, b] a nasobeni je definovano skladanim pohybu (11.5.1), je grupa, tzv.
. tplnd grupa euklidovskych pohybii na pFimce nebo v roviné. V tplné grupé euklidovskych pohybt
na primce nebo v roviné tvoii viechny euklidovské pohyby fla] nebo f[x; a, b] podgrupu. Uvedte
nékteré dal§i podgrupy v téchto grupach.
Poznamka. Napf. euklidovska geometrie v roviné popisuje; jak vime, vlastnosti utvard
sloZzenych z bodt a piimek, jako jsou riizné konfigurace bodl a pfimek, trojihelniky, kuZelosecky
. atp. Tato geometrie je podlozena tplnou grupou euklidovskych pohybli v roviné v tom smyslu, Ze
se dva utvary povaZuji za shodné, kdyZ se daji na sebe zobrazit nékterym euklidovskym pohybem.

2. Grupoid, jehoZ pole je mnoZina 2n permutaci vrcholl pravidelného n-thelnika v roviné
“(n Z 3), které jsme popsali ve cvi&. 8.8.4, a nasobeni je definovano skladanim permutaci, je grupa
zvana diedrickd ;Jermutac'ni grupa Fddu 2n. Tato gruapa obsahuje kromé nejmensi podgrupy dalsi
vlastni podgrupy: podgrupu ¥adu » sklddajici se ze v8ech prvkid odpovidajicich otoCenim vrcholi
-pravidelného n-uhelnika okolo jeho stfedu; n podgrup fadu 2 skladajicich se vidy z identické
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‘permutace a z permutace odpovidajici pfifazeni k vrcholim pravidelného n-tihelnika vrcholi
soumérné poloZzenych vzhledem k nékteré ose soumérnosti.

3. Pocet prvki, které jsou samy k sobé inverzni, je v kazdé konetné grupé sudého (lichého)
fadu suchy (lichy). :

4. V kazdé konecné grupé je kazdy podgrupoid podgrupou (srv. 18.7.7).

5. Inverze kazdé abelovské grupy predstavuje automorfizmus této grupy.

6. V kazdé abelovské grupé tvoii vSechny prvky, které jsou samy k sobé inverzni, pod-
grupu.

7. V kazdé abelovské grupé & plati pro kazdé dva prvky a, b € & a libovolné celé &islo n
vzorec: (ab)® = a"b". Uvedte piiklad, Ze v neabelovskych grupach tento vzorec vidycky neplati.

8. Kdyz U, B jsou podgrupy v grupé & a soudin jejich poli AB je polem podgrupy v 6,
pak U, B jsou vzajemné zameénitelné.

9. Kdyz % <= B jsou podgrupy v grupé G pak B = BA = B, A N B = Y. Kdyz také &
je podgrupa v & a je zaménitelna s U, pak i podgrupa € N B je zaménitelnd s UA.

10. Kazda grupa ma centrum.

11. Budiz p € 6 libovolny prvek v grupé &. Definujeme v & nové nasobeni, v némz sou-
<iny vyjadiime znaménkem o, timto pravidlem: Pro libovolné prvky x, y € & je soudin x o y dan
vzorcem Xx o y = xp‘ly. Pak plati: a) grupoid &, jehoz polem je pole G grupy (4 a nasobeni je
definovano uvedenym zpisobem, predstavuje grupu; b) jednotkou grupy ¢ je prvek p, prvek

inverzni k libovolnému bodu x € G je px~!p. — Poznamka. Grupu & budeme v dal$im vykladu
nazyvat: (p)-grupa pridruZend ke grupé .
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