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20. Tf¥idy vzhledem k podgrupam

20.1. Definice

Vezméme v uvahu grupu & a v ni libovolnou podgrupu Y. Déle budiz pe &
libovolny prvek v &.

Podmnozina pY v &, tj. tedy mnoZina soudint prvku p s kazdym prvkem v ¥,
nazyva se levd tfida proku p vzhledem k podgrupé % nebo struén&ji (vime-li, Ze jde
o podgrupu ) levd tFida proku p.

Podobné se nazyva podmnoZina Ap, tj. mnoZina soudint kazdého prvku v U
s prvkem p, pravd tfida proku p vzhledem k podgrupé U, struéngji: pravd tfida
proku p.

V§imnéme si, Ze pole A podgrupy U je soudasné leva i prava tfida prvku 1
vzhledem k . ’

V nékolika jednoduchych vétach popiSeme nejprve vlastnosti levych tfid; vlast-
nosti pravych tfid jsou analogické a tiebaZe je kviili ispofe mista vyslovné neuvadime,
doporucujeme Ctendfi, aby si je rovnéZ promyslil.

20.2. Vlastnosti levych (pravych) tfid

Budiz ¥ = & podgrupa v & a necht p, q znadi libovolné prvky v &.

Dokazeme, Ze pak plati tyto véty:

1. Levd tida pl obsahuje prvek p.

Skutedng, protoze U je podgrupa, mame 1€, a odtud plyne p = pl e pIl..

2. Kdyz? a jen kdyZ pe ¥, je pU = A.

Za udelem diikazu predpokladejme nejprve p € U. ProtoZe U je podgrupa, je
soudin prvku p s kazdym prvkem v U obsaZen opét v U, takZe mame vztah p% < A.
Mimoto p~' e ¥ a pro libovolny prvek a € U plati p~'a e U, takZe p(p~'a)e pU;
aviak p(p~'a) = (pp~') @ = la = a; vychazi tedy a € p% a mame dalii vztah 4
< p. Tedy je skutedné pA = A. Necht nyni pro n€ktery prvek p e & plati rovnost
pU = A. Pak kazdy soudin pa, kde a € %, je obsaZen v ¥, a tedy zejména (pro a = 1)
je prvek p obsazen v U,

Zobecnénim vety 2 je véta:

3. KdyZ a jen kdy? p~*q e ¥, je p¥ = q¥.

Skute¢né, kdy? p~!q € U, mame podle véty 2: p~ g% = A a tedy plati tyto rov-
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nosti: g% = (pp™') q¥ = p(p™'q) Y = p(p~'q¥) = pY. Naopak plyne z rovnosti
q¥ = pA vztah (p~'q) U = A, a tedy p~'q € A podle véty 2.

4. Levé tfidy pU, qU jsou bud disjunktni nebo identické.

Tato dalezita vlastnost levych tfid plyne z této tivahy: Maji-li obé levé tfidy
pU, qU n&ktery prvek x spoledny, takze x € pU, x € q¥, pak je p~'xe, ¢ 'xe U
a odtud podle véty 3 vychazi pll = xU = q¥, takZe obé& levé tfidy p¥, qU jsou
identické.

5. Levé tridy pU, q¥ jsou ekvivalentni mnoZiny.

Mame ukazat, Ze existuje prosté zobrazeni mnoZiny p% na g. Kazdy prvek
v p2 (q¥) je soudin pa (qa) prvku p (q) s vhodnym prvkem a e U a takovy prvek a je
jenom jeden, nebot z rovnosti pa = pb (ga = gb) plyne a = b. Naopak, kdyZ a € %,

méme pa € p¥ (qa € q¥). Vidime tedy, Ze zobrazeni (l;a) je prosté zobrazeni mrio-
Ziny p% na % a podobné (;a) je prosté zobrazeni podgrupy U na-q¥. Tedy je (qaa) .

a . P ye P v ; s
. (pa ) prosté zobrazeni mnoZiny p na q, a tim je nase tvrzeni dokazano.

Své tivahy roz§ifime nyni na pfipad, Ze vedle podgrupy ¥ mame v & dalsi pod-
grupu 8.

6. KdyZ jsou nékteré dvé levé tidy p¥U, qB incidentni, pak fejich prinik
pU N gB je levou tFidou kaZdého svého proku vzhledem k podgrupé U n B.

Vskutku, kdyZ nékteré dvé ttidy p¥, ¢ maji spoleény prvek ¢ € &, pak podle
vét 1 a 2 plati rovnosti pU = ¢, ¢B = B, takZe pU N gB = A N B. Kazdy prvek
x € ¢ N B je soudinem prvku ¢ a jistého prvku a € Y a soucasné soudinem prvku c
a jistého prvku b € B, takZe x = ca = cb. Odtud vidime, Ze a = be U N B, a tedy
x € ¢(Y N B). Tim jsme zjistili, Ze plati vztah: pU N ¢B = (A ~ B). Dale je kazdy
prvek x € (¥ N B) soudinem prvku ¢ a jistého prvku ae A N'Y, takZe x = cae
€ ¢ A ¢B. Z toho soudime na platnost vztahu (% N B) = pA N ¢B. Tim je dikaz
ukoncen.

7. Kdyz W = B, pak z incidence levych tFid pt, ¢B plyne pU < ¢B.

Vskutku, ze vztahu U < B plyne Y nB = U, podle 1.10.3; z predeslych vét
6 a 4 soudime, Ze plati rovnost: p N ¢B = pU a odtud vychazi pU < ¢*B podle
1.10.3.

Jak jsme se jiz zminili, maji pravé tiidy vzhledem k podgrupé U vlastnosti
analogické. Mezi levymi a pravymi tiidami vzhledem k podgrupé U je tento vztah:

8. Levd tfida pY se zobrazi inverzi n grupy & na pravou tridu Up~!, takZe
mdme: n(pY) = Ap~'. Soucasné plati obdobny vzorec: n(Ap) = p~'A.

Dtkaz. Ze vztahu x € p¥ plyne x = pa (a e ¥) a ze vzorce x™! = a~'p~!
(a™'e¥) mame x~' e Ap~'. Odtud plyne n(pA) = Up~*. Mimoto je kazdy bod
y=a'p ' < Ap~t (a’eA) n-obrazem prvku pa’~' e pU (a’~' e A), takZe mame
Ap~! < n(p¥). Vychazi tedy rovnost n(p%) = Ap~1. :
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Poznamka. KaXdou z obou tiid p¥, Ap~! nazyvame inverzni vzhledenr

k druhé a mluvime o ttidach vzdjemné inverznich. Jestlize jsme jednu z nich oznaéili
napt. @, oznadujeme druhou a1

9. Levd tida p a pravd tiida NAq jsou ekvivalentni mnoZiny.

Dikaz. Mame ukazat, 7e existuje prosté zobrazeni mnoZiny p na Uq. Podle
véty 8 a podle 7.3.4 jsou mnoziny pU a Up~' vzijemn& ekvivalentni; podle véty,
obdobné v&t& 5, platné pro pravé tfidy, maji touZ vlastnost mnoziny Up~! a Uq.
Odtud plyne tvrzeni podle 6.10.7.

20.3. Cviceni

1. Kdy# je grupa ® abelovska, je leva tfida libovolného prvku p € & vzhledem k ng&jaké.
podgrupé % < & souasné pravou tiidou, takze pA = Up.

2. Budtez %, B libovolné podgrupy a C komplex v 8. Ukazte, Ze plati tato tvrzeni: a) soudet
viech levych (pravych) tfid vzhledem k podgrupé U, incidentnich s komplexem C, splyvd s kom-
plexem CA (UAC); b) soudet BpA vSech levych tiid vzhledem k U, incidentnich s néktzrou pravou
tfidou Bp (p € G), splyva se soutem vSech pravych tfid vzhledem k 8, incidentnich s levou
tiidou p.

3. Budiz p € & libovolny prvek a necht & je (p)-grupa ptidruzena ke grupé U (19.7.11).
Dale bud U libovolna podgrupa v 8. UkaZte, Ze pak nastane tato situace: ,.1) leva (prava) tiida
U (Up) prvku p vzhledem k podgrupé U je polem jisté podgrupy ?I, c & (U c (‘5) v grupé (J
b) pro kazdy prvek x v G splyva leva (prava) tfida x o QI, (QI ox) s levou (pravou) tiidouw

XU (AUx).
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