
Základy teorie grupoidů a grup

21. Rozklady vytvořené podgrupami

In: Otakar Borůvka (author): Základy teorie grupoidů a grup. (Czech). Praha: Nakladatelství
Československé akademie věd, 1962. pp. 159--164.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401448

Terms of use:
© Akademie věd ČR

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/401448
http://project.dml.cz


21. Rozklady vytvořené podgrupami 

Velmi důležitá vlastnost grup záleží v tom, že každá podgrupa v libovolné grupě 
určuje na ní jisté rozklady. 

21.1. Pojem levých a pravých rozkladů 

Uvažujme o systému všech podmnožin v ©, které jsou levými třídami vzhledem 
k 2t vždy některého prvku v @. Podle vety 20.2 J je každý prvek p e © obsažen v levé 
třídě p2í a ta je ovšem prvkem našeho systému; podle věty 20.2.4 jsou každé dva prvky 
našeho systému disjunktní. Systém, o nějž jde, je tedy rozkladem grupy ©. Tento 
rozklad grupy © se nazývá rozklad grupy © v levé třídy vytvořený podgrupou 21, 
stručněji levý rozklad vytvořený podgrupou 2Í. Označujeme jej ©/,2l. 

Podobně se ukáže, že systém všech podmnožin v ©, které jsou pravými třídami 
vzhledem k 21 vždy některého prvku v @, je rozkladem grupy ©, a to tzv. rozkladem 
grupy © v pravé třídy vytvořeným podgrupou 21, stručněji pravým rozkladem vytvo­
řeným podgrupou 21. Označujeme jej symbolem @/p2í. 

Např. máme vzorce; ®/.@ = @/p© = Gm a x, @/f{l} = ©/P{1} = Gmin; Gm a x, 
Gmin představují ovšem největší a nejmenší rozklad grupy ©. 

V dalších větách popíšeme vlastnosti levých rozkladů grupy. Vlastnosti pravých 
rozkladů jsou analogické a proto je pro úsporu místa neuvádíme. V závěru této kapi­
toly jsou popsány vzájemné vztahy mezi levým a pravým rozkladem grupy © vzhle­
dem k téže podgrupě 21. 

21.2. Průseky a obaly v souvislosti s levými 
rozklady 

1. Buďtež 21 => 25, @ libovolné podgrupy v ©. Vezměme v úvahu průsek 
2l/řS5 n € a obal S C 21/1̂ ?- Protože je A n C =t= 0, nejsou tyto útvary prázdné; 
Í D B , C značí ovšem pole příslušných podgrup. 

Ukážeme, že platí vzorec: 

(1) %h% n <S = (2Í n <£)/,(» n € ) . 

Když jsou podgrupy 21 n S, 23 zaměnitelné, platí též rovnost: 

(2) €C2í / í S5-=(€n2í )25/ i 25. 
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Důkaz, a) Ukážeme, že každý prvek rozkladu na pravé (levé) straně vzorce (l) 
je prvkem rozkladu na levé (pravé) straně. Každý prvek ae(% n g)//(85 n g) má tvar 
a = a(33 n g) = a33 n ag, přičemž a e 2f n £ Ze vztahů a e 21, 21 => 33 máme 
a23 e 2í/j33 a ze vztahu a e g plyne ag = C. Vidíme, že platí vztahy: a = a33 n g e 
€ 2I/,93 n g. Budiž nyní 5 6 2l/,93 n (5 libovolný prvek, tedy 5 = a33 n g (4= 0), 
a e 2Í, Dále budiž x e a libovolný bod. Ze vztahu x e a33 plyne a33 = x33 a protože 
x e € platí C = xg, a tedy 5 = x93 n xg = x(33 n g). Protože dále z a e 21, 21 3 93 
následuje vztah a33 c 2Í, vychází x e 2Í n g, takže a e (2Í n g)/j(33 n g). Tím je 
ukončen důkaz vzorce (l). 

b) Nyní předpokládejme, že podgrupy 21 n g, 93 jsou vzájemně zaměnitelné. 
Tato situace nastane např. tehdy, když jsou vzájemně zaměnitelné podgrupy 33, g 
(22.2.1). 

Při důkazu vzorce (2) budeme postupovat analogicky jako v případě a). Každý 
prvek a e(€ n 2() 33/j33 má tvar x33, přičemž x e (g n 2Í) 93; vidíme, že prvek x před­
stavuje součin ab vhodného bodu a e S n l a vhodného bodu b e 33. Platí tedy rov­
nosti: a = (ab)33 = a(b33) = a33 (poslední rovnost platí vzhledem ke vztahu b33 = 
= B, který je správný podle 20.2.2). Ze vztahů a e 21, 2Í => 33 vychází a33 e 2l/,93 

a z toho, že platí a e g, vidíme, že levá třída a33 inciduje s g. Tímto způsobem dochá­
zíme ke vzorci: a e Ě [ 2f/|93. Budiž nyní a libovolný prvek rozkladu g E 2l/|93, tedy 
a = a33, přičemž a je bodem v 2Í a a33 inciduje s g; dále budiž e e g n a33 libovolný 
bod. Ze vztahu c e a33 soudíme podle vět 20.2.1 a 20.2.4 na platnost rovnosti a = c33, 
z níž (vzhledem k a c 2f) následuje c e 2Í. Máme tedy c e g n 21 a tedy též c = c . 1 e 
€ (g n 2Í) 33. Z této situace a ze vztahu 58 <= (g n 21) 58 vychází S e (g n 21) 93/,S3. 
Tím je důkaz vzorce (2) ukončen. 

Všimněme si zejména zvláštního případu, kdy podgrupa 2Í splývá s grupou @. 
V tomto případě máme: 

(ť ) ©A93 n f = g/ř(33 n g), 

a dále, za předpokladu, že podgrupy 58, djsou vzájemně zaměnitelné, 

(2') g E ©/,93 = g58/,S . 

2. Hořejší úvahy rozšíříme nyní v tom směru, že na místo podgrupy v grupě © 
nastoupí levý rozklad na některé podgrupě v @. 

Buďte 2Í 3 33, Ě D S libovolné podgrupy v ©. Vezměme v úvahu průsek 
2í/i53 n g/i© a obal g/,D C 2í/,33. Protože platí A n C 4= 0, nejsou tyto útvary 
prázdné. A => B, C r> D značí ovšem pole příslušných podgrup. 

Ukážeme, že platí vzorec 

(3) 2í/,93 n g/,33 = (21 n g)/-(93 n 2)) , 

$ da7e, za předpokladu, že podgrupy 2Í n g, 33 jsOw vzájemně zaměnitelné, také: 

(4) g/.© C 2í/,93 = (g n 2í) 93A93 . 

Důkaz, a) Každý prvek a e (21 n g)/i(33 n 35) má tvar S = a(93 n D) = 
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= a85 n aD, přičemž a e 2t n £ Ze vztahů a e 21, 2Í 3 35 vychází: a83 6 2í/,85. Podob­
ně ze vztahů a e S, € z> 35 máme a© <z (J/,.D. Vidíme, že a představuje neprázdný 
průnik prvků a® a aD rozkladů 2l/,85 a @/,35, takže 5 e 2f/,85 n £/,©. 

Budiž nyní a e 2í/,85 n S/,D libovolný prvek, takže a = a35 n c3D f # 0), 
a e 21, c e Q; dále buď x e a libovolný bod. Ze vztahu x e a85 máme a33 — x35 a po­
dobně z x e c í ) plyne c35 = xíD; máme tedy a =- a35 n c£) = x85 n x35 = x(85 n 33). 

Protože vzhledem k a 6 2Í z> 58, c e € z> 2) je a85 cz 21, c33 c g , vidíme že 
x e 21 n S. Tak docházíme k výsledku a e (2Í n €*)/,(95 n 35). Tím je dokázána plat­
nost vzorce (3). 

b) Vzorec (4) plyne bezprostředně ze vztahů <£/,© C 2í/,85 = «(€/,$) £ 2I/,85, 
s(g/,35) = C a ze vzorce (2) na str. 159. 

Ve zvláštním případě, kdy podgrupy 21, £ splývají s grupou ®, takže rozklady 
2I/-85 (= @/,85), <*/,£ ( = ©/,£) leží na grupě @, splývá průsek ®/,35 n ®/,£> s jejich 
největším společným zjemněním (®/,S5, ®/,£)) (3.5). Tak docházíme ke vzorci: 
(@/,35, ©/,©) = ®/,(85 n 33). 

213. Zákryty a zjemnění levých rozkladů 

Nechť jsou v grupě @ dány dvě podgrupy 2Í, 85. Zkoumejme, kdy levý rozklad 
grupy @ vytvořený podgrupou % (35) je zákrytem (zjemněním) levého rozkladu 
vytvořeného podgrupou 35 (21), tj. ®/,2l = ®/,85. 

Když levý rozklad grupy ® vytvořený podgrupou 21 je zákrytem levého rozkladu 
vytvořeného podgrupou 35, pak zejména pole A podgrupy 21 je součtem některých 
levých tříd vzhledem k podgrupě 35 a mezi těmito levými třídami je pole B podgrupy 85, 
neboť obě množiny A9 B mají společný prvek 1. Z toho soudíme, že podgrupa 2í je 
nadgrupou na 35, tj. 2Í z> 35. Když naopak podgrupa 2Í leží na 58, soudíme, podle věty 
20.2.7, že každá levá třída vzhledem k 2Í je součtem všech levých tříd vzhledem k pod­
grupě 35, které jsou s ní incidentní. Vidíme tedy, že pak levý rozklad grupy @ vytvo­
řený podgrupou % (35) je zákrytem (zjemněním) levého rozkladu vytvořeného pod­
grupou 35 (2t). Došli jsme k tomuto výsledku: 

Levý rozklad grupy ® vytvořený podgrupou 2Í (23) je zákrytem (zjemněním) 
levého rozkladu vytvořeného podgrupou 58 (%) tehdy a jen tehdy', když podgrupa 2Í 
je nadgrupou na 35. Jinými slovy, vztah ®/,2í ^ ®/,35 platí právě tehdy, když je 
% 3 58. 
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21.4. Největší společné zjemnění dvou levých 
rozkladů 

Nechť v grupě @ jsou dány dvě podgrupy 2Í, 25. 
Ukážeme, že největší společné zjemnění levých rozkladů grupy ® vytvořených 

podgrupami 2Í, 25 je levý rozklad vytvořený podgrupou 2í n 25,*(/. (@/|2í, ®/tW) = 
- ©/i(2í n 25). 

Vskutku, největší společné zjemnění rozkladů ®/i% ®//S5 je systém všech ne­
prázdných průniků vždy některé levé třídy p% s některou levou třídou ^25 (3.5). 
Každý neprázdný průnik p% o -125 je levou třídou každého prvku v něm ležícího 
vzhledem k podgrupě % n 25. Každá levá třída c(2l n 25) je průnikem levých tříd 
c2f, c25 (20.2.6). Tím je důkaz proveden. (Srv. týž výsledek v odst. 21.2.) 

21.5. Nejmenší společný zákryt dvou levých 
rozkladů 

Nechť jsou v grupě © dány dvě vzájemně zaměnitelné podgrupy 21, 25. 
Za této situace existuje součin 2125 podgrup 2í, 25 a je podgrupou v @. 
Ukážeme, že nejmenši společný zákryt levých rozkladů grupy ® vytvořených 

podgrupami 21,25 je levý rozklad vytvořený podgrupou 2(58. Jinak řečeno, platí 
vzorec: [@/,2í, @/,85] - ©^2125. 

Vskutku, především se zřetelem na vztahy % c 2Í25, 85 <=•' 2Í25 a k větě v 21.3 
vidíme, že rozklad ®/j2I25 je společným zákrytem rozkladů @/|2I, ©/-35. Máme ukázat, 
že se dvě třídy c2í, p% e ®/,3í dají spojit v rozkladu @/j25 tehdy a jen tehdy, když leží 
v téže třídě rozkladu ®/,3f85. 

a) Když levé třídy c2I, p% leží v téže třídě rozkladu ©//2185, je p = cba9 přičemž 
b e 85, a e 2í značí vhodné prvky. Vidíme, že obě třídy c2í, p% jsou incidentní s třídou 
c25 G ®/|25. Tím je zjištěno, že se dají spojit v rozkladu ®/-35. 

b) Když existuje vazba v {@/,2í, @/,25} od c2t do p%, 

ct%,..., ca% (ct = c, ca = p), 

jsou každé dvě sousední třídy c^2í, c0H t2í incidentní s jistou třídou ď^25, takže existují 
prvky xfi e cfi%l n ď^25, yfi e dfi% n cfi+l% (p = 1, ..., a - 1). Prvky xy, yy^t (y = 
= 1,..., a; y0 = ci9 xa == ca) leží v téže třídě cy2l a podobna prvky xfi9 yfi v téže třídě 
ď^25. Z toho soudíme, že platí vzorce jcy =-= yy^tay9 yfi == xpbp9 v nichž ay e 21, fe^ e 25 
značí vhodné prvky. Z těchto vzorců vychází ca -= c ^ t b ! . . . ^ . j ^ e CX2Í25 a tím je 
zjištěno, že levé třídy c% p% leží v téže třídě c2l25 e ©^2125. 
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21.6. Doplňkové levé rozklady 

Vezměme v úvahu libovolné podgrupy 2Í, 35 cr © v grupě ©. 
Ukážeme, že levé rozklady ©/,2Í, @/f95 grupy ® jsou doplňkové právě tehdy, 

když podgrupy 2t, 95 jsou vzájemně zaměnitelné. 
Důkaz, a) Předpokládejme, že rozklady @/ř2í, @/|35 jsou doplňkové. Budiž 

u e [@/|2t, @/,58] prvek obsahující jednotku 1 e ©. Ze vztahu 1 e (21 n 35) vidíme, že 
pole podgrup 2Í, 35 jsou částmi prvku w. Vezměme v úvahu libovolné body a e 21, 
b e 35 a levé třídy b2í e @//2l, a""1© e ®/,35. Tyto levé třídy jsou incidentni s podgru-
pami 35, popř, 2Í, z čehož plyne, že jsou podmnožinami v prvku i?, tj. htl cr uf a~%% cz 
cz u. Protože však rozklady ®lt% a @/,35 jsou doplňkové, platí: 621 n a™135 # 0. 
Odtud soudíme na existenci bodů a e 2í, b' e 53, vyznačujících se tím, že ba = a"*í b\ 
Z této rovnosti plyne ah = bV™1 e552t a vychází vztah 2135 cz 252Í. Obdobně se 
odvodí platnost vztahu 5821 c 2135, takže máme 2Í25 = 9521. 

b) Předpokládejme, že podgrupy 2t, 35 jsou vzájemně zaměnitelné. 
Podle hořejší věty (21.5) je nejmenší společný zákryt rozkladů ©/,2l a @/,35 

rozklad ©/-2Í35. Budiž c2ÍS5 e ®/MB libovolná třída. Každá třída rozkladu ©/-2Í 
ležící v c2t35 je cí?2í, kde b e35 značí vhodný prvek. Podobně každá třída rozkladu 
@/i95 ležící v c2t35 je ca25, kde a e 2t značí vhodný prvek. Máme ukázat, že každé dvě 
levé třídy cb% ca95, ležící v C2Í58, jsou incidentni, tj. že existují prvky ax e 2Í, bt e 35 

, vyhovujíeí rovnosti bat = abx. To je snadné: Protože podgrupy 21, 35 jsou vzájemně 
zaměnitelné, existují prvky ax e 21, bx 635, které hoví vztahu a"~3d = btalx a tyto 
prvky splňují hořejší rovnost. Tím je důkaz proveden. 

21.7. Vztahy mezi levými a pravými rozklady 

Buďte 2t, 35 libovolné podgrupy v @. 
1) Levý (pravý) rozklad @/-2l (@/p2í) se zobrazí rozšířenou inverzí n grupy © 

na pravý (levý) rozklad @/p2t (®/-2í), takže nf©/,21) = @/p2í, n(@/p2f) - ®/,2l. 
Rozklady ®/z2t, ®/p% jsou tedy ekvivalentní množiny: ©/ř2I ~ @/j,2í. 

D ů k a z . Podle 7.3.4 představuje množina n(@/-2l) rozklad grupy @, ekviva­
lentní s ®/t%. Podle 20.2.8 je každý prvek rozkladu ní@/,2l) prvkem v @/p2í. Odtud 
plyne rovnost: n(©/-2l) = @/p2í. Obdobně^se odvodí: n(@/p2f) = @/,2l. 

2) Ukážeme, že nejmenším společným zákrytem levého rozkladu @/-2l a pra­
vého rozkladu ©495 je množina skládající se ze všech komplexů 95p2í c= © (p e ®), 
Rozklady @/|2t, @/p95 jsou doplňkové. 

D ů k a z . Ke každému bodu pe® přiřaďme komplex 55p2t cr @ a vezměme 
v úvahu množinu Č skládající se ze všech těchto komplexů. Především vidíme, že 
každý bod v @ leží alespoň v jednom prvku množiny Č. Dále ukážeme, že dva různé 
prvky množiny C jsou disjunktní. Vskutku, když jsou některé prvky 35p2t, 35q2í cr C 
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incidentní, existují body a, a' e % b,V e 23 takové, že bpa = b'qa'. Z této rovnosti 
plyne (25b) p{a%) = (23b') q(a%) a dále (podle věty 20.2.2 a obdobné věty pro pravé 
třídy) rovnost 25p2í = 23gC Vychází tedy, že množina C představuje rozklad grupy ®. 
Dále, podle 20,3.2 je každý prvek %p% e C součtem všech prvků levého rozkladu 
®li% incidentních s pravou třídou 25p, a současně součtem všech prvků pravého 
rozkladu ®/pS5, incidentních s levou třídou p2í. Vidíme, že rozklad C grupy ® před­
stavuje společný zákryt rozkladů ®jt% ®/pW. Budiž u = 23p3í e C libovolný prvek 
á a e ®ji% B e @/p2$ libovolné třídy ležící v u. Pak máme a = bp2l, b = Bpa, 
přičemž je a e 2Í, b e 95. Protože je bpa e a n 5, jsou třídy a, F incidentní. Následkem 
toho podle 5.2, máme: C = [©^21, ®/pS5]. Odtud vychází, že rozklady ®/,2t, ®lp® 
jsou doplňkové. Tím je důkaz ukončen. 

Zejména pro 23 = % docházíme k tomuto poznatku: 
Pro každou podgrupu 2Í c ® představuje množina složená z komplexů 

2íp5í c ®, kde p e®, nejmenší společný zákryt levého a pravého rozkladu ®ji%, 
®íp% grupy ®. Rozklady ®/,2l, ®jp%jsou doplňkové. 

21.8. Cvičení 

1. Pro každou abelovskou grupu © platí, že na ní levý a pravý rozklad vzhledem k libo­
volné podgrupě % cz © splývají; tedy ®jt% = (B/pU. 

2. Levý (a současně pravý) rozklad grupy $ vzhledem k podgrupě 9Í, která se skládá 
ze všech celých násobků některého přirozeného čísla «, je rozklad Žn popsaný v odst. 15.2. 

3. Na vhodném příkladě ukažte, že levý rozklad grupy © vzhledem k dané podgrupě 
9Í cz ©, nemusí splývat s pravým rozkladem. 

4. Buďte 91 zz> 33 podgrupy v @. Vezměme v úvahu libovolné levé (pravé) třídy 5j, ct 

(ap, Cp) vzhledem k podgrupě 91 a označme: 

A( = at n ®/,8 (= at c ®lm , Q ^ c t n ®/!» (= q C ®/,») , 
2p = apn ®IP® (= Sp c ®/j,»> > CP = cP n ®/,8 (= řp r ®/p»). 

Každý prvek rozkladu Aj, popř. t j , představuje levou třídu a každý prvek rozkladu ApJ 

popř. C , pravou třídu vzhledem k podgrupě 25. Mimoto platí ekvivalence: ~At cz. C|s ~Ap ~ Cp. 
5. Buďte 91 ID 3? podgrupy v ®. Vezměme v úvahu libovolné vzájemně inversní třídy 

a e ®/,3l, 5~~x € ®/p-tt a na nich rozklady: 

At = 5 n S/ ,8 ( = 5 C ®/i»)> Ap = 5 " 1 n ®/p«B ( = 5 " 1 C ®/FS5) -
Každý z rozkladů A|, Ap se rozšířenou inverzí n grupy © zobrazí na druhý. Rozklady 

Jl9 Ap představují ekvivalentní množiny, tedy: At ^ Ar 

6. Za předpokladů a při označení uvedeném ve cvič. 4 platí ekvivalence: Aj ~ Cr 

7. Budiž p e © libovolný prvek a © přidružená p-grupa ke grupě © (19.7.11). Dále budiž 
91 cz © libovolná podgrupa v © a % cz © (kp cz ©) podgrupa v © na poli p% (9fp) (20.3.3). 
Ukažte, že levý (pravý) rozklad grupy © vzhledem k podgrupě %t (%lp) splývá s levým (pravým) 
rozkladem grupy © vzhledem k podgrupě 91, tj. 

©/.a, -= ®/,3i, ®iP% = ®iP%. 
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