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21. Rozklady vytvofené podgrupami

Velmi dileZita vlastnost grup zalezi v tom, Ze kazda podgrupa v libovolné grupé
uruje na ni jisté rozklady.

21.1. Pojem levych a pravych rozkladi

UvaZujme o systému vSech podmnoZin v &, které jsou levymi tfidami vzhledem
k U vzdy n&kterého prvku v . Podle vty 20.2.1 je kazdy prvek p € & obsaZen v levé
tfid& p¥ a ta je oviem prvkem naseho systému; podie véty 20.2.4 jsou kazdé dva prvky
naseho systému disjunktni. Systém, o ng&jZ jde, je tedy rozkladem grupy @&. Tento
rozklad grupy & se nazyva rozklad grupy & v levé tFidy vytvoFeny podgrupou A,
struénéji levy rozklad vytvoreny podgrupou N. Oznacujeme jej &3/, A.

Podobné se ukaze, Ze systém vSech podmnoZin v &, které jsou pravymi tfidami
vzhledem k U vZdy né€kterého prvku v &, je rozkladem grupy @, a to tzv. rozkladem
grupy & v pravé tFidy vytvoFenym podgrupou U, struéné&ji pravym rozkladem vytvo-
Fenym podgrupou U. Oznadujeme jej symbolem &/, .

Napf. mame vzorce: G/,8 = 6/,8 = G oo 8/, {1} = G/,{1} = Gpin; Grnaor
G,... pfedstavuji oviem nejvétsi a nejmensi rozklad grupy .

V dalsich vétach popiseme vlastnosti levych rozkladd grupy. Vlastnosti pravych
rozkladi jsou analogické a proto je pro usporu mista neuvadime. V zavéru této kapi-
toly jsou popsany vzajemné vztahy mezi levym a pravym rozkladem grupy & vzhle-
dem k téZe podgrupé .

21.2. Pruseky a obaly v souvislosti s levymi
rozklady

1. Budte? U o B, € libovolné podgrupy v ®. Vezméme v Gvahu prisek
ABr € a obal €L A,B. ProtoZe je A n C + 0, nejsou tyto ttvary prazdné;
A o B, C znadi oviem pole pfislusnych podgrup.

Ukazeme, Ze plati vzorec:

Kdy? jsou podgrupy U n €, B zaménitelné, plati téz rovnost:
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Dikaz. a) UkaZeme, Ze kaZdy prvek rozkladu na pravé (levé) stran& vzorce (1)
je prvkem rozkladu na levé (pravé) stran&. Kazdy prvek @ € (U n €)/(B n €) ma tvar
a=a(BnC) =aB naC, pticem? aeWUn E Ze vztahit ae Y, U > B méame
aB e U/B a ze vztahu a € € plyne a€ = C. Vidime, Ze plati vztahy: @ = aB n Ce
€ U/B m €. Budiz nyni ae U/ B m € libovolny prvek, tedy a = aB n € (*0),
a € Y. Déle budiZ x € a libovolny bod. Ze vztahu x € a®® plyne aB = xB a protoze
x e € plati C = xC, atedy a = xB N x€ = x(B N €). Protoze dilezae W, A > B
nasleduje vztah a®B < U, vychazi x e U N €, takZe ae (U n €)/(B n €). Tim je
ukonéen diikaz vzorce (1).

b) Nyni pfedpokladejme, Ze podgrupy U n €, B jsou vzajemnd zaménitelné.
Tato situace nastane napf. tehdy, kdyZ jsou vzijemn& zaménitelné podgrupy B, €
(22.2.1). ‘

Pii ditkazu vzorce (2) budeme postupovat analogicky jako v pfipadg a). Kazdy
prvek a € (€ n A) B/, B ma tvar xPB, piicemz x € (€ n A) B; vidime, Ze prvek x pred-
stavuje souin ab vhodného bodu a € € n U a vhodného bodu b € B. Plati tedy rov-
nosti: @ = (ab)B = a(bB) = aB (posledni rovnost plati vzhledem ke vztahu bB =
= B, ktery je spravny podle 20.2.2). Ze vztahit ae U, A > B vychazi aB e U/, B
a z toho, Ze plati a € €, vidime, Ze leva tfida a®® inciduje s €. Timto zplisobem docha-
zime ke vzorci: a € € T U/,B. BudiZ nyni a libovolny prvek rozkladu € [ U/,B, tedy
a = aB, ptifemz a je bodem v A a aB inciduje s €; dale budiz c € & N a®B libovolny
bod. Ze vztahu ¢ € a®B soudime podle vét 20.2.1 a 20.2.4 na platnost rovnosti a = ¢'B,
z niZ (vzhledem k @ = ) nasleduje ce Y. Mametedy ce € n YatedytéZc =c.le
€ (€ N A)B. Z této situace a ze vztahu B = (€ N A) B vychazi a e (€ n U) B/, B.
Tim je ditkaz vzorce (2) ukongen.

Viimnéme si zejména zvldstniho pFipadu, kdy podgrupa U splyvd s grupou &.
V tomto pFipadé mdme:

a ddle, za predpokladu, e podgrupy ¥, € jsou vzdjemné zaménitelné,
(2’) G E @/l% = @%/lgb .

2. Hofej§i uvahy roz§ifime nyni v tom sméru, Ze na misto podgrupy v grupé &
nastoupi levy rozklad na nékteré podgrupé v &.

Budte % o B, € > D libovolné podgrupy v &. Vezméme v tvahu prisek
A/B M /D a obal €/, D UA/B. Protoze plati A n C *+ 0, nejsou tyto utvary
prazdné. A o B, C o D znaci ovSem pole pfislusnych podgrup.

Ukazeme, 7Ze plati vzorec '

a ddle, za pFedpokladu, Ze podgrupy U n €, B jsou vzdjemné zaménitelné, take:

Dikaz. a) Kazdy prvek ae(U n €)/(B N D) ma tvar a = a(B n D) =
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=aBna®, pficemZ a e YN E. Ze vztahl a e U, A o B vychazi: a®B e A/;B. Podob-
né ze vztahdl a € €, € o D mame a® < ¢/,D. Vidime, Ze a pfedstavuje neprazdny
prinik prvkd a®B a a® rozklada %/,B a ¢/, D, takZe a e A/,B r1 &/,D.

BudiZ nyni ae /% M ¢/, D libovolny prvek, takze a = a®B n D (= ),
ael, ceC; dale bud x e a libovolny bod. Ze vztahu x € aB mame aB = xV a po-
dobné z x € ¢® plyne ¢® = xD; mametedyd = aB N D = xB N xD = x(B n D).

ProtoZe vzhledem k a e Y o B, ce € o D je aB <= U, D <€, vidime Ze
x e U n €. Tak dochazime k vysledku a € (A N €)/(B n D). Tim je dokdzana plat-
nost vzorce (3).

b) Vzorec (4) plyne bezprostfedné ze vztaht ¢/, D C U/,B = s(¢/,D) C U/,B,
5(€/,D) = C a ze vzorce (2) na str. 159.

Ve zvlastnim ptipadé&, kdy podgrupy U, € splyvaji s grupou &, takZe rozklady
AB (= G/,B), ¢/, D (= G/,D) lezi na grupé G, splyva prisek G/, B M G/ D s jejich
nejvétsim spole¢nym zjemnénim (&/,B, /D) (3.5). Tak dochdzime ke vzorci:

(8,3, 6/,D) = G/(D A D).

21.3. Zakryty a zjemnéni levych rozkladu

Necht jsou v grupé & dany dvé podgrupy U, B. Zkoumejme, kdy levy rozklad
grupy & vytvofeny podgrupou U (%) je zakrytem (zjemnénim) levého rozkladu
vytvofeného podgrupou B (%), tj. G/, U = G/B.

Kdy# levy rozklad grupy & vytvoteny podgrupou U je zakrytem levého rozkladu
vytvofeného podgrupou B, pak zejména pole 4 podgrupy U je soudtem nékterych
levych tfid vzhledem k podgrupé B a mezi témito levymi tfidami je pole B podgrupy B,
nebot ob& mnoZiny A4, B maji spoleény prvek 1. Z toho soudime, Ze podgrupa U je
nadgrupou na B, tj. ¥ o B. KdyZ naopak podgrupa U leZi na ¥, soudime, podle véty
20.2.7, Ze kazda leva t¥ida vzhledem k U je souétem vsech levych tfid vzhledem k pod-
grupé B, které jsou s ni incidentni. Vidime tedy, Ze pak levy rozklad grupy & vytvo-
feny podgrupou U (B) je zakrytem (zjemnénim) levého rozkladu vytvofeného pod-
grupou B (A). Dosli jsme k tomuto vysledku:

Levy rozklad grupy ® vytvofeny podgrupou U (D) je zdkrytem (zjemnénim)
levého rozkladu vytvoreného podgrupou B (U) tehdy a jen tehdy, kdy* podgrupa U
je nadgrupou na B. Jinymi slovy, vztah &/, A = &/,B plati prdvé tehdy, kdy? je
Ao W
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21.4. Nejvétsi spolecné zjemnéni dvou levych
rozkladi

Necht v grupé & jsou dany dv& podgrupy U, 8.

UkaZeme, 7e nejvétsi spolecné zjemnéni levych rozkladit grupy & vytvofenych
podgrupami A, B je levy rozklad vytvoreny podgrupou % n B, tj. (8 Y, &/B) =
= G/(% n D).

Vskutku, nejvétsi spole¢né zjemnéni rozkladt &/, U, &/ B je systém viech ne-"
prazdnych prinikd vZdy nékteré levé tfidy p2 s n€kterou levou tfidou ¢®B (3.5).
KaZdy neprazdny prinik p o ¢%B je levou tiidou kazdého prvku v ném leziciho
vzhledem k podgrupé A N Y. Kazda leva tiida (U N B) je prinikem levych tfid
¢, ¢ (20.2.6). Tim je dikaz proveden. (Srv. tyZ vysledek v odst. 21.2.)

21.5. Nejmens$i spolecny zakryt dvou levych
rozkladu

Necht jsou v grupé & dany dvé vzdjemné zameénitelné podgrupy U, ®B.

Za této situace existuje soudin YYB podgrup A, B a je podgrupou v &.

UkéaZeme, Ze nejmenst spoleény zdkryt levych rozkladit grupy & vytvofenych
podgrupami U, B je levy rozklad vytvoFeny podgrupou UWB. Jinak feceno, plati
vzorec: [/ U, B/ B] = G/, UB.

Vskutku, pfedev§im se zfetelem na vztahy % < UB, B < UV a k vét& v 21.3
vidime, Ze rozklad &/, U je spole¢nym zakrytem rozkladii &/, U, &/,B. Mame ukazat,
Ze se dve t¥idy ¢, pU € &/, Y daji spojit v rozkladu &/, tehdy a jen tehdy, kdyz leZi
v téZe t¥id€ rozkladu &/ UB.

a) Kdyz levé t¥idy ¢, p¥ lezi v téZe t¥id& rozkladu &/, UB, je p = cba, pticemz
b € B, a € A znadi vhodné prvky. Vidime, Ze obé& tfidy ¢, p jsou incidentni s tfidou
¢B € G/,B. Tim je zjisténo, Ze se daji spojit v rozkladu &/,B.

b) Kdyz existuje vazba v {&/,Y, &/B} od U do p,

¥ ., (e =¢ ¢,=p),

jsou kazdé dvé sousedni tfidy c,¥, c;. ;U incidentni s jistou t¥idou d,;P, takZe existuji
prvky xzec, U ndyB, ypedyB ncp A (B=1, ..., a — 1). Prvky x,, y,—; (y =
=1,..,0 ¥ = ¢, X, = ¢,) leZi v téZe tiid& ¢, U a podobnd prvky x,, y, v téZe tiidé
dg®. Z toho soudime, Ze plati vzorce x, = y,_,4a,, ¥ = Xpby, vnichza, e U, b; B
znadi vhodné prvky. Z téchto vzorcii vychazi ¢, = c¢,a,b; ... b,_1a, € ¢, UB a tim je
zji§téno, Ze levé tiidy ¢, pA lezi v téZe tFid& cUB e &/, UDB.
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21.6. Doplnkové levé rozklady

Vezméme v tivahu libovolné podgrupy U, B = & v grupé G.

Ukdzeme, Ze levé rozklady G| U, &/, B grupy & jsou doplitkové prdvé tehdy,
kdyZ podgrupy U, B jsou vzdjemné zaménitelné.

Diikaz. a) Pfedpokladejme, Ze rozklady &/, &/B jsou doplitkové. Budiz
i e [G/, AU, B/B] prvek obsahujici jednotku 1 € &. Ze vztahu 1 € (U N B) vidime, Ze
pole podgrup U, B jsou Eastmi prvku ii. Vezméme v uvahu libovolné body a € A,
b e a levé ttidy bU e &/,U, a™'B e ¢/,B. Tyto levé t¥idy jsou incidentni s podgru-
pami B, popt. U, z &eho? plyne, Ze jsou podmnoZinami v prvku i, tj. bW < ii,a™'B <
< ii. ProtoZe viak rozklady &/,2 a 3/,B jsou dopliikové, plati: bA N a 'Y + 0.
Odtud soudime na existenci bodii a’ € U, b’ € B, vyznadujicich se tim, Ze ba’ = a~'b'.
Z této rovnosti plyne ab = b'a’ "' e BU a vychazi vztah UB < BA. Obdobnd se

 odvodi platnost vztahu BY < YDV, takze mame B = BY.

b) Pfedpokladejme, e podgrupy U, B jsou vzajemn& zaménitelné. -

. Podle hofejsi véty (21.5) je nejmensi spoledny zakryt rozklada &/, A a &/B
rozklad &/, UAB. Budiz AB e G/, UV libovolna tfida. Kazda tfida rozkladu &/ U
lezici v cUD je cb¥, kde b e B znadi vhodny prvek. Podobné kazda tfida rozkladu
&/, B lezici v cUB je ca®, kde a € U znadi vhodny prvek. Mame ukazat, Ze kazdé dvé
levé t¥idy cb¥, ca®B, lezici v AW, jsou incidentni, tj. Ze existuji prvky a; € U, b, € B
vyhovujici rovnosti ba, = ab,. To je snadné: ProtoZe podgrupy U, B jsou vzajemné
zaménitelné, existuji prvky a, € U, b, € B, které hovi vztahu a~'b = b,a;! a tyto
prvky spliiuji hofej§i rovnost. Tim je diikaz proveden.

21.7. Vztahy mezi levymi a pravymi rozklady

Budte U, B libovolné podgrupy v &.

1) Levy (pravy) rozklad &/ A (&/,U) se zobrazi rozsifenou inverzin grupy &
na pravy (levy) rozklad &/, % (&), takze n(G/A) = G/ A, n(G],A) = G/ A.
Rozklady &/ U, &/ U jsou tedy ekvivalentni mnoZiny: &/, = &/, A. :

Diikaz. Podle 7.3.4 pfedstavuje mnozina n(®/,%) rozklad grupy &, ekviva-
lentni s &/,2. Podle 20.2.8 je kazdy prvek rozkladu n(®/,2) prvkem v &/, U. Odtud
plyne rovnost: n(&/,%) = &/,. Obdobné se odvodi: n(G/,A) = &/,

2) Ukazeme, Ze nejmensim spoleénym zdkrytem levého rozkladu &/, % a pra-
vého rozkladu G/, je mnoZina sklddajici se ze vsech komplexii Bpd = & (p € G).
Rozklady &/ %, &/,B jsou dopliikové.

Dtkaz. Ke kazdému bodu p e @ pfifadme komplex BpU < G a vezméme
v tivahu mnoZinu C skladajici se ze vSech téchto komplexii. Pfedev§im vidime, Ze
kaZdy bod v & lezi alespoii v jednom prvku mnoZiny C. Déle ukaZeme, Ze dva riizné
prvky mnoZiny C jsou disjunktni. Vskutku, kdyZ jsou n&které prvky Bp%, Bq% < C
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incidentni, existuji body a, a’ € U, b, b’ € B takové, Ze bpa = b'qa’. Z této rovnosti
plyne (Bb) p(ad) = (Bb') q(a’¥) a dale (podle véty 20.2.2 a obdobné véty pro pravé
tiidy) rovnost Bp = BgU. Vychazi tedy, e mnoZina C predstavuje rozklad grupy ®.
Dile, podle 20.3.2 je kazdy prvek Bp e C souctem viech prvkd levého rozkladu
6/,Y, incidentnich s pravou tfidou Bp, a soudasné soudtem viech prvki pravého
rozkladu &/, incidentnich s levou t¥idou p2. Vidime, Ze rozklad C grupy & pred-
stavuje spoleény zakryt rozkladi &/, &/,¥. Budiz 1 = Vp € C libovolny prvek
a ae®/A, be®/,B libovolné t¥idy leZici v ii. Pak mame a = bp¥l, b = Bpa,
pfi¢emzZje a e U, b € B. ProtoZe je bpa € a n b, jsou tfidy a, b incidentni. Nasledkem
toho podle 5.2, mame: C = [/, B/, B]. Odtud vychazi, ze rozklady &/, Y, &/, B
jsou dopliikové. Tim je dikaz ukongen.

Zejména pro B = U dochazime k tomuto poznatku:

Pro kaZdou podgrupu U = & pfedstavuje mnofina slofend z komplexi
ApWU = G, kde p e &, nejmensi spolecny zdkryt levého a pravého rozkladu &/,
&/ A grupy &. Rozklady &/, A, &/ U jsou doplitkové.

21.8. Cviceni

1. Pro kazdou abelovskou grupu & plati, Ze na ni levy a pravy rozklad vzhledem k libo-
volné podgrupé U = & splyvaji; tedy G/, UA = @5/;2[.

2. Levy (a soulasn& pravy) rozklad grupy 3 vzhledem k podgrupé U, kterd se sklada
ze vech celych nasobki nékterého prirozeného Cisla n, je rozklad Z, popsany v odst. 15.2.

3. Na vhodném piikladé ukaZte, Ze levy rozklad grupy & vzhledem k dané podgrupe
A < ©, nemusi splyvat s pravym rozkladem.
4. Budte % > B podgrupy v &. Vezméme v uvahu libovolné levé (pravé) tiidy a, ¢;
(@p, ¢,) vzhledem k podgrupé U a oznaime:
A4=aM6B=agLO®W, C,=¢M8B (=¢ LYY,
A, =a,M6/B (=a,LY,B, C,=c,MGB(=¢c, [ 6,2).
Kazdy prvek rozkladu 4, popf. C,, pfedstavuje levou tfidu a kazdy prvek rozkladu 4 »
popi. C,, pravou tfidu vzhledem k podgrupé . Mimoto plati ekvivalence: 4, >~ C), 4, = C,,.

5. Budte Y o B podgrupy v &. Vezméme v uvahu libovolné vzdjemné inversni tfidy

ae®/A a ' e ®[,U ana nich rozklady:
A4=am®/® (=al6®, 4,=a'M6/B(=a'L63.

Kazdy z rozkladil 4, 74,, se roz§ifenou inverzi n grupy & zobrazi na druhy. Rozklaly
A), 4, predstavuji ekvivalentni mnoZiny, tedy: 4, ~ Ap

6. Za predpokladii a pii oznadeni uvedeném ve cvic. 4 plati ekvivalence: 4; ~ Cp

7. Budiz p € & libovolny prvek a® pridruiené p-grupa ke grupe & (19.7.11). Déle budiz
A < G libovolna podgrupa v & a QII c® (521 [ (Sj) podgrupa v & na poli pA (Ap) (20.3.3).

Ukaizte, Ze levy (pravy) rozklad grupy ® vzhledem k podgrupé FZI, (’2[ ) splyva s levym (pravym)
rozkladem grupy & vzhledem k podgrupg U, tj.

&8, = o/, 6,3, = 6%

164



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T21:09:16+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




