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24. Invariantni (normalni) podgrupy

24.1. Definice

Budte ¥ o B libovolné podgrupy v &. KdyZ leva a prava tf¥ida kazdého prvku
a € A vzhledem k podgrupé B splyvaji, kdyz tedy plati rovnost a3 = Ba, pravime, Ze
podgrupa B je invariantni neboli normdlni v grupé A. V tomto ptipadé je levy rozklad
grupy U vytvofeny podgrupou B tyZ jako pravy rozklad; tyto rozklady tedy splyvaji
v jisty rozklad grupy U, tzv. rozklad vytvofeny podgrupou B, takze A/ B = U/, B =
= A/B.

V tvahéach o invariantnich podgrupach leZicich v téZe podgrupé U se miZeme
omezit na pfipad A = G.

24.2. Zakladni vlastnosti invariantnich podgrup

V grupé & existuji alespoii dvé (popf. splyvajici) invariantni podgrupy: Nej-
vEtsi podgrupa, totoZna s &, a nejmensi podgrupa {1}, skladajici se z jediného prvku
1 e @. Toto jsou tzv. krajni neboli extrémni invariantni podgrupy v &. V grupach
mohou existovat podgrupy, které nejsou invariantni; napf. podgrupa U v grupé &,,
skladajici se z obou permutaci 1, f (oznadeni jako v 22.1) neni invariantni v &;,
neboft, jak jsme v 22.1 vidéli, mame napf. a¥l = {a, ¢}, Ya = {a, d}, takZe a + Ua.

Budte A o B podgrupy v &. Kdyz je podgrupa B invariantni v &, pak oviem
ma touz vlastnost v A. KdyZ vSak naopak je podgrupa ® invariantni v U, nemusi byt
invariantni v &, nebof rovnost xB = Vx se miZe vztahovat na viechny prvky x v U,
aniZ plati pro vSechny prvky v &. KdyZ napt. n&jakd podgrupa U neni invariantni
v @, je sice invariantni v ¥, ale nikoli v &. ‘

KdyZ je podgrupa U invariantni v &, pak je zaménitelna s kazdym komplexem
C < . Vskutku, v uvedeném pfipadé mame x2 = Ux pro kaZdy prvek x € &, a tedy
i pro kazdy prvek x € C. Z toho plyne CY = UC. Zejména vidime, Ze kazdé dvé pod-
grupy U, ¢ = &, z nichZ jedna je v & invariantni, jsou vzijemn& zamé&nitelné.

KdyZ naopak jsou n&jaké podgrupy U, € = & vzijemné zamé&nitelné, pak ne-
musi byt néktera z nich invariantni v &. Tato situace je napf. v pfipadé, kdyZ U neni
invariantni v & a kdyz % = €.

Dale plati tato véta:

Kdyz jsou podgrupy U, € invariantni v &, pak také prinik % ~ € a soucin AE
Jsou invariantni podgrupy v .
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Vskutku, kdyz piedpoklad je spln&n, plati pro kazdy prvek x € & rovnost
xA = Ux, x¢ = Cx. Z nich soudime, se zfetelem na 20.2.6 a k obdobné v&té pro pravé
tiidy, Ze plati tyto rovnosti: x(A N ) = xA N xE = Ax N Ex = (A N &) x. Tim je
zjiténo, Ze podgrupa A N B je invariantni v &, Dale soudime se zietelem na vysledky
v 1298, 7e plati vzorce: x(AC) = (xA)C = (Ux)E = A(xC) = A(Cx) = (UC)x;
z nich plyne, Ze podgrupa A€ je invariantni v 5.

Z poznatku, Ze kazdé dv& invariantni podgrupy v & jsou vzajemné zaménitelné
a z vysledki o vlastnostech vzajemné zaménitelnych podgrup (22.2) plyne o invariant=
nich podgrupach fada vysledk. Uvedeme jenom tyto véty:

1. VétaDedekindova-Oreova. Pro kaZdé tFi invariantni podgrupy A > B, D
v grupé ®& plati rovnost: ’
VDB =AUND)DB.

2. Systém vsech invariantnich podgrup v grupé & je vzhledem k prinikim
a souciniim uzavfeny a tvori spolu s ndsobenimi, definovanymi tvofenim pruniki
a soucinii, moduldrai svaz s krajnimi proky. '

24.3. Vytvoftujici rozklady na grupéch

1. Véta proni. Necht U znagi libovolnou podgrupu v néjaké grupé &. Jak
jsme vidéli v odst. 21.1, vytvofuje podgrupa U levy rozklad &/, % a pravy rozklad
&/,% grupy &. PoloZme si otazku, zda napf. levy rozklad &/, 21 mtiZze byt vytvofujici.

Piedpokladejme nejprve, Ze rozklad &/, vytvoitujici je, a uvaZujme o dvcu
libovolnych prvcich p, g e &/,U, takZe p, g znadi libovolné prvky v . Podle defi-
nice vytvofujiciho rozkladu existuje prvek r2 € &/ U takovy, Ze plati vztah

pA . gAY = rY.

Z tohoto vztahu plyne zejména pg = (p1) . q¥ <= r¥, tedy pq < r9l, a odtud opét
pq = pq .1 erd, takZe podle 20.2.1 a 20.2.4 mame r = pg. Vychazi tedy pre-
devsim vztah pl . ¢ < pq. Kazdy prvek v levé t¥id€ pg¥ je sou€inem pq . x prvku
pq s nEkterym prvkem x e . Zfejmé plati vztahy pgx = (p1)(qx) € p¥ . ¢U; odtud
plyne, Ze soudasné je p2 . g% < pg¥U. Vychazi tedy rovnost

(1) U . g% = pg¥,

tj. soucin levé t¥idy pY s levou t¥idou q¥ je leva tfida pqil.

Z rovnosti (1) plynou zejména pro q = p~! vztahy: pUp~' = pA(p~*1) =
< pU.p~'U = pp7'U = U, a tedy vychazi pAp~' = U. ProtoZe p znadi libovolny
prvek v &, plati tento vztah i pro prvek p~!, a tedy mame soudasné p~'Up = UA;
odtud plyne % = (pp™") Ulpp™") = p(p™'Wa) p™' <= pUp~", tj. pUp~' o A. Vy-
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chazi tedy rovnost

pAp~ ! =¥,

nebo, coZ je totéZ, pi = Ap, takZe leva t¥ida kazdého prvku p € & vzhledem k pod-
grupé U je soudasné pravou tfidou prvku p vzhledem k . Je tedy podgrupa ¥ in-
variantni v grupg ®.

Predpokladejme nyni naopak, Ze podgrupa U je invariantni v grupé &. Pak
predevSim podle definice plyne, Ze leva tfida p kazdého prvku p e & vzhledem k U
je soucasné pravou tfidou Up prvku p vzhledem k U. Pak pro kazdé dvé levé t¥idy
p, g2 plati tyto rovnosti: p2 . g% = p(Ag)A = p(qW)A = pq(AY) = pq¥ a z nich
plyne pU . g% = pq¥. Plati-li tédy nas pfedpoklad, pak soucin levé t¥idy g2 s levou
ttidou q¥ je leva t¥ida pq%, a tim je také zjisténo, Ze rozklad &/, grupy &, ktery je
ovSem rovny rozkladu /2, je vytvofujici. MGZeme tedy své hotejsi Givahy shrnouti
v této vété:

Je-li podgrupa U invariantni v grupé ®, a jenom v tomto pFipadé, je levy
(pravy) rozklad grupy & vytvoreny podgrupou U vytvofujici. Soucin libovolného
proku p rozkladu grupy & vytvofeného podgrupou U s libovolnym prokem q¥ je
pak prvek pq2l.

2. Véta druhd. Pozoruhodna vlastnost grup zalezi v tom, Ze kazdy vytvotujici
rozklad libovolné grupy & je vytvofen n&jakou invariantni podgrupou.

UvaZujme o libovolném vytvofujicim rozkladu G grupy ®. ProtoZe kaZzdy
prvek grupy & je obsaZen v nékterém prvku rozkladu G a prave jenom v jednom,
existuje jisty prvek 4 e G, ktery obsahuje jednotku 1 grupy &. DokéaZeme, Ze A je
polem invariantni podgrupy % v & a G je rozklad grupy & vytvofeny touto invariantni
podgrupou.

Proto predevdim uvazme, Ze existuje prvek @ e G takovy, ¢ AA < a, nebot
rozklad G je vytvofujici. ProtoZe jednak plati vztahy 1 = 1.1e€ A4 < a a jednak
1e A, mame a = A. Tim jest ukazano, Ze mnoZina A4 je grupoidni. Pfislusny pod-
grupoid Y obsahuje jednotku 1 grupy & a jak nyni ukaZeme, obsahuje s kazdym
svym prvkem a také inverzni prvek a~'.

Nechf a € A a necht b zna&i onen prvek v G, ktery obsahuje inverzni prvek a~!.
Protoze 1 = aa™! e Ab, je prvek 1 obsaZen v soudinu AD a oviem je obsaZen také v A.
ProtoZe rozklad G je vytvofujici a protoZe ob& podmnoZiny 4b, A obsahuji prvek 1,
mame Ab = A. Odtud plyne: 1.a '€ A4, tj. a~' € 4, a tim je zjiiténo, Ze A je pod-
grupou v &. ‘

Zbyva ukazat, Ye U je invariantni v & a Ze kaZdy prvek a e G je t¥idou libo-
volného prvku a € a@ vzhledem k 9. Necht a € & a necht nyni @ znadi onen prvek v G,
ktery obsahuje a, takZe mame vztahy: acae G. KdyZ xea, pak je x = 1.xe 4a
a odtud plyne @ c Aa. ProtoZe rozklad G je vytvotfujici a ob& podmnoZiny Aa, a
obsahuji prvek a, plati vztah 4a < a. Vychazi tedy Aa = G a podobné obdrzime
ad = a, takZe plati rovnosti

(2 a=Aa=ad.
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Z¥ejmé jest ad = aA. UkaZme, Ze soudasné plati a4 < aA. Necht b znadi onen
prvek v G, ktery obsahuje prvek a~!. ProtoZe rozklad G je vytvofujici a protoze
obé podmnoZiny ha, A obsahuji prvek 1, je ba = A, a tedy souéin a™'x prvku a™?
s libovolnym prvkem xea je obsaZen v A. Tedy x = a(a™'x)eaA a vidime, Ze
plati vztah @ = aA. Odtud plyne GdA = adA = aA. Vychazi tedy 44 = aA. Podob-
né se odvodyi, Ze plati rovnost 4a = Aa. Odtud a z (2) vychazi

a=all =Ua.

Tyto rovnosti pfedevs§im ukazuji, Ze podgrupa U je invariantni v &. ProtoZe
plati pro kazdy prvek a € & a onen prvek @ e G, v némz prvek a jest obsaZen, plati
také pro libovolny prvek a e G a libovolny prvek a € @, a ukazuji tedy, Ye kazdy
prvek @ € G je tiida libovolného prvku a € @ vzhledem k 9.

Tim jsme urcili viechny vytvotujici rozklady grupy &:

VSechny vytvofujici rozklady grupy ® jsou prdvé jenom rozklady grupy &
vytvofené jednotlivymi invariantnimi podgrupan:i v &.

24.4. Vlastnosti vytvofujicich rozkladl grupy

Na grupé & vzdycky existuji dva vytvortujici rozklady, totiz oba krajni rozklady
Goax @ Gy (14.1); jsou to rozklady grupy & vytvotené krajnimi invariantnimi pod-
grupami &, {1} v grupé & (24.2).

Necht A4, B jsou libovolné vytvofujici rozklady na grupé &. Podle piedeslé
véty jest A (B) rozklad vytvofeny jistou podgrupou ¥ (), ktera je invariantni
v grupé &. Podgrupy U, B jsou tedy vzajemn& zaménitelné (24.2). Z vysledki o levych
nebo pravych rozkladech grupy (21.3—6) vidime, Ze vytvofujici rozklady A, B maji
tyto vlastnosti:

Rozklad A (B) je zdkrytem (zjemnénim) rozkladu B (A) tehdy a jen tehdy,
kdy? podgrupa U je nadgrupou na B, tj. Y > B.

Nejvétsi spolecné zjemnéni (A, B) rozkladii A, B je rozklad vytvoreny in-
variantni podgrupou U nB.

Nejmensi spole¢ny zdkryt [A, B] rozkladii A, B je rozklad vytvofeny in-
variantni podgrupou UDB.

Rozklady A, B jsou dopliikové.

Dale plati véta:

Systém vSech vytvofujicich rozkladii grupy ® je vzhledem k operacim (), [ ]
uzavieny a tvori spolu s ndsobenimi definovanymi témito operacemi moduldrni
svaz s krajnimi prvky. Tento svaz je izomorfni se svazem sloZenym z invariantnich
podgrup v grupé & (24.2).
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24.5. Dals§i vlastnosti invariantnich podgrup

Véty z odst. 24.3 o vytvofujicich rozkladech v grupach vedou ve spojeni s tiva-
hami o vytvofujicich rozkladech v grupoidech a rozkladech grup vytvofenych pod-
grupami k novym poznatkiim o vlastnostech invariantnich podgrup.

1. Necht A = B, € jsou podgrupy v grupé &, pficem# podgrupa B je v U
invariantni. V této situaci je podgrupa B n € invariantni v ¥ ~ €. Ddle jsou pod-
grupy A 0 €, B vzdjemné zaménitelné a podgrupa B je invariantni v (U n €) B.

Duakaz. a) ProtoZe podgrupa B je v U invariantni, je rozklad A/,B vytvotujici
(24.3.1). Podle 21.2 (1) mame

WBME=UnC)(BnE).

Dale z odst. 14.3.2 vime, 7e tento levy rozklad grupy % n € vzhledem k B n € je
vytvoiujici. Z toho vychazi, Ze podgrupa B n € je invariantni v 2 n € (24.3.1).

b) Podle 19.5.1 je prinik ¥ n € podgrupou v U. ProtoZe podgrupa B je v U
invariantni, jsou podgrupy % n €, B vzijemné zam&nitelné (24.2). Podle 21.2 (2)
mame

Déle z odst. 14.3.2 vime, Ze tento levy rozklad grupy (€ n U) B vzhledem k B je
vytvotujici. Z toho vychézi, Ze podgrupa 9B je invariantni v (U n €) B (24.3. 1)

Zejména pro ¥ = & mame tuto vétu:

Kdyz®, € jsou podgrupy v grupé & a pfitom podgrupa ® je v & invariantai,
je podgrupa B n € invariantni v €.

2. Budte Y o B, ¢ o D podgrupy v &, pFicemz podgrupa B je invariantni
v ¥ a podgripa D md touz vlastnost v €. Pak jsou podgrupy Y n D, B N € in-
variantni v A n €. Ddle bud \| invariantni podgrupa v A n € takovd, Ze plati

1) WA o2Us(UND)(EnD).
V této situaci jsou podgrupy U n € a W zaménitelné s kazdou podgrupou

B, D a podgrupa UB, popi. UD je v (U N €) B, popF. v (U N €) D invariantni.
Mimoto (podle 23.2 (1)) plati vzorce:
FAOBAUWD=U=(CENWDAUD.

Diikaz. Podle 1 jsou podgrupy % n D, B n € invariantni v A n €. Protoze
A ~ & a Ul predstavuji podgrupy v U, popt. v €, a podgrupa % je invariantni v ¥
a podgrupa D v €, jsou podgrupy ¥ n € a | zaménitelné s kazdou podgrupou B, D.

Podle 1 je podgrupa ¥ invariantni v 2" = (% n €) B a podgrupa D v ¢’ =
= (€ ~n A) D. Podle 24.3.1 jsou rozklady 4 = W'/B. C = €'/, D vytvotujici a podle
14.3.2 plati totéZ o rozkladech

ANE =Un B nE), CRY¥ =Un6,UnD).
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Ze vztahtt (1) soudime, Ze rozklad B = (A n €)/1l je spoleénym zakrytem
rozkladd A ¢, C 1 A'. Z toho, Ze podgrupa U je invariantni v A n € plyne, Ze
rozklad B je vytvotujici. Odtud vidime, Ze zakryty

A=FnEOBUB, C=(AnEDUD
rozkladi A, C vynucené rozkladem B jsou vytvotujici (14.3.3).

Vzhledem k 24.3.1 vidime, Ze podgrupa B, popi. UD je v (A N €) B, popk.
v (U N €) D invariantni.

Zejména (pro U = (A n D) (B n €)) plati véta:

Budie W o B, € o D podgrupy v &, pricemz podgrupa B je invariantni v A
a podgrupa © md tou? vlastnost v €. Pak jsou podgrupy A n D, B ~ € invariantni
v A n €. Ddle jsou podgrupy U n €, A N D zaménitelné s B a podobné podgrupy
AN E B EsD. Ddle je podgrupa (U n D) B invariantni v (A A €) B a podgrupa
(B N €) D md touz vlastnost v (U N €) D. Mimoto plati (23.2 (2)) vzorce

AnOBABAOD=AD)B O =VnEDA(AND).

24.6. Rady invariantnich podgrup

V klasické nauce o grupach se teorie fad invariantnich podgrup v grupé §
vyviji zpravidla na zakladé pfedpokladu, Ze kazdy ¢len fady s vyjimkou prvniho je
invariantni podgrupou v &lenu bezprostiedné ptedchizejicim. Pritom se dochazi
k vysledkim razu lokalniho v tom smyslu, Ze se jimi popisuji poméry pouze v ,,0koli‘
jednotky grupy &. V nasledujicich uvahiach se kvili jednoduchosti omezime na
specialni ptipad, kdy kaZdy &len fady je invariantni podgrupou v celé grupé . Nase
predchazejici vysledky o fadach podgrup (23.4) umoZziiuji pfistoupit hned k jadru této
teorie. Proti klasické teorii dosp&jeme k vysledkim, které maji raz globalni, nebot
popisuji situaci v okoli kteréhokoli bodu grupy .

Vezm&me v uvahu dvé fady podgrup v grupé &, a to:

M=UAo...o0% (x21),

B)=B;2...2%; (B=1),
a predpokladejme, Ze vSechny podgrupy, které se v ni vyskytuji, jsou invariantni
v grup @.

V této situaci plati véta:

Rady (%), (B) maji kobazidlné spjatd zjemnéni (Uy), (By) se splyvajicimi
pocdtecnimi a koncovymi &leny, pricemz vSechny podgrupy, které v téchto zjemné-
nich vystupuji, jsou invariantni v grupé ®. Zjemnéni (U.), (B) jsou ddna konstrukci
popsanou v &dsti a) ditkazu v odst. 23.4.5.

Dukaz. Z toho, Ze &leny fad (%), (B) jsou v grupé @ invariantni, soudime, Ze
tyto fady jsou dopliikové (23.4.4; 24.4). Vidime, Ze na fady (%), (B) mézeme apli-
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kovat konstrukci uvedenou v &asti a) ditkazu v odst. 23.4.5. Tato konstrukce vede ke
kobazialng spjatym zjemn&nim (U,), (B,) fad (Y), (B), pfiCemZ tato zjemnéni maji
stejné pocateéni a koncové Cleny W = A,B,;, popt. B = A, B, Podle zminéné
konstrukce jsou zjemnéni (Uy), (V) sloZena z podgrup v &, a to:

917", = er(iu’y—l N %v) = QI?_I N QIY%" 5
%6.[1 = %6(%6—1 N Q’[Il) = %6—1 N %5%[;; >

(=120 +1;6v=012..,8+1;U=B=06, A, =B;., =DB).
Z vysledkii v odst. 24.2 vidime, Ze podgrupy %,,,, ®B;,, jsou v grupé & invariantni. Tim
je diikaz proveden.

24.7. Cviceni

1. V grupé &€,, sklddajici se ze vSech permutaci mnoziny {a, b, c, d}, tvofi vSechny permu-
tace, které zobrazuji prvek d na sebe, podgrupu @3 Permutace, které zobrazuji prvky a, b, ¢ jako
permutace e, a, b v odst. 11.4.2 a prvek d nechdvaji beze zmény, tvofi podgrupu v &, ktera je
invariantni v &3, ale neni invariantni v &,.

2. Necht U jest libovolnd podgrupa v 8. MnoZina viech prvkil p € & takovych, Ze pU =
= Up, tvoii podgrupu N v &, tzv. normalizdtor podgrupy W. Normalizator N podgrupy U pred-
stavuje nejvétsi nadgrupu na U, v niz je podgrupa U invariantni, tj. podgrupa U je invariantni
v N a kazda podgrupa v @, v niZ je Y invariantni, je podgrupou v N.

3. Centrum grupy & je invariantni podgrupou v &.

4: Kdyz v néjaké konetné grupé fadu N (= 2) existuje podgrupa fadu 3N, pak tato
podgrupa je v ni invariantni. Nap¥. v diedrické permutaéni grupé fadu 2z (n = 3) mdme inva-
riantni podgrupu fadu n, kterd se sklada ze v8ech prvka grupy odpovidajicich oto¢enim vrchol
pravidelného n-thelnika okolo jeho stiedu (19.7.2).

5. Kdyz ke kazdému prvku p € @ piifadime kazdy prvek x~ lpx € @, ptitemz x € ®
znadi libovolny prvek, obdrZime symetrickou kongruenci na &. Rozklad G pfisludny k této
kongruenci je tzv. hlavni rozklad grupy . Pole kazdé invariantni podgrupy v & je souétem nékte-
rych prvkl hlavniho rozkladu G. Hlavni rozklad G je doplitkovy ke kazdému vytvofujicimu roz-
kladu grupy @.

6. Budiz p € & libovolny bod a 65 budiz (p)-grupa pfidruZena ke grupé & (19.7.11). Vezmé-
me v uvahu libovolnou invariantni podgrupu U v grupé & a podgrupu UAv grupé G lezici na poli
U = Ap (20.3.3; 21.8.7). Ukaite, Ze: a) podgrupa §I je invariantni v é; b) vSechny vytvorujici
rozklady grupy @; splyvaji s vytvofujicimi rozklady grupy ©.
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