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27. Cyklické grupy

27.1. Definice

Libovolna grupa & se nazyva cyklickd, kdyZ v ni existuje prvek, zvany zd-
kladni, ktery se vyznaduje tim, Ze kaZdy prvek v & je jeho mocninou. Kdyz & je
cyklicka grupa a a jeji zakladni prvek, pak grupu & oznadujeme zpravidla sym-
bolem (a).

Z prvniho vzorcz (1) odst. 19.3 plyne, Ze kaZdd cyklickd grupa je abelovskd.

27.2. Rad cyklické grupy

UvaZujme o libovolné cyklické grupé (a). Jsou-li mocniny a', a’ prvku a s kaz-
dymi dvéma riznymi mocniteli i, j rizné, pak mé grupa (a) Fad 0, nebot obsahuje
nekonecné mnoho prvki
(1 e a2 a™l d% at, a?, ...

ProtoZe kazdy prvek grupy (a) je ndkterou mocninou prvku a, neni v grupé (a) jinych
prvkil neZ jsou tyto a vychazi, ze se grupa (a) sklada z prvki (1). Pfedpokladejme
nyni, e mocniny prvku a s nékterymi riiznymi mocniteli i, j jsou rovné, takze a’ = a’,
i & j. Z této rovnosti plyne a7 .a' = a7 .a’, tj. a'"J = 1. ProtoZe jedno z &isel
i — j,j — ije ptirozené a mocniny prvku a s témito mocniteli se rovnaji 1, vidime, 7¢
existuji pfirozend ¢isla x vyhovujici rovnici a* = 1. Mezi t€émito pfirozenymi Cisly je
jisté Cislo nejmensi; oznaéme je n, takZe mame a" = 1. UvaZujme o téchto prvcich
grupy (a):

(2 1,a,d% ...,a" ",

Piedevs§im snadno zjistime, Ze kaZdé dva z nich jsou rGzné; skutecné, plati-li pro
nékteré z nich rovnost a' = a’, je jedno z obou &isel i — j, j — i pfirozené a mensi neZ
n a vyhovuje rovnici a* = 1; ale to odporuje definici &isla n. Grupa (a) ma tedy ale-
spoft n prvkii (2) a ma tedy fad bud 0 nebo = n. Dale snadno ukaZeme, 7e grupa (a)
jinych prvkl nema, takZe jeji fad je n. Za tim tidelem uvazujme o libovolném prvku a*
grupy (a). D&lime-li &islo x &islem n, obdrzime jisty podil g a jisty zbytek r, tedy x =
=gqn +r, a mame 0 < r < n — 1, takZe a" je jednim z prvkii (2). Ze vzorcd (1)
odst. 19.3 plynou rovnosti

a*=a""=g" . d" =@y .d=1".ad=1.d=da
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a odtud vychézi, Ze a* je prvek a". Tim je zji§téno, Ze se grupa (a) sklada z prvki (2)
a ma tedy fad n. Dale plyne z nasi tGvahy, Ze soucin a’. a’ libovolného prvku a'
s libovolnym prvkem a’ grupy (a) je prvek a*, kde k zna&i zbytek déleni &isla i + j
&islem n, nebot a'. a/ = a'*/. Shrneme-li své vysledky o cyklickych grupach, dosta-
neme vétu:

Rdd n kazdé cyklické grupy (a) je bud 0 a v tom pFipadé se grupa (a) sklddd
z prokdi (1); nebo n > 0 a pak se cyklickd grupa (a) sklddd z prokii (2). Soucin a' . a’
libovolného prvku a' s libovolnym prokem a’ grupy (a) je v pronim pFipadé proek
a'ti kdeto v druhém pripadé proek a*, kde k je zbytek déleni &isla i + j cislem n.
Ve druhém pripadé je n nejmensi prirozené éislo takové, e a" = 1.

Vsimnéme si, Ze v obou p¥ipadech je a"~ ¢ prvek inverzni vzhledem k prvku a’.

27.3. Podgrupy cyklickych grup

UvaZzujme nyni o n&jaké podgrupé U v cyklické grupé (a). Kdyz se podgrupa %
sklada z jediného prvku 1, pak je cyklicka a ma zakladni prvek 1. Pfedpokladejme
nyni, 7¢ podgrupa U obsahuje kromé& prvku 1 néktery prvek a’, kde i % 0. ProtoZe
podgrupa U obsahuje s prvkem a' soudasné inverzni prvek a~! a protoZe jedno
7 obou ¢&isel i, —i je pfirozené, vidime, Ze v podgrupé U existuji mocniny prvku a,
jejichz mocnitelé jsou pfirozenad Cisla. Mezi témito mocniteli je jeden nejmensi;
oznalme jej m, takZe mame a™ € Y. Mocniny prvku a s pfirozenymi mocniteli mensimi
nez m v podgrupé U neexistuji. Necht a* znaci libovolny prvek v 2. Délime-li ¢islo x
Cislem m, obdrZime jisty podil g a jisty zbytek r, takZze x = gm + r, amame0 =< r <
< m — 1. Ze vzorcii (1) v odst. 19.3 plynou rovnosti a* = a™*" = a™ . ¢". Odtud
vychazi, Ze prvek a" je soudinem prvku a™ %" s prvkem a*. Protoze a™™ je inversni
prvek vzhledem k prvku (a™)f, ktery je jako g-t4 mocnina prvku a™ obsaZencho v U
rovnéZ v U, vidime, Ze a 79" je prvek v U. ProtoZe také a* je prvek v U, je i souin
a” % . a%, tj. prvek a", obsaZen v podgrupé . Odtud vzhledem k nerovnostem
0<r=<m~—1 ak definici &sla m vychazi r = 0. Proto a* = (a™)%. Kazdy prvek
podgrupy U je tedy jistou mocninou prvku a™, takZe podgrupa U je cyklickd a ma
zékladni prvek a™. Touto tvahou jsme dosli k vysledku, Ze kaZdd podgrupa
v cyklické grupé (a) je cyklickd.

ProtoZe cyklicka grupa (a) je abelovska, je v ni kaZdd podgrupa invariantni.

27.4. Zékladni prvky

Existuji v cyklické grupé (a) kromé& prvku a jesté dalsi zakladni prvky? Necht
opét n znadi fad grupy (a) a pfedpokladejme, Ze néktery prvek a” grupy (a) je zakladni.
Pak zejména prvek a je jistou mocninou prvku a’, takZze mame a = a"%, kde g znaci
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jisté celé Cislo. Je-li n = 0, pak z této rovnosti piyne vg = 1, nebot v tom pfipadé
kazdé dvé mocniny prvku a s rtiznymi mocniteli jsou riizné a odtud dale plyne

v=gq =1 anebo v =g =~ 1. Kromé& prvku a mtZe tedy jenom prvek a~' byt
zékladni a vidime, Ze skutecné kazdy prvek a’ grupy (a) je —i-tou mocninou
prvku a™ .

V ptipadé n = 0 ma tedy grupa (a) pravé dva zakladni prvky: a, a~'. V§imné-
me si, Ze jsou to jediné dva prvky v (a), jejichz mocnitelé maji s islem n (= 0) nejvetsi
spoleny delitel 1, jinak feCeno, jejichz mocnitelé jsou s Cislem n (= 0) nesoudélni.

Uvazujme nyni o pfipadu n > 0. Cyklicka grupa (a) se sklada z prvki 1, a, a?,
.o., @"71. Znali-li r zbytek déleni &isla vq &islem n, takZe vqg = nq’ + r, kde q’ je
podila 0 £ r £ n — 1, mame 4" = 4" = a. Odtud plyne r = 1, nebof 4, a" jsou
ztady 1, a, a, ..., a"~ ', v niZ kazdé dva prvky s rtiznymi mocniteli jsou riizné. Mame
tedy rovnost vqg — nq’ = 1 a odtud plyne, Ze &isla v, n jsou nesoudé€lni, Znaci-li
naopak v libovolné celé &islo nesoudélné s n, pak existuji cela &isla ¢, q" takova, ze
vq — nq’ = 1, a odtud plyne pro kazdé celé ¢islo i vztah i = v(qi) — n(q’i). Proto
mame a’ = (a")%, takZze a’ je zakladnim prvkem grupy (a). V ptipadé n > 0 jsou tedy
zakladnimi prvky grupy (a) pravé ony mocniny prvku a, jejichz mocnitelé jsou
s Cislem n nesoudélni. Vidé€li jsme, Ze tyZ vysledek platii v pfipadé n = 0, takZe nase
vysledky mlzZeme shrnout vétou:

Zdkladnimi proky libovolné cyklické grupy (a) Fddu n = 0 jsou prdvé jenom
mocniny proku a, jejichZ mocnitelé jsou s ¢islem n nesoudélni.

V pfipadé n = 0 ma tedy cyklicka grupa (a) pravé dva zakladni prvky, kdezto
v pfipadé n > 0 jich ma tolik, kolik je v fadé 1, 2, ..., n éisel nesoud€lnych s n.

27.5. Urceni vsech cyklickych grup

1. Dulezitym prikladem cyklické grupy fadu O je grupa 3. Zfejmé je 3 = (1).
Vsechny podgrupy v 3 se skladaji, jak vime, ze vSech celych nasobkli vZdy néjakého
nezaporného &isla n a jsou tedy, podle hotejsiho vysledku, cyklickymi grupami (n).
Nechf n > 0 a uvaZujme o faktorové grup& 3/(n). Pfipometime si, Ze kdyZ n = 0, pak
se 3/(n) sklada z mnozin a; = {i}, kde i = ..., =2, —1,0,1,2,..., a kdyZ n > 0,
pak se sklada z prvki ao, ..., @,-4, kde a; znaci mnoZinu vsech prvki v 3 lisicich se
od ¢&isla i jenom o né&jaky cely nasobek ¢isla n; v obou pfipadech ma faktorova grupa
3/(n) tad n. Snadno ukaZeme, Ze faktorova grupa 3/(n) je cyklickd a ma zdkladni
prvek @,. Skutedn&, podle definice nasobeni v 3/(n) je libovolna i-t4 mocnina libo-
volného prvku a ; € 3/(n) onen prvek v 3/(n), ktery obsahuje &islo ij a tedy je zejména
a; = a’. Tim je naSe tvrzeni dokézano. Soucasné je tim zjisténo, Ze existuji cyklické
grupy libovolného fadu n = 0.

AvSak nejen kazda faktorova grupa na grupé€ 3 je cyklicka, nybrz i naopak
kazda cyklickd grupa je izomorfni s jistou faktorovou grupou na grupé 3. Skuteng,
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uvazujme o libovolné cyklické grup¢ (a). Pak ke kazdému prvku x € (a) existuje ale--
spofi jedno celé &islo & takové, Ze a° = x a oviem naopak, je-li & libovolné &islo celé,
je a® prvkem v (a). Prifadime-li tedy ke kazdému prvku ¢ € 3 prvek a® € (a), obdrzime
jisté zobrazeni d grupy 3 na grupu (a). Kdyz &, n jsou libovolné prvky v 3 a d¢ = x,
dp =y, mame x = a%, y = a" a tedy xy = a%a" = a°*", takZe d(& + ) = xy =
= d¢dp. Odtud plyne, Ze zobrazeni d zachovava nasobeni v obou grupach 3, (a), a
tedy je homomorfizmus. Vychazi tedy predevsim, Ze cyklicka grupa (a) je homo-
morfni s grupou 3. Podle prvni véty o izomorfismu grup (26.3.1) tvofi mnoZina vicch
vzort v d jednotky grupy (a) invariantni podgrupu % v 3 a faktorova grupa na 3,
vytvofena invariantni podgrupou U, je izomorfni s (a), tj. 3/A = (a). Necht n (= 0)
znadi fad cyklické grupy (a). Pak také 3/ ma fad n a podgrupa U se tedy sklada ze
viech celych nasobkii Cisla n. Vychazi tedy, Ze cyklicka grupa (a), fadu n, je izomorfni
s faktorovou grupou na 3 vytvofenou podgrupou (n) v 3. Zejména je tudiz kazda
cyklicka grupa fadu 0 izomorfni s grupou 3/(0) a tedy také s grupou 3.

Ziejmé je kazda grupa, kterd je izomorfni s néjakou cyklickou grupou fadu n
(= 0), opét cyklicka a ma fad n. Nase uvahy obsahuji tedy tento vysledek:

Vsechny cyklické grupy Fadu n = 0 jsou representovdny faktorovou grupou
3/(n) na grupé 3, a to v tom smyslu, Ze kazdd cyklickd grupa Fddu n je izomorfni se
3/(n) a naopak, katdd grupa izomorfni s touto faktorovou grupou je cyklickd
a md rdd n.

2. Ptiklad. Jako piiklad cyklické grupy fadu n > O uvedme grupu skladajici
se z kofenli rovnice x" = 1, pfiCemZ nasobeni je nasobeni v aritmetickém smyslu.
Kofeny této rovnice jsou:

4ni/n

2(n—1)ri/n
g, = e*"in g, = 2D

g =1, g, = ™/,

a tvoti tedy cyklickou grupu (e*"/"). Body, jejichZ soufadnice jsou realné a imaginarni
Casti téchto kofend, jsou vrcholy pravidelného n-tthelnika. Napf. pro n = 6 mame

vreholy pravidelného 6-thelnika. Zakladni prvky této grupy Fadu 6 jsou e*™/¢, ¢! /¢,

27.6. Fermatova véta pro grupy

Pojem cyklické grupy ma dutleZity vyznam i pro grupy, které nejsou nutné
cyklické. Uvazujme o libovolné grupé &. Necht a znadi libovolny prvek v &. Jednetli-
vé mocniny prvku a tvofi cyklickou podgrupu (a) v 6.

Rddem proku a rozumime tad cyklické podgrupy (a). Rad n pryku a je tedy .
bud 0 nebo nejmensi pfirozené €islo x, pro néz a* = 1; vidycky tedy plati a” = 1.

Dale snadno zjistime, Ze Fdd n kaZdého prvku ae® je délitelem Fddu N
grupy @, tj. Ze plati rovnost N = nd, kde d znadi jisté celé Cislo. Toto tvrzeni je
ziejmé, je-li N = 0. V piipadé N > 0 plyne z véty, Ze fad kazdé podgrupy v & je déli--
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telem fadu grupy ®. Z rovnosti N = nd plyne: a" = ™ = (a")! = 1¢ = 1. Odtud
vychazi tzv. Fermatova véta pro grupy:

V kazdé grupé libovolného Fadu N je N-td mocnina libovolného prvku jed-
notka grupy.

27.7. Vytvofeni translaci na kone¢nych grupach
ryzimi cyklickymi permutacemi

Své tvahy ukonCime pozndmkou o vytvorFeni nap¥. levych translaci néjaké
konecné grupy ryzimi cyklickymi permutacemi.

Necht & znadi libovolnou kone&nou grupu a necht a je libovolny prvek v ®. Jak
jsme vylozili v odst. 26.2.1, je leva translace ,t grupy & permutaci grupy & a je tedy
vytvofena koneénym poétem ryzich cyklickych permutaci, tj. existuje rozklad G =

= {a, ..., m} grupy @ takovy, Ze kazdy jeho prvek a,..., i je v ,t invariantni a
Castecné permutace ,tz, ..., ,t; jsou ryzi cyklické permutace prvki a, ..., m. Libovolny
prvek ¥ rozkladu G se sklada z prvkd cyklu: x, ,tx, (,£)°x, ..., (;£)* " 'x, pfidemZ x

znaci libovolny prvek v X a k nejmensi pFirozené &islo takové, Ze (,,t)"x = x. Podle
definice levé translace ,t mame tx = ax, (;t)°x = a’x, ..., () 'x =d""'x a
z rovnosti (,,t)"x = a*x = x plyne a* = 1. Odtud vidime, 7 nas cyklus je x;, ax, a’x,
., @ 'x,a ddle, e mnozina {1, a, a?%, ..., a*~'} je polem cyklické podgrupy (a) v ®.
Prvek X je tedy prava tiida prvku x vzhledem k cyklické podgrupg (a). Odtud dale
plyne, 7e G je pravy rozklad grupy & vytvofeny cyklickou podgrupou (a).
O ryzich cyklickych permutacich, které vytvoruji libovolnou levou translaci ,t
v n&jaké konecné grupé G, plati tedy véta, Ze se jejich cykly sklddaji z tychZ proki
jako pravé tFidy vzhledem k cyklické podgrupé (a) v grupé ®.

27.8. Cviceni

1. Prvek a # 1 v libovolné grupé & ma fad 2, kdyz a jen kdyZ je sim k sobg inverzni.

2. V kazdé kone¢né grupé sudého fadu existuji prvky fadu 2.

3. Ma-li prvek a libovolné grupy & ¥ad n, pak ¥ad kazdého prvku cyklické podgrupy (@)
v & je délitelem Cisla n.

4. Kazda grupa, jejiz ¥ad je prvodislo, je cyklicka.

5. Rad kazdého prvku g libovolné faktorové grupy na néjaké koneéné grupé & je délitelem
fadu kazdého prvku v & obsaZeného v g. KdyZ je ¥ad prvku g mocninou n&jakého prvocisla p, pak
V g existuje prvek a, jehoZ fad je rovnéz mocninou prvocisla p.
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