
Otakar Borůvka a diferenciální rovnice

Teorie fází

In: Petra Šarmanová (author): Otakar Borůvka a diferenciální rovnice. (Czech). Brno: Masarykova univerzita,
Přírodovědecká fakulta, 1998. pp. 38--53.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401468

Terms of use:
© Masarykova univerzita

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with digital
signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/401468
http://project.dml.cz


2 Teorie fázı́

V této kapitole se seznámı́me s teoriı́ jistých funkcı́ jedné proměnné, charakterizujı́cı́ch rovnici
(q), které O. Borůvka nazval fázemi. Budeme se zabývat otázkami existence a jednoznačnosti
fázı́, vztahem fázı́ a řešenı́ rovnice (q), vlastnostmi fázı́ a na základě těchto vlastnostı́ budeme
charakterizovat každý typ a druh rovnice (q).

V celé kapitole budeme uvažovat rovnici

y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), (q)

kde j = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞.
Nejprve proved’me stručný úvod do celé problematiky na základě již známých skutečnostı́.
Necht’(u, v) je báze řešenı́ rovnice (q) a K křivka řešenı́, jejı́ž každý bod P = [x1, x2] je dán

vztahem [x1, x2] = [u(t), v(t)], t ∈ j v souřadném systému x1x2 s počátkem O.
Necht’ t0 ∈ j libovolně. Pak P0 = [u(t0), v(t0)] je odpovı́dajı́cı́ bod křivky K. Označme

symbolem r0 průvodič bodu P0 a α0 úhel, který svı́rá průvodič r0 s osou x2. Předpokládáme
přitom, že r0 > 0, α0 ∈< 0, 2π).

P0 = [u(t0), v(t0)]
v(t0)

u(t0)

K

α0
r0

x1

x2

Obr. 2 Zavedenı́ prvnı́ fáze

Z obrázku jsou okamžitě vidět následujı́cı́ vztahy

r0 =
√
u2(t0) + v2(t0), u(t0) = r0 sinα0, v(t0) = r0 cosα0.

Platı́ tedy

tgα0 =
u(t0)
v(t0)

.

Uvažujeme-li předchozı́ vztahy pro libovolné t ∈ j, dospějeme k definici spojité funkce α(t), jež
je definována na intervalu j, nabývá hodnoty α0 v bodě t0 a splňuje na intervalu j rovnici

tgα(t) =
u(t)
v(t)

(2.0.1)

všude, kromě nulových bodů funkce v. Takovou funkci budeme nazývat prvnı́ fázı́ báze (u, v).
Než přistoupı́me k vlastnı́ definici prvnı́ a druhé fáze báze (u, v), zaved’me pojem prvnı́ a druhé

amplitudy báze.
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Definice 2.0.1 Necht’(u, v) je báze rovnice (q) na intervalu j. Funkce r, s, definované na intervalu
j vztahem

r(t) =
√
u2(t) + v2(t), s(t) =

√
u′ 2(t) + v′ 2(t),

se nazývajı́ prvnı́ a druhá amplituda báze (u, v).

2.1 Prvnı́ fáze rovnice (q)

Na základě předběžných úvah definujme prvnı́ fázi báze (u, v) pomocı́ řešenı́ u a v.

Definice 2.1.1 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q).
Prvnı́ fázı́ báze (u, v) rozumı́me libovolnou funkci α, spojitou na intervalu j, která na tomto

intervalu splňuje vztah

tgα(t) =
u(t)
v(t)

(2.1.1)

v každém bodě intervalu j, kromě nulových bodů řešenı́ v.
Prvnı́ fázı́ diferenciálnı́ rovnice (q) rozumı́me prvnı́ fázi libovolné báze rovnice (q).

Poznámka. Dále budeme často užı́vat mı́sto pojmu prvnı́ fáze báze (u, v) stručnějšı́ho označenı́
fáze.

Vlastnosti prvnı́ fáze α báze (u, v)

Necht’α je libovolná prvnı́ fáze báze (u, v) rovnice (q) na intervalu j a w wronskián řešenı́ u,
v. Z definice prvnı́ fáze, zejména z vlastnostı́ funkce tangens, můžeme ihned odvodit některé jejı́
vlastnosti.

1. Vzhledem k periodicitě funkce tg nenı́ fáze α dána jednoznačně.

Vybereme-li libovolnou fázi α, pak všechny fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou tvaru

αn(t) = α(t) + nπ, kde n = 0,±1, . . .

a budeme řı́kat, že tvořı́ tzv. prvnı́ fázový systém (α) báze (u, v).

2. Necht’t0 ∈ j. Pak z definice fáze a z předchozı́ho bodu okamžitě plyne:

u(t0) = 0 právě tehdy, když α(t0) = nπ, n ∈ Z, (2.1.2)

v(t0) = 0 právě tehdy, když α(t0) = (2n− 1)
π

2
, n ∈ Z.

V nulových bodech řešenı́ u (v) je hodnota každé prvnı́ fáze sudým (lichým) násobkem
π/2. A naopak každý bod v intervalu j, v němž prvnı́ fáze nabývá hodnot sudých (lichých)
násobků π/2 je nulovým bodem řešenı́ u (v). Dále vidı́me, že každá fáze má právě jeden
nulový bod a ten je nulovým bodem řešenı́u; současně je každý nulový bod řešenı́u nulovým
bodem právě jedné fáze z prvnı́ho fázového systému.
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3. Vyjádřenı́ prvnı́ fáze α:

Necht’ξ0 je nulový bod řešenı́ v, tj. v(ξ0) = 0. Označme ξn (ξ−n), n = 1, 2, . . . , n-tý nulový
bod řešenı́ v následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ0. Pak

α(t) =

{
arctg u(t)

v(t) − nπsgnw pro t ∈ (ξn, ξn+1),

(π2 − nπ)sgnw pro t = ξn.
(2.1.3)

Z důvodu zjednodušenı́ zápisu zavedeme novou funkci „Arctan“, která bude definována
vztahem (2.1.3). Dále tedy budeme vyjádřenı́ (2.1.3) zapisovat ve tvaru

α(t) = Arctan
u(t)
v(t)

. (2.1.4)

Vyjdeme-li od konkrétnı́ho nulového bodu ξ0 řešenı́ v, pak je fáze α dána vztahem (2.1.3)
jednoznačně. Každou dalšı́ fázi αn ze stejného fázového systému (α) obdržı́me pomocı́
vztahu αn = α+ nπ, n ∈ Z.

Je zřejmé, že konkrétnı́ volba nulového bodu ξ0 ovlivnı́ výběr fáze α ∈ (α).

4. Z přechozı́ch bodů plyne, že zvolı́me-li t0 ∈ j libovolně, pak ke každému celému čı́slu n
existuje právě jedna fáze αn ∈ (α) taková, že

(n− 1
2

)π ≤ αn(t0) < (n+
1
2

)π, n = 0,±1,±2, . . . . (2.1.5)

5. Derivacı́ vztahu (2.1.3) dostáváme

α′ =
v2

u2 + v2 (
u′v − uv′

v2 ) = − w

u2 + v2 6= 0.

Odtud také plyne, že α′ ∈ C2, nebot’u, v jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q) a tudı́ž
jsou třı́dy C2. Konečně, je-li α′ ∈ C2, pak α ∈ C3. Pro každou fázi α tedy platı́

α ∈ C3, α′ 6= 0.

Dále dostáváme: Je-li w < 0, pak prvnı́ fáze α je rostoucı́ funkce pro každé t ∈ j a je-li
w > 0, pak α je klesajı́cı́ funkce pro každé t ∈ j.

Uved’me nynı́ vztah mezi prvnı́ fázı́ α a řešenı́m u a v rovnice (q). Vzhledem k jeho důležitosti
ho zformulujeme do věty.

Věta 2.1.2 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q). Necht’ξ0 je nulový bod řešenı́ v, tj. v(ξ0) = 0.
Označme ξn (ξ−n), n = 1, 2, . . . , n-tý nulový bod řešenı́ v následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ0.
Pak existuje prvnı́ fáze α báze (u, v) tak, že platı́

u(t) = ε

√
|w|√
|α′(t)| sinα(t), v(t) = ε

√
|w|√
|α′(t)| cosα(t), (2.1.6)
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tj.

u(t) = εr(t) sinα(t), v(t) = εr(t) cosα(t), (2.1.7)

kde ε = sgn v′(ξ0) a nazývá se signaturou zvolené fáze α, w je wronskián řešenı́ u, v a r(t) je
prvnı́ amplituda.

Vztah mezi nosičem q rovnice (q) a fázı́ α je jednoznačně určen vztahem

q(t) = −{tgα, t}, tj. q(t) = −{α, t} − α′2(t). (2.1.8)

Poznámka. Vzhledem k předchozı́m vlastnostem fáze α je zřejmé, že signatura ε fáze α je
jednoznačně dána volbou nulového bodu ξ0 řešenı́ v.

Je-li ε = +1, pak se fáze nazývá vlastnı́ a je-li ε = −1, pak se fáze nazývá nevlastnı́.
Z vlastnostı́ nulových bodů řešenı́ v plyne, že v uspořádánı́ fázı́

· · · < α−2 < α−1 < α0 < α1 < α2 < . . .

se vlastnı́ a nevlastnı́ fáze pravidelně střı́dajı́.

Důsledek 2.1.3 Necht’α je prvnı́ fáze báze (u, v). Pak libovolné řešenı́ y(t) rovnice (q) lze vyjádřit
ve tvaru

y(t) = k1
sin(α(t) + k2)√

|α′(t)| , (2.1.9)

kde k1, k2 jsou libovolné konstanty, k1 6= 0, 0 ≤ k2 < π.

Důkaz Věty 2.1.2.
Na rozdı́l původnı́ho důkazu v knize [25], kde je uvedené tvrzenı́ ověřeno dosazenı́m do vztahu (2.1.1),

využijeme opět metodu transformace proměnných popsanou ve Větě 1.2.1 a ukážeme, jak lze vztahy (2.1.6),
(2.1.7) odvodit volbou vhodné transformace.

Uvažujme diferenciálnı́ rovnici (q) a proved’me transformaci závisle proměnné y(t) = h(t)z(t) a
transformaci nezávisle proměnné z(t) = Y (T ). Zvolme přitom za funkci h prvnı́ amplitudu rovnice (q), tj.

h(t) =
√
u2(t) + v2(t),

kde u, v jsou dvě lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q).
Podle Věty 1.2.1 (i) je funkce y(t) = h(t)z(t) řešenı́m rovnice (q) právě tehdy, když je funkce z(t)

řešenı́m rovnice

(h2z′)′ = h(−h′′ + qh)z. (2.1.10)

Podle Věty 1.2.1 (ii) je funkce z(t) = Y (T ), kde T =
∫ t

t0
h−2(σ)dσ, řešenı́m rovnice (2.1.10) právě

tehdy, když funkce Y (T ) je řešenı́m rovnice Ÿ = Q(T )Y , kdeQ(T ) = h3(−h′′+ qh). Přı́mým dosazenı́m
funkce h a jejı́ druhé derivace h′′ dostaneme Q(T ) = −w2 a tedy Y je tedy řešenı́m rovnice

Ÿ = −w2Y.

Dostali jsme rovnici s konstantnı́mi koeficienty, jejı́ž řešenı́ jsou napřı́klad funkce

Y1(T ) = sin(wT ), Y2(T ) = cos(wT ).
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Tedy řešenı́ rovnice (2.1.10) jsou tvaru

z1(t) = sin(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ), z2(t) = cos(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ)

a řešenı́ rovnice (q)

u(t) = h(t) sin(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ), v(t) = h(t) cos(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ).

Označı́me-li

α(t) = w

∫ t

t0

h−2(σ)dσ,

pak

α′(t) =
w

h2(t)
, h(t) = ±

√
|w|√
|α′(t)| .

Řešenı́ rovnice (q) pak dostáváme ve tvaru

u(t) = ±
√
|w|√
|α′(t)| sinα(t), v(t) = ±

√
|w|√
|α′(t)| cosα(t). (2.1.11)

Vztahy (2.1.7) obdržı́me okamžitě, nebot’
√
|w(t)|√
|α′(t)| = h(t) = r(t).

Zbývá dokázat vztah (2.1.8). Vı́me, že funkce u(t) daná vztahem (2.1.11) je řešenı́m rovnice (q).
Přı́mým dosazenı́m funkce u(t) a jejı́ druhé derivace do rovnice (q), tj. u′′ = qu, dostáváme hledaný vztah
(2.1.8).

Důkaz Důsledku 2.1.3
Je-li (u, v) báze rovnice (q), pak libovolné řešenı́ y(t) této rovnice lze vyjádřit ve tvaru

y(t) = c1u(t) + c2v(t).

Dosazenı́m vztahů (2.1.11) dostaneme

y(t) =
1√
|α′(t)| (l1 sinα(t) + l2 cosα(t)),

kde l1 = c1
√
|w|, l2 = c2

√
|w|.

Postupnými úpravami dostáváme

y(t) =
1√
|α′(t)|

(
l1√
l21 + l22

sinα(t) +
l2√
l21 + l22

cosα(t)

) √
l21 + l22 =

=
1√
|α′(t)| (cosϕ sinα(t) + sinϕ cosα(t))

√
l21 + l22 = k1

sin(α(t) + k2)√
|α′(t)| ,

kde k1 =
√
l21 + l22, k2 = ϕ.
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Dvě různé fáze stejné báze (u, v)

Necht’(u, v) je libovolná pevná báze rovnice (q). Vı́me, že všechny fáze přı́slušné k této bázi tvořı́
prvnı́ fázový systém (α) báze (u, v) a pro každé dvě fáze z (α) platı́ αn = α+nπ, n ∈ Z. Uved’me
nynı́ dalšı́ vztah mezi dvěma různými fázemi ze stejného fázového systému (α).

Necht’α0 ∈ (α) je libovolná pevná fáze báze (u, v), t ∈ j a necht’platı́ předpoklady a označenı́
Věty 2.1.2.

Vyjádřı́me-li řešenı́ u, v pomocı́ fáze α0 ve tvaru uvedeném v Důsledku 2.1.3 a dosadı́me-li
tato řešenı́ do vztahu (2.1.4), pak pro libovolnou fázi α ∈ (α) dostáváme

α(t) = Arctan k1
sin (α0(t) + k2)
sin (α0(t) + k3)

, (2.1.12)

kde k1 6= 0, 0 ≤ k2, k3 < π.

Fáze různých bázı́ (u, v), (u, v)

Doposud jsme se zabývali pouze fázemi, jež přı́slušely k jedné pevně dané bázi (u, v). Nynı́
uvedeme vztahy mezi fázemi různých bázı́, neboli mezi dvěma libovolnými fázemi diferenciálnı́
rovnice (q).

Necht’(u, v), (u, v) jsou dvě různé báze rovnice (q);w,w přı́slušné wronskiány; α, α přı́slušné
prvnı́ fáze daných bázı́ a c11, c12, c21, c22 konstanty takové, že determinant ∆ = |cij | 6= 0.

Jestliže
u = c11u+ c12v, v = c21u+ c22v,

pak platı́

tgα =
c11tgα+ c12

c21tgα+ c22
(2.1.13)

všude na intervalu j kromě bodů, kde nenı́ funkce definována.
A naopak, z platnosti vztahu (2.1.13) plyne

u = ±
√

w

w∆
(c11u+ c12v), v = ±

√
w

w∆
(c21u+ c22v).

Klasifikace rovnic pomocı́ fázı́

Necht’t ∈ j = (a, b). Označme

c = lim
t→a+

α(t), d = lim
t→b−

α(t),

přičemž připouštı́me i hodnoty c, d = ±∞. Pak platı́

(m− 1)π < |c− d| < mπ ⇔ (q) je konečného typu m, obecného druhu
|c− d| = mπ ⇔ (q) je konečného typu m, speciálnı́ho druhu
c = ∓∞, d je konečné čı́slo ⇔ (q) je zleva oscilatorická
c je konečné čı́slo, d = ±∞ ⇔ (q) je zprava oscilatorická
c = ∓∞, d = ±∞ ⇔ (q) oboustranně oscilatorická
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Vyjádřeno slovně:

• Fáze α je ohraničená na intervalu j právě tehdy, když je rovnice (q) konečného typu.
• Je-li fáze α rostoucı́ (klesajı́cı́), pak je neohraničená zdola a ohraničená shora na intervalu j

právě tehdy, když je rovnice (q) vlevo (vpravo) oscilatorická.
• Je-li fáze α rostoucı́ (klesajı́cı́), pak je ohraničená zdola a neohraničená shora na intervalu j

právě tehdy, když je rovnice (q) vpravo (vlevo) oscilatorická.
• Fáze α nenı́ ohraničená zdola ani shora na intervalu j právě tehdy, když je rovnice (q)

oboustranně oscilatorická.

Ilustračnı́ přı́klady

Přı́klad 1. Uvažujme rovnici y′′ = −y na intervalu j = (a, b) a jejı́ řešenı́

u(t) = sin t, v(t) = cos t.

Pro prvnı́ fázi α platı́

tgα(t) =
u(t)
v(t)

=
sin t
cos t

, t 6= ξn = (2n− 1)
π

2
, n ∈ Z.

Tedy podle vztahu (2.1.3)

α(t) =

{
arctg sin(t)

cos(t) − nπsgnw pro t ∈ (ξn, ξn+1),

(π2 − nπ)sgnw pro t = ξn,

kde w = −1. Po dosazenı́ dostáváme α(t) = t pro každé t ∈ j.
Označı́me-li α0 = α, pak všechny fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou tvaru αn(t) = α(t) + nπ,

tj.
αn(t) = t+ nπ, kde n = 0,±1,±2, . . . .

α0
α1

α−1

π
2

π 3
2π

π
2

π

3
2π

Obr. 3 Fázový systém (α) báze (u, v) rovnice y′′ = −y
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Z obrázku vidı́me:

• α(t) = nπ, n ∈ Z právě tehdy, když t = . . . ,−π, 0, π, 2π, . . . , což jsou nulové body řešenı́
u (vztah (2.1.2)).

• α(t) = (2n− 1)π2 , n ∈ Z právě tehdy, když t = . . . ,−π
2 ,

π
2 ,

3π
2 , . . . , což jsou nulové body

řešenı́ v (vztah (2.1.2)).

• α je rostoucı́ funkce (w < 0).

• Ohraničenost fáze α a tudı́ž typ a druh rovnice (q) závisı́ na intervalu, na němž rovnici
uvažujeme. Napřı́klad na intervalu (0, π) se jedná o rovnici konečného typu 1, speciálnı́ho
druhu, na intervalu (0,∞) o rovnici zprava oscilatorickou, apod. (viz klasifikace rovnic
pomocı́ fázı́).

Poznamenejme, že O. Borůvka zavádı́ pro prvnı́ fázi α(t) = t této diferenciálnı́ rovnice na
intervalu j = (−∞,∞) název speciálnı́ fáze. Jak uvidı́me dále, tato speciálnı́ fáze je jednotko-
vým prvkem grupy všech fázı́ oscilatorických diferenciálnı́ch rovnic (q) definovaných v intervalu
j = (−∞,∞).

Přı́klad 2. Uvažujme rovnici y′′ = 0 na intervalu j = (a, b) a jejı́ řešenı́

u(t) = t, v(t) = 1.

Okamžitě vypočı́táme, že
α(t) = arctg t pro každé t ∈ j.

α0

α1

−π
2

π
2

π

3
2π

Obr. 4 Fázový systém (α) báze (u, v) rovnice y′′ = 0

Z obrázku vidı́me:

• α(t) = nπ, n ∈ Z právě tehdy, když t = 0, což je jediný nulový bod řešenı́ u (vztah (2.1.2)).

• Vztah α(t) = (2n − 1)π2 , n ∈ Z nenı́ splněn pro žádné t ∈ j, tedy řešenı́ v nemá žádný
nulový bod (vztah (2.1.2)).

• α je rostoucı́ funkce (w < 0).
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• Fáze α je ohraničená zdola i shora na každém intervalu j, tedy rovnice je konečného typu.
Konkrétně napřı́klad na intervalu (−∞,∞) platı́

c = lim
t→a+

α(t) = −π
2
, d = lim

t→b−
α(t) =

π

2

a tedy |c − d| = π, což znamená, že rovnice je konečného typu 1, speciálnı́ho druhu (viz
klasifikace rovnic pomocı́ fázı́).

Přı́klad 3. Uvažujme rovnici

y′′ = − 5
4t2

y na j = (0,∞)

a jejı́ řešenı́
u(t) =

√
t sin ln t, v(t) =

√
t cos ln t.

Dosazenı́m do vztahu (2.1.3) ihned vypočteme, že

α(t) = ln t pro každé t ∈ j.

α
π
2

1 π eπ/2

Obr. 5 Prvnı́ fáze α báze (u, v) rovnice y′′ = − 5
4t2 y

Z obrázku vidı́me:

• α(t) = nπ, n ∈ Z právě tehdy, když ln t = nπ, tj.

t = 1, e±π, e±2π, . . .

a lze ověřit, že body 1, e±π, e±2π, . . . jsou nulovými body řešenı́ u (vztah (2.1.2)).

• Vztah α(t) = (2n− 1)π2 , n ∈ Z je splněn pro každé

t = e±
π
2 , e±

3π
2 , . . .

a o těchto bodech lze ověřit, že jsou nulovými body řešenı́ v (vztah (2.1.2)).

• α je funkce rostoucı́ (w < 0) a konkávnı́. Tedy vzdálenosti mezi nulovými body řešenı́ se
zvětšujı́.
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• Ohraničenost fáze α a tudı́ž typ a druh rovnice (q) závisı́ na intervalu, na němž rovnici
uvažujeme. Napřı́klad na intervalu (0, a), kde a je konečné, je rovnice vlevo oscilatorická,
na intervalu (0,∞) se bude jednat o rovnici oboustranně oscilatorickou.

Poznámka. Z definice fáze i z předchozı́ch úvah je zřejmé, že neznáme-li řešenı́ rovnice (q),
neznáme ani jejı́ fázi. V některých přı́padech však můžeme znát jisté vlastnosti fáze, které nám
pomohou určit některé vlastnosti řešenı́ rovnice (q). Napřı́klad z konkávnosti nebo konvexnosti
fáze vı́me, zda se vzdálenosti mezi nulovými body řešenı́ zvětšujı́ nebo zmenšujı́; ohraničenost a
monotonie fáze zase poskytuje informaci o typu rovnice.

Dalšı́ vlastnosti fáze α

Ukázali jsme, že každé rovnici (q) s bázı́ (u, v) lze přiřadit fázi α danou vztahem tgα(t) =
u(t)/v(t). Otázkou zůstává, jak vypadajı́ všechny funkce α, které lze považovat za fáze nějaké
diferenciálnı́ rovnice (q). Odpověd’dává následujı́cı́ věta.

Věta 2.1.4 Každá funkce α definovaná na otevřeném intervalu j taková, že α ∈ C3(j), α′(t) 6= 0
pro každé t ∈ j je v intervalu j prvnı́ fázı́ rovnice (q) s nosičem

q(t) = −{α, t} − α′2(t)

a funkce

u(t) =
1√
|α′(t)| sinα(t), v(t) =

1√
|α′(t)| cosα(t)

jsou lineárně nezávislá řešenı́ této rovnice.

Dále ukážeme, že existuje právě jedna prvnı́ fáze splňujı́cı́ Cauchyovy počátečnı́ podmı́nky.
Této vlastnosti později využijeme v teorii transformacı́.

Věta 2.1.5 Necht’ t0 ∈ j, X0, X ′
0 6= 0, X ′′

0 jsou libovolná čı́sla. Pak existuje právě jedna fáze α
diferenciálnı́ rovnice (q) splňujı́cı́ v bodě t0 Cauchyovy počátečnı́ podmı́nky

α(t0) = X0, α′(t0) = X ′
0, α′′(t0) = X ′′

0 .

Tato fáze α patřı́ do fázového systému báze (u, v) rovnice (q) pro

u(t) = (X ′
0 cosX0 − 1

2
X ′′

0

X ′
0

sinX0)u0(t) + sinX0 · v0(t),

v(t) = −(X ′
0 sinX0 +

1
2
X ′′

0

X ′
0

cosX0)u0(t) + cosX0 · v0(t),

kde u0, v0 jsou řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (q) určené počátečnı́mi podmı́nkami

u0(t0) = 0, u′0(t0) = 1, v0(t0) = 1, v′0(t0) = 0.

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 65–66.
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2.2 Druhá fáze rovnice (q)

Definice 2.2.1 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q) a necht’q 6= 0 na j.
Druhou fázı́ báze (u, v) rozumı́me libovolnou funkci β spojitou na intervalu j, která na tomto

intervalu splňuje vztah

tgβ(t) =
u′(t)
v′(t)

v každém bodě intervalu j, kromě nulových bodů funkce v′.
Druhou fázı́ diferenciálnı́ rovnice (q) rozumı́me druhou fázi libovolné báze rovnice (q).

Poznámka. Předpoklad q 6= 0 v definici druhé fáze zajišt’uje, že nulové body derivacı́ u′, v′ řešenı́
u, v jsou na intervalu j izolované.

Vlastnosti druhé fáze β báze (u, v)

Necht’β je libovolná druhá fáze báze (u, v) rovnice (q) na intervalu j a w wronskián řešenı́ u, v.
Vlastnosti druhé fáze β uvedeme jen stručně, nebot’jsou analogické vlastnostem prvnı́ fáze α.

1. Vybereme-li libovolnou druhou fázi β, pak všechny druhé fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou
tvaru

βn(t) = β(t) + nπ, kde n = 0,±1, . . . .

Řı́káme, že tvořı́ tzv. druhý fázový systém (β) báze (u, v).

2. Necht’t0 ∈ j. Pak

u′(t0) = 0 právě tehdy, když β(t0) = nπ, n ∈ Z, (2.2.1)

v′(t0) = 0 právě tehdy, když β(t0) = (2n− 1)
π

2
, n ∈ Z.

3. Vyjádřenı́ druhé fáze β:

Necht’ ξ′0 je nulový bod řešenı́ v′, tj. v′(ξ′0) = 0. Označme ξ′n (ξ′−n), n = 1, 2, . . . , n-tý
nulový bod řešenı́ v′ následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ′0. Pak

β(t) =

{
arctg u′(t)

v′(t) − nπsgnw pro t ∈ (ξ′n, ξ′n+1),

(π2 − nπ)sgnw pro t = ξ′n.
(2.2.2)

4. Derivacı́ vztahu (2.2.2) dostáváme β′ = wq/(u′ 2 + v′ 2), tedy β′ 6= 0. Dále vı́me, že
β′ ∈ C0, nebot’q ∈ C0. Tedy β ∈ C1. Pro každou druhou fázi β tedy platı́

β ∈ C1, β′ 6= 0.

Dále dostáváme: Je-li qw > 0, pak je druhá fáze β rostoucı́ funkce pro každé t ∈ j a je-li
qw < 0, pak je β klesajı́cı́ funkce pro každé t ∈ j.

5. Ohraničenost druhé fáze β závisı́ na typu a druhu rovnice (q) stejným způsobem jako fáze
prvnı́.
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Uved’me nynı́ vztah mezi druhou fázı́ β a derivacemi u′, v′ řešenı́ u, v rovnice (q). Jedná se
o tvrzenı́ analogická k Větě 2.1.2 a jejı́mu Důsledku. Uvedeme je již bez důkazů.

Věta 2.2.2 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q). Necht’ξ′0 je nulový bod řešenı́ v′, tj. v′(ξ′0) =
0. Označme ξ′n (ξ′−n), n = 1, 2, . . . , n-tý nulový bod řešenı́ v′ následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ′0.
Pak existuje druhá fáze β báze (u, v) tak, že pro derivace u′, v′ řešenı́ u, v platı́

u′(t) = ε

√
|wq(t)|√
|β′(t)| sinβ(t), v′(t) = ε

√
|wq(t)|√
|β′(t)| cosβ(t), (2.2.3)

tj.

u′(t) = εs(t) sinβ(t), v′(t) = εs(t) cosβ(t), (2.2.4)

kde ε = −sgn v(ξ′0) a nazývá se signaturou zvolené druhé fáze β, s(t) je druhá amplituda, q nosič
rovnice (q) a w wronskián řešenı́ u, v.

Poznámka. Vzhledem k předchozı́m vlastnostem druhé fáze β je zřejmé, že signatura ε druhé fáze
β je jednoznačně dána volbou nulového bodu ξ′0 řešenı́ v′.

Je-li ε = +1, pak se druhá fáze nazývá vlastnı́ a je-li ε = −1, pak se druhá fáze nazývá
nevlastnı́. Obdobně jako u prvnı́ch fázı́ platı́, že v uspořádánı́ druhých fázı́

· · · < β−2 < β−1 < β0 < β1 < β2 < . . .

se vlastnı́ a nevlastnı́ fáze pravidelně střı́dajı́.

Důsledek 2.2.3 Necht’β je druhá fáze báze (u, v). Pak derivaci y′ libovolného řešenı́ y rovnice
(q) lze vyjádřit ve tvaru

y′(t) = ±k1

√
|q(t)|√
|β′(t)| sin(β(t) + k2), (2.2.5)

kde q je nosič rovnice (q) a k1, k2 libovolné konstanty, k1 6= 0, 0 ≤ k2 < π. Znaménko + nebo −
vezmeme podle toho, jsou-li signatury ε, ε (viz vztahy (2.1.6) a (2.2.3)) fázı́ α, β báze (u, v) stejné
nebo různé.

Vztah mezi prvnı́ a druhou fázı́ téže báze

Řada zajı́mavých vztahů existuje také mezi prvnı́ fázı́α a druhou fázı́β téže báze. Této problematice
se nebudeme podrobněji věnovat, jen pro ukázku uved’me následujı́cı́ vztahy:

1. Ze vzorců pro wronskián, prvnı́ a druhou fázi (2.1.7), (2.2.4) a pro derivaci prvnı́ a druhé
fáze lze odvodit vztah

α′β′

sin2(β − α)
= −q.

Z toho plyne, že je-li nosič q < 0, pak obě fáze α i β zároveň rostou nebo zároveň klesajı́ a
je-li nosič q > 0, pak jedna z fázı́ α nebo β roste a druhá klesá.
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Shrneme-li vztahy mezi nosičem q, wronskiánem w a monotoniı́ fázı́ α, β, dostáváme:

• Je-li q < 0 a w < 0, pak obě fáze α i β rostou v j.

• Je-li q < 0 a w > 0, pak obě fáze α i β klesajı́ v j.

• Je-li q > 0 a w < 0, pak fáze α roste a β klesá.

• Je-li q > 0 a w > 0, pak fáze α klesá a β roste.

2. Hodnoty α(t), α(x) fáze α ve dvou bodech t, x ∈ j se lišı́ o násobek π právě tehdy, když t,
x jsou 1-konjugované body.
Hodnoty β(t), β(x) fáze β ve dvou bodech t, x ∈ j se lišı́ o násobek π právě tehdy, když t,
x jsou 2-konjugované body.
Hodnoty α(t), β(x) fázı́ α, β ve dvou bodech t, x ∈ j se lišı́ o násobek π právě tehdy, když
x je 3-konjugovaný bod s bodem t a t je 4-konjugovaný bod s bodem x.

3. Dvě funkce α, β na otevřeném intervalu j s vlastnostmi

α ∈ C3, β ∈ C1, α′ 6= 0,

reprezentujı́ prvnı́ a druhou fázi báze (u, v) diferenciálnı́ rovnice (q) právě tehdy, když

β = α+ Arccotan
1
2

(
1
α′

)′, (2.2.6)

kde funkce „Arccotan “ má obdobný význam jako funkce „Arctan “ (viz (2.1.3), (2.1.4)).

Vztah mezi druhou fázı́ a průvodnı́ rovnicı́ (q̂)

Necht’(u, v) je báze rovnice (q) a necht’pro nosič q rovnice (q) na intervalu j platı́: q 6= 0, q ∈ C2.
Pak funkce

u1 =
u′√
|q| , v1 =

v′√
|q|

tvořı́ bázi rovnice (q̂), která je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q).
Ze vztahu u′/v′ = u1/v1 plyne, že druhá fáze β(t) báze (u, v) rovnice (q) je prvnı́ fázı́ báze

(u1, v1) rovnice (q̂), a tedy pro nosič q̂ rovnice (q̂) platı́

q̂(t) = −{tgβ, t}.

Pro nosič q rovnice (q) s bázı́ (u, v) a prvnı́ fázı́ α(t) platı́ q(t) = −{tgα(t), t}. Pro nosič q̂
průvodnı́ rovnice (q̂) s bázı́ (u1, v1) a prvnı́ fázı́ β(t) platı́ q̂(t) = −{tgβ(t), t}. Přitom β(t) je
zároveň druhou fázı́ rovnice (q). Z těchto vztahů a ze spojitosti a ohraničenosti fázı́ na intervalu j
plyne následujı́cı́ věta:

Věta 2.2.4 Rovnice (q) a jejı́ průvodnı́ rovnice (q̂) majı́ stejný oscilatorický charakter, tj. jsou obě
konečného typu nebo jsou oscilatorické stejného druhu.
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Důkaz.
Necht’β je druhá fáze báze (u, v) rovnice (q). Pak β je zároveň prvnı́ fázı́ α1 báze (u1, v1) průvodnı́

rovnice (q̂) rovnice (q).
Je-li (q) konečného typu, pak funkce β je ohraničená a tedy i funkce α1 = β je ohraničená a tudı́ž je

rovnice (q̂) konečného typu.
Je-li (q) nekonečného typu vlevo oscilatorická, pak funkce β je zdola neohraničená a shora ohraničená

a fáze α1 má stejné vlastnosti. Tedy rovnice (q̂) je také nekonečného typu vlevo oscilatorická.
Analogicky pro rovnice nekonečného typu vpravo oscilatorické a oboustranně oscilatorické.

2.3 Vztah mezi prvnı́mi fázemi dvou rovnic (q) a (Q)

Uvažujme dvě diferenciálnı́ rovnice v Jacobiho tvaru

y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), j = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, (q)

Ÿ = Q(T )Y, Q ∈ C0(J), J = (A,B), −∞ ≤ A < B ≤ ∞ (Q)

a věnujme se vztahu mezi prvnı́ fázı́ α rovnice (q) a prvnı́ fázı́ A rovnice (Q).

Definice 2.3.1 Prvnı́ fáze α rovnice (q) a prvnı́ fáze A rovnice (Q) se nazývajı́ podobné, jestliže
platı́

α(j) = A(J).

Označı́me-li

c = lim
t→a+

α(t), d = lim
t→b−

α(t), C = lim
T→A+

A(T ), D = lim
T→B−

A(t),

pak platı́, že prvnı́ fáze α a A jsou podobné právě tehdy, když platı́ c = C, d = D nebo c = D,
d = C.

Je-li c = C, d = D, pak fáze α, A nazýváme přı́mo podobné, je-li c = D, d = C, mluvı́me
o nepřı́mo podobných fázı́ch. Je jasné, že pro přı́mo podobné fáze platı́ sgnα′ · sgnA′ = 1 a pro
nepřı́mo podobné fáze sgnα′ · sgnA′ = −1.

Tedy napřı́klad, jsou-li obě rovnice (q), (Q) oscilatorické, pak každé dvě jejich fáze jsou
podobné. Konkrétně jsou přı́mo podobné, jestliže obě fáze rostou nebo obě klesajı́ a nepřı́mo
podobné, jestliže jedna z fázı́ roste a druhá klesá.

Obecně platı́ následujı́cı́ věta, kterou dále využijeme v teorii transformacı́.

Věta 2.3.2 Pro diferenciálnı́ rovnice (q), (Q) existujı́ podobné fáze právě tehdy, když jsou dané
rovnice stejného typu a druhu.

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 100–101.

2.4 Algebraická struktura množiny fázı́ oscilatorických rovnic (q) v intervalu
(−∞,∞)

Z Věty 2.1.4 vı́me, že každá funkce α, kde α ∈ C3(j) a α′(t) 6= 0 pro každé t ∈ j, je prvnı́ fázı́
rovnice (q) s nosičem q(t) = −{α, t} − α′ 2(t). Dále vı́me, že v přı́padě oscilatorické rovnice je
funkce α neohraničená.
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Tento odstavec bude věnován stručnému naznačenı́ některých výsledků, jež O. Borůvka dosáhl
ve studiu algebraické struktury množiny všech funkcı́ α definovaných na intervalu j = (−∞,∞),
pro něž platı́ že, α ∈ C3(j), α′(t) 6= 0 pro každé t ∈ j a α je neohraničená na intervalu j. Jinými
slovy, budeme se věnovat studiu fázı́ oscilatorických diferenciálnı́ch rovnic (q) definovaných v in-
tervalu j = (−∞,∞).

Grupa fázı́ G
Necht’G značı́ množinu všech fázı́ oscilatorických diferenciálnı́ch rovnic (q) definovaných v in-
tervalu j = (−∞,∞). Definujme na této množině operaci „skládánı́ “ takto: Pro každé α, γ ∈ G
platı́

(αγ)(t) = α(γ(t)) pro každé t ∈ j.
Pak G spolu s touto operacı́ tvořı́ grupu s jednotkovým prvkem ε(t) = t (speciálnı́ fáze). Funkce
α−1 značı́ prvek inverznı́ k prvku α ∈ G. Tuto grupu nazveme grupa fázı́.

Každá funkce α ∈ G je prvnı́ fázı́ oscilatorické diferenciálnı́ rovnice (q) na intervalu j =
(−∞,∞), jejı́ž nosič je dán vztahem

q(t) = −{α, t} − α′ 2(t). (2.4.1)

Naopak každá prvnı́ fázeα libovolné oscilatorické rovnice (q) v intervalu j = (−∞,∞) je prvkem
grupy G.

Vı́me, že je-li α ∈ G rostoucı́ (klesajı́cı́) funkce, pak také α−1 ∈ G je rostoucı́ (klesajı́cı́)
funkce a dále αγ je rostoucı́ funkce, jestliže jsou obě fáze α i γ rostoucı́ nebo obě klesajı́cı́ a αγ
je klesajı́cı́, jestliže je jedna z fázı́ α, γ rostoucı́ a druhá klesajı́cı́.

Z toho okamžitě plyne, že množina N tvořená všemi rostoucı́mi fázemi tvořı́ podgrupu grupy
G. Tato podgrupa N je v grupě G invariantnı́ (normálnı́), tj. platı́

α−1Nα = N pro každé α ∈ G,

což znamená, že pro každý prvek γ ∈ N a α ∈ G platı́ α−1γα ∈ N .

Relace ekvivalence

V grupě G definujeme ekvivalenci takto:
Dvě fáze α, γ ∈ G jsou ekvivalentnı́ právě tehdy, když při vhodných konstantách cik (i, k =

1, 2), za předpokladu, že determinant |cik| 6= 0, platı́

tg γ(t) =
c11tgα(t) + c12

c21tgα(t) + c22
, (2.4.2)

a to pro všechna t ∈ j s výjimkou bodů, v nichž dané funkce nejsou definovány.
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Snadno ověřı́me, že relace daná vztahem (2.4.2) je reflexivnı́, symetrická a transitivnı́, tedy je
relacı́ ekvivalence. Označme tuto relaci Q.

Pomocı́ relace ekvivalence Q je možno vytvořit rozklad Q grupy G přı́slušný této ekvivalenci.
Připomeňme, že do každé třı́dy rozkladu Q náležı́ ty fáze, jež jsou vzájemně ekvivalentnı́ a žádné
dvě fáze náležı́cı́ do různých třı́d rozkladu nemohou být vzájemně ekvivalentnı́.

Lze dokázat, že prvky grupy G ležı́cı́ v jedné a téže třı́dě a ∈ Q jsou právě všechny fáze jisté
diferenciálnı́ rovnice (q). Nosič q této rovnice je dán vztahem (2.4.1), v němž za fázi α můžeme
zvolit kteroukoliv fázi α ∈ a.

Vidı́me tedy, že existuje prostá korespondence mezi nosiči q oscilatorických diferenciálnı́ch
rovnic (q) v intervalu j = (−∞,∞) a jednotlivými třı́dami rozkladu Q.

Všimneme-li si velikostı́ uvažovaných množin, dojdeme k závěru, že množina a všech prvnı́ch
fázı́ přı́slušných k nosiči q(t) má mohutnost kontinua.

Fundamentálnı́ podgrupa F
Všechny fáze grupy G ekvivalentnı́ s jednotkovým prvkem grupy G tvořı́ tzv. fundamentálnı́
podgrupuF grupyG. Tato podgrupaF se skládá právě ze všech fázı́ diferenciálnı́ rovnice y′′ = −y.

Lze ukázat, že rozklad Q splývá s rozkladem v pravé třı́dy grupy G vzhledem k podgrupě F :

Q = G/pF ,

tj. uvažujeme-li třı́du rozkladu a ∈ Q a libovolnou fázi α náležı́cı́ této třı́dě α ∈ a, pak a = Fα.

Podgrupa elementárnı́ch fázı́ H
Každá fáze α, pro niž platı́

α(t+ π) = α(t) + πsgnα′, t ∈ j

se nazývá elementárnı́ fáze. Necht’H značı́ množinu všech elementárnı́ch fázı́.

Snadno se ukáže, že jednotkový prvek ε(t) = t grupy G je elementárnı́ fáze, že složenı́ dvou
elementárnı́ch fázı́ je opět elementárnı́ fáze a že inverznı́ prvek k prvku α ∈ H je také elementárnı́
fázı́. Tedy platı́, že množina všech elementárnı́ch fázı́H je podgrupa grupy všech fázı́ G, tj.H ⊂ G.

Dále lze dokázat, že všechny fáze ekvivalentnı́ s elementárnı́ fázı́ ε(t) = t jsou také elementárnı́
a tedy platı́, že fundamentálnı́ podgrupa F je tvořena pouze elementárnı́mi fázemi a F ⊂ H.
Celkem tedy dostáváme

F ⊂ H ⊂ G.
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