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3 Teorie dispersi

V této kapitole se sezndmime s teorif jistych funkci jedné proménné, které udavaji vztah mezi
nulovymi body feSeni oscilatorickych rovnic (¢) a (Q). Takové funkce nazveme dispersemi.

Nejprve budeme zkoumat tzv. centrdlni disperse 1. az 4. druhu oscilatorické rovnice (q)
s nosi¢em ¢ < 0, které zavedeme pomoci konjugovanych bodt rovnice (q).

V druhé ¢asti teorie dispersi zavedeme tzv. obecné disperse, které popisuji vztahy mezi nulo-
vymi body dvou oscilatorickych rovnic (¢) a (Q).

Mimo jiné uvedeme vztahy mezi centrdlnimi dispersemi a faizemi, mezi obecnymi dispersemi a
fazemi a ukdzeme, Ze centralni i obecné disperse jsou feSenim jisté nelinearni diferencidlni rovnice
3. fadu a hraji dtlezitou roli v teorii transformaci oscilatorickych rovnic.

3.1 Centralni disperse

Pojem centrédlni disperse 1., 2., 3. a 4. druhu zavedeme pouze pro rovnice (q) oscilatorické
v intervalu j. V takovém piipadé maji vSechna feSeni rovnice (¢) nekone¢né mnoho nulovych
bodd, jejichZ hromadnymi body jsou koncové body intervalu j. Déle budeme predpokladat, Ze
q < 0 pro kazdé t € j. Predpoklad ¢ < 0 neni nutny u centrdlnich dispersi 1. druhu. VSude, kde
budeme mluvit o rovnici priivodni, budeme uvazovat ¢ € C2.

Definice 3.1.1 Necht rovnice () je oscilatorickd na intervalu j a pro nosi¢ ¢ plati ¢(t) < 0 pro
kazdét € j.

V intervalu j definujeme funkci ¢, (p—_p), n = £1,£2, ..., takto: Necht' pro t € j je @, (t)
(p—n(t)) n-ty pravy (levy) 1-konjugovany bod s bodem ¢ a necht () = t. Funkci ¢, (¢p—p)
nazyvame n-td (-n-td) centrdlni disperse 1. druhu. Funkci @1 nazyvame zdkladni centrdlni disperse
1. druhu.

V intervalu j definujeme funkci ¢, (¢_,,), n = +1,£2, ..., takto: Necht' pro t € j je ¥, (t)
(—_n(t)) n-ty pravy (levy) 2-konjugovany bod s bodem ¢ a necht ¢y(t) = t. Funkei v, (¢)—_p,)
nazyvame n-td (-n-td) centrdlni disperse 2. druhu. Funkci 11 nazyvame zdkladni centrdlni disperse
2. druhu.

V intervalu j definujeme funkei x,, (x—n), n = £1,£2, ..., takto: Necht' pro t € j je xn(t)
(X—n(t)) n-ty pravy (levy) 3-konjugovany bod s bodem ¢. Funkci x,, (x—) nazyvame n-td (-n-td)
centrdlni disperse 3. druhu. Funkci x1 nazyvame zdkladni centrdlni disperse 3. druhu.

V intervalu j definujeme funkci w, (w—y,), n = £1,£2, ..., takto: Necht' pro t € j je wy(t)
(wW—_n(t)) n-ty pravy (levy) 4-konjugovany bod s bodem ¢. Funkci wy, (w—_,,) nazyvame n-td (-n-td)
centrdlni disperse 4. druhu. Funkci wy nazyvdme zdkladni centrdlni disperse 4. druhu.

Obr. 6 Centrélni disperse
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Z predchoziho obrazku vidime, Ze pro kazdy bod ¢ € j plati nasledujici nerovnosti:

e <x2(t) < pa(t) < xat) <t =o(t) < xalt) < ea(t) < xat) <---,

e <wog(t) < Yo1(t) <w_1(t) <t =1o(t) <wi(t) < Pi(t) <walt) <---

Poznamka. Centralni disperse jsme definovali pouze pro rovnice oscilatorické s nosicem ¢ < 0.
Ptedchozi definici vSak lze rozsifit i pro rovnice neoscilatorické, které maji k-konjugované body,
kde k = 1,2, 3, 4. Oznacime-li jj, ,, (i, ») oteviené podintervaly intervalu j téch bodi ¢ € j, k nimz
existuji n-té pravé (levé) k-konjugované body (n = +1,+2,...), pak lze definici centralnich
dispersi ziZit pouze na tyto podintervaly.

Je zfejmé, Ze je-li diferencidlni rovnice vpravo (vlevo) oscilatorickd, pak vSechny intervaly
Jkn (ik,n) se shoduji s intervalem j. Déle, je-li rovnice oboustranné oscilatorickd, pak se vSechny
intervaly iy, Jk,n shodujis j.

3.1.1 Nékteré vlastnosti centralnich dispersi

Uvazujme oscilatorickou rovnici (¢) v intervalu j s nosi¢em ¢, ¢(t) < 0 pro kazdé ¢ € j, a bdzi
(u,v). Pak plati:

1.

2.

KaZd4 centrdlni disperse je v intervalu j spojitd a rostouci funkce.
Obor hodnot kazdé centralni disperse je interval j.

Je-1i nosi¢ g rovnice (q) tfidy C* (k = 0,1,...), pak viechny centriln{ disperse 1. druhu
jsou tfidy C**3 a viechny centrélni disperse 2., 3. a 4. druhu tfidy C**1,

Z Véty 1.5.2 okam?zité plyne, Ze pro libovolnou bazi (u, v) rovnice (¢) a libovolny bod ¢ € j
plati:

u(t)v(pn(t) = v(ulen(t)),  u'(H)0"(Ya(t)) = ' () (¥n(1)), G.1.1)
u(t)v' (xm(t) = v(O)0' (xm(1), W' (O)v(wn(t)) = ' (H)u(wn(t)),
n=0,£1,£2 ...,m = =£1,42 .... Tyto vztahy nazyvame funkciondlni rovnice centrdl-

nich disperst.

Necht ¢ € C?. Pak existuje privodni rovnice (g) k rovnici (gq) a plati, Ze libovolnd n-td
centrdlni disperse 2. druhu rovnice (¢) je n-tou centralni dispersi 1. druhu pravodni rovnice

@)

Diikazy téchto tvrzeni lze nalézt v [25], str. 118-122.
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Derivace centralnich dispersi

V dal8im textu budeme pracovat nejen s centralnimi dispersemi, ale i s jejich derivacemi. UkaZeme
nékteré vztahy pro prvni derivaci centralnich dispersi 1. druhu. Z dspornych divodi nebudeme
uvadét vztahy pro derivace centrdlnich dispersi ostatnich druht, které 1ze odvodit obdobnym zpi-
sobem.

Necht (u, v) je libovolnd baze rovnice (q), ¢y, jeji n-td centrdlni disperse 1. druhua t € j. Pak
prvni derivaci ¢/, lze vyjadfit pomoct:

a) linedrné nezavislych feSeni u, v a jejich derivaci v/, v’

(1) = u(en(®)V'(t) = u'(H)v(en(t))
! u/(on (1)) o(t) — u(t)v' (n(t))’

n=0,+1,+2,... (3.1.2)

b) feseni u a jeho derivace u’

w2 (pn () pro te€j, pron& wu(t)#0, n=0+1,+2,...,

Pht) =1 ey
" = () pro te€j, pron& wu(t) =0, n=0,+1,42,...
w'?((t))
(3.1.3)
¢) prvni amplitudy r baze (u, v)
2
/ 7°(n(t))
= =0,+1,42,... 3.14
n( ) T2(t> ) n ) ) ) ( )
d) prvni faze o rovnice (q)
/
/ a'(t)
o) = —rt e p=0,+1,42, ... (3.1.5)
KA ERD)

e) nosice ¢ rovnice (q)

' (t) = altr) alts)  q(tan-s) n=12,..., (3.1.6)

q(ts) q(tr)  q(tan-1)’

s v

kde t1, ..., t4, jsou vhodnad &isla takovd, Ze i —1(t) < tar—3 < Xk(t) < tap—1 < i(t) a
1/)]{,1(15) < tygp_o < wk(t) <ty < ¢k(t), k=1,2,...,n;tg =t.

Dukaz.

Nazna¢me odvozeni vztahti (3.1.2) az (3.1.4). Dikazy dal$ich dvou vztahti lze nalézt v [25], str. 123 —
125 a 127.

Vztah (3.1.2) dostaneme okamzité derivaci prvniho ze vztahd (3.1.1).

Pfi dikazu vztahu (3.1.3) 1ze postupovat takto: Vyjdéme ze vztahu (3.1.2) a pokusme se z néj eliminovat
feSeni v a v’ Je-li u(t) # 0 vyndsobime itatele i jmenovatele této rovnice vyrazem u(t) - u(¢(t)) ak jejich
upravé vyuZijeme vztahu (3.1.1). Tedy




Délenim wronskidnem w, pro néjz zfejmé w(t) = w(p(t)), dostdvame

u2
10 = 2L0)

pro t € j,pronézje wu(t) #DO0.

Je-li u(t) = 0, vynésobime Citatele i jmenovatele vyrazem u'(t) - u/(¢(t)), ktery je uréité razny od nuly a
po tpravé obdrzime vysledny vztah

(1)
u(p(t)
Pfi odvozeni vztahu (3.1.4) 1ze postupovat takto: Pfedpoklddejme, Ze u(t) # 0 (v disledku linedrni

nezévislosti feSeni u, v musi byt vZdy jedna z hodnot u(t), v(t) riznd od nuly), vyjdéme ze vztahu (3.1.3)
a pouZzijme nasledujici dpravy

o'(t) = pro t € j,pronéZje u(t) =0.

v2(t)

(1) | () @A(t) + (1) uRe(t) + o (e(t) | LH G ud(e(t) + v(e()
20) @)+ 14 2eW w2+ (l)

(1) = w(t) () (u2(p(t) +v2(p(1)) W (p(0))

S vyuzitim vztahu (3.1.1) a definice prvni amplitudy dostaneme okamZit¢ dokazované tvrzeni.

3.1.2 Vztah mezi centralnimi dispersemi a fazemi
V tomto odstavci uvedeme tzv. Abelovy funkciondlni rovnice, jezZ udavaji souvislost mezi central-

nimi dispersemi a fazemi.

Véta 3.1.2 Necht o a (3 jsou prvni a druhd fdze bdze (u,v) diferencidlni rovnice (q) takové, Ze 0 <
|3 — «| < 7. Ddle necht vy, ¥n, Xm, wm (n=0,£1,£2, -+ 'm = £1,42 - ) jsou centrdlni
disperse dané v Definici 3.1.1. Pak pro vSechnat € j,n =0,£1,4£2,--- 'm = +1,+2,--- plati

alpn(t)) = alt) + enm, (3.1.7)

B(n(t)) = B(t) + en,

ofwm(t)) = (1) + 5 (2m — sgnm)e 7 D,
Blxm(t)) = a(t) + %((2m —sgnm)e + 1),

kde ¢ = sgn o’ = sgn 3. Prvni znaménko plati pro pfipad 0 < 3 — « < 7 a druhé znaménko pro
pripad —m < —a < 0.
Vyse uvedené rovnice se nazyvaji Abelovy funkciondlni rovnice pro centrdlni disperse.

Dukaz.

1. Nejprve vysvétleme podminku omezujici vybér fazi «, 8, tj. podminku 0 < |5 — «| < 7: Dosazenim
vztaht (2.1.7) a (2.2.4) do wronskidnu w = uv’ — u’v dostdvdme

r-s-sin(B — ) =¢e-g(—w).
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ProtoZe je prava strana této rovnice vSude nenulovd, existuje celé ¢islo n takové, Ze
nt < f—a<(n+ 1)
Pfipomeiime, Ze vSechny prvni a druhé faze pfislusné k bazi (u, v) jsou tvaru
an = o+ nm, Bn = B+ nm, kde n=0,%£1,....

Zvolime-1i nyni «yp, By tak, Ze ag < fo, pak lze ostatni faze «,, € (), Bn € (Bo) uspofadat do tzv.
smiSeného fazového systému

< a1 <Pa<ag<Bo<a; <P <
Pak pro dvé sousedni faze ay, O, resp. Bi, ap1 plati

0<fBr—ar<m, resp. —m<pPr—are1 <O0.

s
1

Zminéna podminka tedy znamen4, Ze « a 3 jsou dvé ,,sousedni* faze smiSeného fazového systému.

. Nyni provedeme vlastni odvozeni rovnice (3.1.7).
Z ptredpokladu g < 0 (plati v celé 3. kapitole) plyne, Ze faze «, 3 jsou zaroveii rostouci nebo zaroven
klesajici, tj. sgn o’ = sgn 3’ # 0. Oznalme € = sgn o’ = sgn 3'.

Uvazujme libovolny pevny bod x € j a takové feSeni y rovnice (q), pro které plati y(z) = 0. Ze
vztahti (2.1.9) a (2.2.5) plyne:

y(t) = k- r(t) - sinfa(t) — a(z)] (3.1.8)

y'(t) = £k - s(t) - sin[B(t) — a(z)], (3.1.9)

kde k # 0 je vhodnd konstanta, r(¢) prvni amplituda a s(¢) druhd amplituda.

Pro zjednoduSen{ poloZme

A(t) = a(t) — a(x). (3.1.10)
Ziejmé A(x) = 0.Z predpokladu oscilatori¢nosti rovnice (g) plyne, Ze « je neohraniend. Je-lie = 1,
tj. « je rostouct, pak lim; o, A(t) = 400. Je-li € = —1, tj. « je klesajici, pak lim; .,  A(t) =
—00.

Vzhledem ke spojitosti a neohrani¢enosti funkce A v intervalu j existuje ke kazdému n € N &islo
x1 (21 > x) takové, Ze A(x1) = enm. Dosazenim do vztahu (3.1.8) dostaneme, Ze x1 je nulovy bod
feSeni y. Ze vztahu (3.1.10) plyne

a(zy) — a(z) = en. (3.1.11)

Tedy pro e = 1je x; pravy n-ty 1-konjugovany bod s bodem z, tj. 21 = @, (x). Obdobné proe = —1
dostaneme x1 = p_,(z).

Dosazenim 21 = ¢, () do vztahu (3.1.11) okam?Zit& plyne
alen(z)) = a(z) + en.

Obdobné za pouziti vztahu (3.1.9) miZeme uvazovat funkci B(¢t) = S3(t) — «(t) a analogicky
dojdeme k rovnici pro centralni dispersi X, . Jestlize v rovnici (3.1.8) zvolime misto konstanty «(z)
konstantu 3(z), tj. y(t) = k - r(t) - sin[a(t) — B(x)], dojdeme k rovnici pro centrdlni dispersi w,, a
obdobné, uvazujeme-li rovnici (3.1.9) ve tvaru v/ (t) = £k - s(t) -sin[3(t) — B(z)], dojdeme k rovnici
pro centralni dispersi v,,.
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3.1.3 Diferencialni rovnice pro centralni disperse
V tomto odstavci ukdZeme, Ze centralni disperse oscilatorickych rovnic jsou feSenim jisté nelinearn{

diferencialni rovnice 3. fadu. Tento vysledek hraje vyznamnou roli piedevsim v teorii transformaci.

Véta 3.1.3 Vsechny centrdlni disperse 1. druhu ¢, (n = 0,£1,42,...) rovnice (q) s nosicem q
splriuji v intervalu j nelinedrni diferencidlni rovnici 3. ¥ddu

~{pn,t} + alpn)el? = a(t). (49)

Ddle, je-li ¢ € C?, pak vSechny centrdlni disperse n, Xm,» wm (n = 0,£1,4£2,..., m =
+1,42,...) 2., 3. a4. druhu spliiuji v intervalu j rovnice

(st} + AVl = (1), (@q)
Xt} + Gotm) X" = a(t), (q)
—{wm t} + g(wm)wl,® = (L), (4d)

kde q je nosic rovnice (q) a q nosic rovnice privodni (q) k rovnici (q). Tyto rovnice se nazyvaji
nelinedrni diferencidlni rovnice 3. fddu pro centrdlni disperse.

Diikaz.
Necht' ¢ € j libovolné. Schwarzovskou derivaci (viz Véta 1.3.1) Abelovy funkciondlni rovnice pro
centrdlni dispersi 1. druhu (e, (t)) = a(t) + enm (3.1.2) ziskdme

2
{onon(t)} - @ () + {on, t} = {a,t}.
Dale vyuZitim vztahu ¢(t) = —{a, t} — o/?(t) (2.1.8) dostaneme

(a(pn) + " (n)) - 0,7 (1) = {n, t} = q(t) + o"*(t),

odkud
a(t) = alpn) - 2" — {ons ),
nebot' o/ 2(p,, ) @'2(t) = o’ %(t) (dostaneme ihned derivaci vztahu (3.1.2)).
Obdobné postupujeme pii odvozovani rovnic pro ostatni centrdlni disperse.

3.1.4 Algebraicka struktura mnoziny centralnich dispersi

Mezi centralnimi dispersemi jednoho i riiznych druhti existuje mnoho vzajemnych vztahi vyplyva-
jicich ze sklddani téchto funkei. V tomto odstavci nazna¢ime nékteré vysledky, k nimz O. Bortivka
pfi zkoumani téchto vztahl dospél. Pfitom budeme pouzivat nasledujici oznacent:

Pro dvé funkce f, g definované v intervalu j znaci fg skladani funkci ve smyslu

(f9) (@) = f(g(2))-

Dale necht’ f~! znac{ funkci inverzni k funkci f (pokud existuje), f™ slozenou funkci ff--- f
po&itano n-krat, f~" sloZenou funkci f~1f~1 ... f=! po&itdno n-krat a kone¢né fO(t) = t.
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Necht' @, ¥, x, {2 znac¢i mnoZiny vSech centrdlnich dispersi 1., 2., 3. a 4. druhu. Schématicky
jsou vztahy vyplyvajici ze skladani centrdlnich dispersi riznych druht zndzornény v nasledujici
tabulce, jejiz vyznam je ndsledujici: Slozenim dvou centrdlnich dispersi a € A, b € B (A, B
znadi jednu z mnozin @, ¥, x, 1) vznikne funkce, ktera neni centrdlni dispersi nebo je centralni
dispersi ab z mnoziny C, kterd se nachazi v pruseciku fadku A a sloupce B, tj. ab € C'. Napiiklad
slozenim dvou centralnich dispersi 1. druhu dostaneme zase centraln{ dispersi 1. druhu, konkrétné
plati ¢,.s = @r1s, sloZenim centrdlni disperse 1. druhu s centrlni dispersi 2. druhu dostaneme
funkci, kterd neni centralni dispersi Zddného druhu, sloZenim centralni disperse 4. druhu s centraln{
dispersi 3. druhu dostaneme centralni dispersi 1. druhu, atd.

|V | x|
PP |- | -|Q
v - |V |x| -
X|x|-|-|¥
Q-1 Q|D| -

Tab. 1 Skladani centralnich dispersi

Grupa centralnich dispersi 1. druhu C

Vsimnéme si nyni chovani centrdlnich dispersi 1. druhu. Pfimo z definice centrdlnich dispersi
plynou nasledujici vztahy

‘Pn%o—n:ta SD’VLZSO?7 SO—nZQDTil, n=1,2,....

Tedy ke kazdé centrélni dispersi 1. druhu existuje funkce inverzni a vSechny jeji hodnoty se
daji vyjadfit pomoci zdkladni centrdlni disperse ¢ a funkce k ni inverzni ¢_;.

Z téchto vztahi tedy plyne, Ze mnoZina ¢ vSech centrdlnich dispersi 1. druhu tvoii spolu
s operaci skladani nekone¢nou cyklickou grupu generovanou prvkem (1. Ozna¢me ji C. Neutralnim
(jednotkovym) prvkem této grupy je identita g = t a ke kazdému prvku ¢y, je prvek ¢_ i prvkem
inverznim. Lze také dok4zat, Ze vSechny centrélni disperse 1. druhu se sudymi indexy tvofi v této
grup€ podgrupu S. Tedy

SccC.

K obdobnému zavéru 1ze dospét také v piipadé mnoZiny ¥ centrdlnich dispersi 2. druhu.

Poznamka. V souvislosti s centrdlnimi dispersemi fesi O. Bortivka v monografii [25] fadu otazek
z teorie oscilatorickych rovnic v Jacobiho tvaru, napiiklad uréeni vSech rovnic (¢) s pfedepsanou
zékladni centréln{ dispersi libovolného druhu, zkoumani rovnic (g) se stejnou zdkladni centralni
dispersi 1. druhu nebo rovnic (g), které maji stejnou zékladni centralni dispersi 1. a 2. druhu a
rovnic, které maji stejnou zdkladni centrdlni dispersi 3. a 4. druhu.

Centralni disperse pomadhaji v feseni otdzek globdlniho charakteru hlavné tim, Ze popisuji
vztahy mezi feSenimi nebo derivacemi feSeni v konjugovanych bodech t&€chto feSeni.
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Poznamka. (Jiny pohled na centralni disperse)
Centralni dispersi 1. druhu jsme definovali jako funkci, kterdbodu t € j prifadijisty 1-konjugovany
bod s bodem ¢. Neboli, nulovému bodu n&jakého feseni u rovnice (¢) pfifadi jiny nulovy bod téhoz
feSeni u. Obdobné 2-centralni dispersi jsme definovali jako funkci, kterd bodu ¢ € j pfifadi jisty
2-konjugovany bod s bodem ¢, neboli nulovému bodu feseni u; rovnice (g) pfifadi nulovy bod
feSeni u; rovnice (g). Analogicky 3-centrdlni disperse je funkce, kterd nulovému bodu feseni u
rovnice (q) pfifadi nulovy bod feSeni u; = w'/\/—q rovnice (q) a 4-centralni disperse funkce,
kterd nulovému bodu feSeni u; = u’/\/—q rovnice (¢) pfifadi nulovy bod feSeni u rovnice (gq).
MizZeme tedy fici, Ze se jednd o zobrazeni mezi nulovymi body fesen{ jedné rovnice a nulovymi
body feseni rovnice druhé. U centrdlnich dispersi jsou témito rovnicemi rovnice (¢) a jeji priavodni
rovnice (¢). V obecném piipadé v§ak mizeme uvazovat zobrazeni mezi nulovymi body feSeni
dvou libovolnych rovnic (q), (Q). Takové zobrazeni zavedeme v nésledujicim odstavci a nazveme
ho obecnou dispersi.

3.2 Obecné disperse

Obecnou dispersi budeme rozumét funkci jedné proménné, kterd bude uddvat souvislost mezi
nulovymi body feSeni rovnice (¢) a nulovymi body feSeni rovnice (Q).

Necht rovnice (g) je oscilatorickd na intervalu j = (a,b) a necht’ (u,v) znadi jeji bazi, w
wronskidn feSeni u, v a r linedrn{ prostor feseni rovnice (q).

Dile necht rovnice () je oscilatorickd na intervalu J = (A, B) anecht’ (U, V') znadi jeji bazi,
W wronskidn feSeni U, V' a R linearni prostor feseni rovnice (Q)).

Definice 3.2.1 Necht'p : » — R je linearni zobrazeni{ takové, Ze obrazem kazdého feSeni y € r
daného vztahem y = cju + cov je feSeni Y € R dané vztahem Y = c;U + ¢V se stejnymi
konstantami ¢y, co. PiSeme Y = py.

Linedrni zobrazeni p : r — R se nazyva normalizované vzhledem k bodum to, Ty (v tomto
pofadi), jestlize zobrazi kazdé feSeni y € r rovnice (q), které prochdzi bodem ¢y na feSeni Y’
rovnice (@), které prochdzi bodem Ty, tj. jestlize y(to) = 0, pak (py)(To) = Y (Tp) = 0.

Poznamenejme, 7e ke kaZdému zobrazeni p : r — R existuje inverzni zobrazeni p~! : R — r
takové, Ze kazdé feSeni Y € R dané vztahem Y = C1U + C5V zobrazi na feSeni y € r dané
vztahem y = Cu + Cav se stejnymi konstantami C, Co. PiSeme y = p~lY.

Nyni mtizeme definovat obecnou dispersi rovnic (q), (Q).

Definice 3.2.2 Bud ddno tg € j a Ty € J libovolné. Oznalme ¢, n-té 1-konjugované body
s bodem tg rovnice (q) a T}, n-té 1-konjugované body s bodem Tj rovnice (Q) (n = £1,+2,...).
Déle necht’p : » — R je zobrazeni normalizované vzhledem k bodim g, 7.

Necht't € j libovolné a y je feSeni rovnice (q) prochdzejici bodem t. Pak definujeme hodnotu
X (t) funkce X v bodé t takto:

Je-li w/W > 0 pak X (t) je takovy nulovy bod feSeni py rovnice (Q), Ze je-li t € (tn, tnt1)s
pak X (t) € (T, Try1) a X (t) = 1.

Je-li w/W < 0 pak X (t) je takovy nulovy bod feSeni py rovnice (Q), Ze je-li t € (tn, tnt1),
pak X (t) € (T—p—1,T-p) a X (tn) = T—.
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Funkce X, jeZ je definovana na intervalu j, se nazyva obecnd disperse rovnic (q), (Q) (v tomto
potadi) vzhledem k bodiim ty, Ty a linedrnimu zobrazeni p, struéné obecnd disperse rovnic (q),
(Q). Cisla tg, Ty nazyvame pocdtecni body a linedrni zobrazeni p generdtor obecné disperse X .

V teorii obecnych dispersi hraje velmi didlezitou roli nasledujici véta, jez vyjadfuje obecnou

dispersi pomoci fazi rovnic (¢) a (Q).

Véta 3.2.3 Necht X je obecnd disperse rovnic (q), (Q) s pocdtecnimi body to, Ty a generdtorem
p. Ddle necht o je libovolnd fdze bdze (u,v) rovnice (q) takovd, Ze a(to) = 0 a A libovolnd
faze bdze (U, V') rovnice (Q) takovd, Ze A(Tp) = 0. Pak obecnd disperse X spliiuje v intervalu j
Sfunkciondlni rovnici

a(t) = A(X(t)), (3.2.1)
tj. pro obecnou dispersi plati
X(t) = A (), (3.2.2)

kde A~ znaci inverzni funkci k funkci A.

Dikaz.
Dikaz lze nalézt v [25], str. 174—176.

Z rovnice (3.2.2) vidime, Ze vlastnosti obecnych dispersi 1ze obdrZet z vlastnosti prvnich fazi
rovnic (q), (Q). Zejména plati

1.
X()=J, XeC* X #0.

2. Je-liw/W > 0, pak X roste v intervalu j od Ak B, je-liw/W < 0, pak X klesd v intervalu
jod Bk A.

3. Inverzni funkci k obecné dispersi X (¢) je obecnd disperse x(7T') diferencidlnich rovnic (Q),
(q) generovana zobrazenim p~! inverznim k zobrazeni p s pocate¢nimi body Ty, to.

Véta 3.2.4 Vsechny obecné disperse X rovnic (q), (Q) spliiujiv intervalu j nelinedrni diferencidlni
rovnici 3. rddu

—{X, 1} + QX)X = q(t), (Qq)

kterou nazyvdme diferencidlni rovnici obecnych dispersi rovnic (q), (Q).
Analogicky vSechny obecné disperse x rovnic (Q), (q), inverzni k obecnym dispersim X,
spliiuji v intervalu J nelinedrni diferencidlni rovnici 3. rddu

—{x, T} + q(z)i* = Q(T), kde "=d/dT. (qQ)
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Dikaz.

Necht' ¢t € j libovoln&. Schwarzovskou derivaci (viz Véta 1.3.1) vztahu o()

ziskame

{a,t} = {A,X(t)} X"2(t) + {X,t}.
Dale vyuzitim vztahu ¢(t) = —{a, t} — o/?(t) (2.1.8) dostaneme
g(t) +a'2(t) = (Q(X) + A*(X)) - X"2(t) — {X, 1},

odkud
q(t) = Q(X) - X"2(t) — {X, 1},

nebot’ o 2(t) = A%(X) - X'?(t) (dostaneme ihned derivaci vztahu (3.1.2)).

A(X (1)) (3.2.1)

Vime, Ze obecnd disperse je jednoznaéné uréena pociteCnimi body tg, Tp a linedrnim zobraze-
nim p normalizovanym vzhledem k boddm tg, Tp. Nyni bez diikazu uvedeme dal$i dvé moznosti
jednoznacného uréeni obecné disperse a odpovime na otdzku, jak dalece je obecnd disperse cha-

rakterizovana pouze danym linedrnim zobrazenim.

2 Xz

e Necht'tg, Xo, X{, (# 0), X[ jsou libovolnd &isla. Pak existuje pravé jedna obecnd disperse

X rovnic (q), (Q) dané poCateénimi podminkami

X(to) = Xo,  X'(to) =Xy,  X"(to) = Xy

e Libovolné prvni faze «, A diferencidlnich rovnic (gq), (@) uruji pravé jednu obecnou

dispersi X rovnic (¢), (Q) jakoZto feSeni funkciondlni rovnice

e Linedrni zobrazeni p : r — R urCuje prave jeden spocetny systém obecnych dispersi rovnic
(q), (Q) s generdtorem p. Je-li X (¢) jedna obecnd disperse tohoto systému, pak ostatni jsou
tvaru X (¢n(t)),n = 0,£1,42, ..., kde ¢, je n-td centralni disperse 1. druhu.

Vime, Ze kazda obecné disperse je feSenim rovnice (Qq). Na otdzku, zda rovnice (Qq) mé
1 jind feSeni neZ obecné disperse, odpovidd ndsledujici véta. Pfitom nds ovSem zajimaji pouze

feseni regulérni, tj. X’ # 0.

Véta 3.2.5 Mnozina vSech reguldrnich Feseni diferencidlni rovnice (Qq) definovanych v intervalu

J je tvoFena prdvé obecnymi dispersemi rovnic (q), (Q).

Dukaz.
Dtikaz lze nalézt v [25], str. 179-180.
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Disperse k-tého druhu; £ = 1,2, 3,4

Specidlnimi piipady obecnych dispersi jsou disperse 1., 2., 3. a 4. druhu.

Definice 3.2.6 Necht rovnice (g) je oscilatorickd v intervalu j a necht’ pro nosi¢ ¢ rovnice (q)
plati, 7e ¢ < 0 aq € C? pro kazdé t € j.

Dispersi 1. druhu rovnice (q) nazyvame obecnou dispersi rovnic (q), (q); dispersi 2. druhu
rovnice (¢) nazyvame obecnou dispersi rovnic (q), (q); dispersi 3. druhu rovnice (q) nazyvame
obecnou dispersi rovnic (q), () a kone¢né dispersi 4. druhu rovnice (q) nazyvame obecnou dispersi
rovnic (q), (¢).

Poznamky.

1. Necht X}, (k = 1,2, 3,4) znadi disperse k-tého druhu rovnice (q). Pak z Véty 3.2.3 plynou
ndsledujici vztahy

a(X1) =a(t), B(X2)=p@1), B(Xs) =a(t), «(Xq)=7(t),
kde «, @ znadi prvni faze a 3, 3 druhé faze rovnice (gq).

2. Disperse k-tého druhu rovnice (q), k = 1,2,3,4, pfirozené zahrnuji centrdlni disperse
odpovidajicich druhti. Na ukdzku uvedme, kdy je disperse 1. druhu rovna centralni dispersi
1. druhu. Pro disperse ostatnich druhii jsou podminky analogické.

(a) Disperse 1. druhu X rovnice (¢) ur€end vztahem o(X;) = @(t) je centralni dispersi
1. druhu pravé tehdy, kdyZ faze «, @ naleZi do prvniho fazového systému stejné baze
rovnice (q). V takovém piipadé X; = ¢, (n = 0,£1,42,...) pravé tehdy, kdyz
a=a+nwsgna.

(b) Necht’ X je dispersi 1. druhu rovnice (g) s po¢ate¢nimi body ¢, Tp a generdtorem p.
Pak X1 = ¢, (n = 0,£1,+£2,...) pravé tehdy, kdyZ Ty = ¢, (to) ap = ce, kde e
znaci identické zobrazeni prostoru r do sebe a ¢ nenulovou konstantu.

3.2.1 Algebraicka struktura mnoziny obecnych dispersi

Uvazujme diferencidlni rovnice (g), (Q) na intervalech j = J = (—o00,00). Necht' D znaci
mnozinu obecnych dispersi rovnic (¢), (Q).

Vime, Ze ka?d4d obecna disperse X € D je neohranifend funkce, pro niz plati X € C3 a
X' # 0. Z toho plyne (viz V&ta 2.1.4), Ze X je neohraniCenou prvni fazi oscilatorické rovnice na
intervalu (—oo, 00). Plati tedy, Ze mnoZina obecnych dispersi D je podmnoZinou grupy fazi G, tj.
D cg.

Obecnd disperse X € D je jednozna¢né uréena vztahem X (t) = A~!(a(t)), kde o a A jsou
libovolné prvni faze rovnic (¢) a (Q). Z odstavce tykajiciho se algebraickych vlastnosti centrdlnich
dispersi vime, Ze fize « a A urcuji mnoZiny Fa a F.A vSech fazi rovnic (¢) a (Q). F pritom znaci
fundamentalni podgrupu grupy fazi G. Na zakladé téchto skutecnosti 1ze ukazat, Ze pro mnozinu
obecnych dispersi D rovnic (q), (Q) plati

D = A ' Fa.
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Grupa dispersi 1. druhu rovnice (q)

Pfipometime, Ze dispersi 1. druhu rozumime dispersi rovnic (¢), (¢). Tedy pro mnoZinu D dispersi
1. druhu plati
D=a'Fa.

Lze dokdzat, Ze mnoZina D tvofi spolu s operaci skladani grupu, kterou nazveme grupa dispersi
1. druhu rovnice (q) a je podgrupou grupy fizi G, tj. D C G.

Vsechny rostouci disperse 1. druhu rovnice (gq) tvoii v této grupé invariantni podgrupu B.
Tato podgrupa ma netrividlni centrum, kterym je nekonecnd cyklickd grupa C centralnich dispersi
1. druhu rovnice (g), tj. plati

wnX = X, prokazdy prvek X € B,

kde ¢, (n = 0,41 + 2) jsou centralni disperse 1. druhu.

Shrneme-li nase dosavadni poznatky, dostdvame: Disperse 1. druhu diferencidlni rovnice (q)
tvoif grupu D. Rostouci disperse 1. druhu tvoii v grupé€ D invariantni podgrupu 5. Nekone¢na
cyklickd grupa C tvorfend centrdlnimi dispersemi 1. druhu rovnice (¢) je centrum grupy B. Centrélni
disperse 1. druhu se sudymi indexy tvofi invariantni podgrupu S v grupé D. Tedy

ScCcBcD.

Zabyvame-li se algebraickou strukturou dispersi 2. druhu rovnice (¢), dojdeme k zavérim
analogickym jako u dispersi 1. druhu.

Zavérem celé kapitoly poznamenejme, Ze O. Boriivka zvolil ndzev ,,disperse® s imyslem, aby

pfipominal rozloZeni (rozptyl, dispersi) nulovych bodu feSeni rovnice (g) a oznaceni ,,centrdlni “
je odvozeno pravé z grupovych vlastnosti centrdlnich dispersi 1. a 2. druhu.
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