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3 Teorie dispersı́

V této kapitole se seznámı́me s teoriı́ jistých funkcı́ jedné proměnné, které udávajı́ vztah mezi
nulovými body řešenı́ oscilatorických rovnic (q) a (Q). Takové funkce nazveme dispersemi.

Nejprve budeme zkoumat tzv. centrálnı́ disperse 1. až 4. druhu oscilatorické rovnice (q)
s nosičem q < 0, které zavedeme pomocı́ konjugovaných bodů rovnice (q).

V druhé části teorie dispersı́ zavedeme tzv. obecné disperse, které popisujı́ vztahy mezi nulo-
vými body dvou oscilatorických rovnic (q) a (Q).

Mimo jiné uvedeme vztahy mezi centrálnı́mi dispersemi a fázemi, mezi obecnými dispersemi a
fázemi a ukážeme, že centrálnı́ i obecné disperse jsou řešenı́m jisté nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice
3. řádu a hrajı́ důležitou roli v teorii transformacı́ oscilatorických rovnic.

3.1 Centrálnı́ disperse

Pojem centrálnı́ disperse 1., 2., 3. a 4. druhu zavedeme pouze pro rovnice (q) oscilatorické
v intervalu j. V takovém přı́padě majı́ všechna řešenı́ rovnice (q) nekonečně mnoho nulových
bodů, jejichž hromadnými body jsou koncové body intervalu j. Dále budeme předpokládat, že
q < 0 pro každé t ∈ j. Předpoklad q < 0 nenı́ nutný u centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu. Všude, kde
budeme mluvit o rovnici průvodnı́, budeme uvažovat q ∈ C2.

Definice 3.1.1 Necht’ rovnice (q) je oscilatorická na intervalu j a pro nosič q platı́ q(t) < 0 pro
každé t ∈ j.

V intervalu j definujeme funkci ϕn (ϕ−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je ϕn(t)
(ϕ−n(t)) n-tý pravý (levý) 1-konjugovaný bod s bodem t a necht’ϕ0(t) = t. Funkci ϕn (ϕ−n)
nazýváme n-tá (-n-tá) centrálnı́ disperse 1. druhu. Funkciϕ1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse
1. druhu.

V intervalu j definujeme funkci ψn (ψ−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je ψn(t)
(ψ−n(t)) n-tý pravý (levý) 2-konjugovaný bod s bodem t a necht’ψ0(t) = t. Funkci ψn (ψ−n)
nazýváme n-tá (-n-tá) centrálnı́ disperse 2. druhu. Funkciψ1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse
2. druhu.

V intervalu j definujeme funkci χn (χ−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je χn(t)
(χ−n(t)) n-tý pravý (levý) 3-konjugovaný bod s bodem t. Funkci χn (χ−n) nazýváme n-tá (-n-tá)
centrálnı́ disperse 3. druhu. Funkci χ1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse 3. druhu.

V intervalu j definujeme funkci ωn (ω−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je ωn(t)
(ω−n(t)) n-tý pravý (levý) 4-konjugovaný bod s bodem t. Funkci ωn (ω−n) nazýváme n-tá (-n-tá)
centrálnı́ disperse 4. druhu. Funkci ω1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse 4. druhu.

ϕ−1(t) χ−1(t)

t = ϕ0(t)

χ1(t) ϕ1(t)

ψ−1(t)

ω−1(t)

t = ψ0(t)

ω1(t)

ψ1(t)

Obr. 6 Centrálnı́ disperse
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Z předchozı́ho obrázku vidı́me, že pro každý bod t ∈ j platı́ následujı́cı́ nerovnosti:

· · · < χ−2(t) < ϕ−1(t) < χ−1(t) < t = ϕ0(t) < χ1(t) < ϕ1(t) < χ2(t) < · · · ,

· · · < ω−2(t) < ψ−1(t) < ω−1(t) < t = ψ0(t) < ω1(t) < ψ1(t) < ω2(t) < · · · .
Poznámka. Centrálnı́ disperse jsme definovali pouze pro rovnice oscilatorické s nosičem q < 0.
Předchozı́ definici však lze rozšı́řit i pro rovnice neoscilatorické, které majı́ k-konjugované body,
kde k = 1, 2, 3, 4. Označı́me-li jk,n (ik,n) otevřené podintervaly intervalu j těch bodů t ∈ j, k nimž
existujı́ n-té pravé (levé) k-konjugované body (n = ±1,±2, . . . ), pak lze definici centrálnı́ch
dispersı́ zúžit pouze na tyto podintervaly.

Je zřejmé, že je-li diferenciálnı́ rovnice vpravo (vlevo) oscilatorická, pak všechny intervaly
jk,n (ik,n) se shodujı́ s intervalem j. Dále, je-li rovnice oboustranně oscilatorická, pak se všechny
intervaly ik,n, jk,n shodujı́ s j.

3.1.1 Některé vlastnosti centrálnı́ch dispersı́

Uvažujme oscilatorickou rovnici (q) v intervalu j s nosičem q, q(t) < 0 pro každé t ∈ j, a bázı́
(u, v). Pak platı́:

1. Každá centrálnı́ disperse je v intervalu j spojitá a rostoucı́ funkce.

2. Obor hodnot každé centrálnı́ disperse je interval j.

3. Je-li nosič q rovnice (q) třı́dy Ck (k = 0, 1, . . . ), pak všechny centrálnı́ disperse 1. druhu
jsou třı́dy Ck+3 a všechny centrálnı́ disperse 2., 3. a 4. druhu třı́dy Ck+1.

4. Z Věty 1.5.2 okamžitě plyne, že pro libovolnou bázi (u, v) rovnice (q) a libovolný bod t ∈ j
platı́:

u(t)v(ϕn(t)) = v(t)u(ϕn(t)), u′(t)v′(ψn(t)) = v′(t)u′(ψn(t)), (3.1.1)

u(t)v′(χm(t)) = v(t)u′(χm(t)), u′(t)v(ωm(t)) = v′(t)u(ωm(t)),

n = 0,±1,±2, . . . , m = ±1,±2, . . . . Tyto vztahy nazýváme funkcionálnı́ rovnice centrál-
nı́ch dispersı́.

5. Necht’ q ∈ C2. Pak existuje průvodnı́ rovnice (q̂) k rovnici (q) a platı́, že libovolná n-tá
centrálnı́ disperse 2. druhu rovnice (q) je n-tou centrálnı́ dispersı́ 1. druhu průvodnı́ rovnice
(q̂).

Důkazy těchto tvrzenı́ lze nalézt v [25], str. 118–122.
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Derivace centrálnı́ch dispersı́

V dalšı́m textu budeme pracovat nejen s centrálnı́mi dispersemi, ale i s jejich derivacemi. Ukážeme
některé vztahy pro prvnı́ derivaci centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu. Z úsporných důvodů nebudeme
uvádět vztahy pro derivace centrálnı́ch dispersı́ ostatnı́ch druhů, které lze odvodit obdobným způ-
sobem.

Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q), ϕn jejı́ n-tá centrálnı́ disperse 1. druhu a t ∈ j. Pak
prvnı́ derivaci ϕ′n lze vyjádřit pomocı́:

a) lineárně nezávislých řešenı́ u, v a jejich derivacı́ u′, v′

ϕ′n(t) =
u(ϕn(t))v′(t)− u′(t)v(ϕn(t))
u′(ϕn(t))v(t)− u(t)v′(ϕn(t))

, n = 0,±1,±2, . . . (3.1.2)

b) řešenı́ u a jeho derivace u′

ϕ′n(t) =




u2(ϕn(t))
u2(t) pro t ∈ j, pro něž u(t) 6= 0, n = 0,±1,±2, . . . ,
u′2(t)

u′2(ϕ(t))
pro t ∈ j, pro něž u(t) = 0, n = 0,±1,±2, . . .

(3.1.3)

c) prvnı́ amplitudy r báze (u, v)

ϕ′n(t) =
r2(ϕn(t))
r2(t)

, n = 0,±1,±2, . . . (3.1.4)

d) prvnı́ fáze α rovnice (q)

ϕ′n(t) =
α′(t)

α′(ϕn(t))
, n = 0,±1,±2, . . . (3.1.5)

e) nosiče q rovnice (q)

ϕ′n(t) =
q(t1)
q(t3)

· q(t5)
q(t7)

· · · q(t4n−3)
q(t4n−1)

, n = 1, 2, . . . , (3.1.6)

kde t1, . . . , t4n jsou vhodná čı́sla taková, že ϕk−1(t) < t4k−3 < χk(t) < t4k−1 < ϕk(t) a
ψk−1(t) < t4k−2 < ωk(t) < t4k < ψk(t), k = 1, 2, . . . , n; t0 = t.

Důkaz.
Naznačme odvozenı́ vztahů (3.1.2) až (3.1.4). Důkazy dalšı́ch dvou vztahů lze nalézt v [25], str. 123 –

125 a 127.
Vztah (3.1.2) dostaneme okamžitě derivacı́ prvnı́ho ze vztahů (3.1.1).
Při důkazu vztahu (3.1.3) lze postupovat takto: Vyjděme ze vztahu (3.1.2) a pokusme se z něj eliminovat

řešenı́ v a v′. Je-li u(t) 6= 0 vynásobı́me čitatele i jmenovatele této rovnice výrazem u(t) ·u(ϕ(t)) a k jejich
úpravě využijeme vztahu (3.1.1). Tedy

ϕ′(t) =
u2(ϕ(t))(v′(t)u(t)− u′(t)v(t))

u2(t)(u′(ϕ(t))v(ϕ(t))− u(ϕ(t))v′(ϕ(t)))
.
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Dělenı́m wronskiánem w, pro nějž zřejmě w(t) = w(ϕ(t)), dostáváme

ϕ′(t) =
u2(ϕ(t))
u2(t)

pro t ∈ j, pro něž je u(t) 6= 0.

Je-li u(t) = 0, vynásobı́me čitatele i jmenovatele výrazem u′(t) · u′(ϕ(t)), který je určitě různý od nuly a
po úpravě obdržı́me výsledný vztah

ϕ′(t) =
u′2(t)

u′2(ϕ(t))
pro t ∈ j, pro něž je u(t) = 0.

Při odvozenı́ vztahu (3.1.4) lze postupovat takto: Předpokládejme, že u(t) 6= 0 (v důsledku lineárnı́
nezávislosti řešenı́ u, v musı́ být vždy jedna z hodnot u(t), v(t) různá od nuly), vyjděme ze vztahu (3.1.3)
a použijme následujı́cı́ úpravy

ϕ′(t) =
u2(ϕ(t))
u2(t)

=
u2(ϕ(t))(u2(t) + v2(t))

u2(t)(u2(ϕ(t)) + v2(ϕ(t)))
·u

2(ϕ(t)) + v2(ϕ(t))
u2(t) + v2(t)

=
1 + v2(t)

u2(t)

1 + v2(ϕ(t))
u2(ϕ(t))

·u
2(ϕ(t)) + v2(ϕ(t))
u2(t) + v2(t)

.

S využitı́m vztahu (3.1.1) a definice prvnı́ amplitudy dostaneme okamžitě dokazované tvrzenı́.

3.1.2 Vztah mezi centrálnı́mi dispersemi a fázemi

V tomto odstavci uvedeme tzv. Abelovy funkcionálnı́ rovnice, jež udávajı́ souvislost mezi centrál-
nı́mi dispersemi a fázemi.

Věta 3.1.2 Necht’α a β jsou prvnı́ a druhá fáze báze (u,v) diferenciálnı́ rovnice (q) takové, že 0 <
|β − α| < π. Dále necht’ϕn, ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, · · · ,m = ±1,±2, · · · ) jsou centrálnı́
disperse dané v Definici 3.1.1. Pak pro všechna t ∈ j, n = 0,±1,±2, · · · ,m = ±1,±2, · · · platı́

α(ϕn(t)) = α(t) + εnπ, (3.1.7)

β(ψn(t)) = β(t) + εnπ,

α(ωm(t)) = β(t) +
1
2

((2m− sgnm)ε∓ 1)π,

β(χm(t)) = α(t) +
1
2

((2m− sgnm)ε± 1)π,

kde ε = sgnα′ = sgnβ′. Prvnı́ znaménko platı́ pro přı́pad 0 < β − α < π a druhé znaménko pro
přı́pad −π < β − α < 0.

Výše uvedené rovnice se nazývajı́ Abelovy funkcionálnı́ rovnice pro centrálnı́ disperse.

Důkaz.

1. Nejprve vysvětleme podmı́nku omezujı́cı́ výběr fázı́ α, β, tj. podmı́nku 0 < |β−α| < π: Dosazenı́m
vztahů (2.1.7) a (2.2.4) do wronskiánu w = uv′ − u′v dostáváme

r · s · sin(β − α) = ε · ε(−w).
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Protože je pravá strana této rovnice všude nenulová, existuje celé čı́slo n takové, že

nπ < β − α < (n+ 1)π.

Připomeňme, že všechny prvnı́ a druhé fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou tvaru

αn = α+ nπ, βn = β + nπ, kde n = 0,±1, . . . .

Zvolı́me-li nynı́ α0, β0 tak, že α0 < β0, pak lze ostatnı́ fáze αn ∈ (α0), βn ∈ (β0) uspořádat do tzv.
smı́šeného fázového systému

· · · < α−1 < β−1 < α0 < β0 < α1 < β1 < · · · .
Pak pro dvě sousednı́ fáze αk, βk, resp. βk, αk+1 platı́

0 < βk − αk < π, resp. − π < βk − αk+1 < 0.

Zmı́něná podmı́nka tedy znamená, že α a β jsou dvě „sousednı́“ fáze smı́šeného fázového systému.

2. Nynı́ provedeme vlastnı́ odvozenı́ rovnice (3.1.7).
Z předpokladu q < 0 (platı́ v celé 3. kapitole) plyne, že fáze α, β jsou zároveň rostoucı́ nebo zároveň
klesajı́cı́, tj. sgnα′ = sgnβ′ 6= 0. Označme ε = sgnα′ = sgnβ′.
Uvažujme libovolný pevný bod x ∈ j a takové řešenı́ y rovnice (q), pro které platı́ y(x) = 0. Ze
vztahů (2.1.9) a (2.2.5) plyne:

y(t) = k · r(t) · sin[α(t)− α(x)] (3.1.8)

y′(t) = ±k · s(t) · sin[β(t)− α(x)], (3.1.9)

kde k 6= 0 je vhodná konstanta, r(t) prvnı́ amplituda a s(t) druhá amplituda.
Pro zjednodušenı́ položme

A(t) = α(t)− α(x). (3.1.10)

ZřejměA(x) = 0. Z předpokladu oscilatoričnosti rovnice (q) plyne, žeα je neohraničená. Je-li ε = 1,
tj. α je rostoucı́, pak limt→+∞A(t) = +∞. Je-li ε = −1, tj. α je klesajı́cı́, pak limt→+∞A(t) =
−∞.
Vzhledem ke spojitosti a neohraničenosti funkce A v intervalu j existuje ke každému n ∈ N čı́slo
x1 (x1 > x) takové, že A(x1) = εnπ. Dosazenı́m do vztahu (3.1.8) dostaneme, že x1 je nulový bod
řešenı́ y. Ze vztahu (3.1.10) plyne

α(x1)− α(x) = εnπ. (3.1.11)

Tedy pro ε = 1 je x1 pravý n-tý 1-konjugovaný bod s bodem x, tj. x1 = ϕn(x). Obdobně pro ε = −1
dostaneme x1 = ϕ−n(x).
Dosazenı́m x1 = ϕn(x) do vztahu (3.1.11) okamžitě plyne

α(ϕn(x)) = α(x) + εnπ.

Obdobně za použitı́ vztahu (3.1.9) můžeme uvažovat funkci B(t) = β(t) − α(t) a analogicky
dojdeme k rovnici pro centrálnı́ dispersi χm. Jestliže v rovnici (3.1.8) zvolı́me mı́sto konstanty α(x)
konstantu β(x), tj. y(t) = k · r(t) · sin[α(t)− β(x)], dojdeme k rovnici pro centrálnı́ dispersi ωm a
obdobně, uvažujeme-li rovnici (3.1.9) ve tvaru y′(t) = ±k ·s(t) ·sin[β(t)−β(x)], dojdeme k rovnici
pro centrálnı́ dispersi ψn.
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3.1.3 Diferenciálnı́ rovnice pro centrálnı́ disperse

V tomto odstavci ukážeme, že centrálnı́ disperse oscilatorických rovnic jsou řešenı́m jisté nelineárnı́
diferenciálnı́ rovnice 3. řádu. Tento výsledek hraje významnou roli předevšı́m v teorii transformacı́.

Věta 3.1.3 Všechny centrálnı́ disperse 1. druhu ϕn (n = 0,±1,±2, . . . ) rovnice (q) s nosičem q
splňujı́ v intervalu j nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 3. řádu

−{ϕn, t}+ q(ϕn)ϕ′n
2 = q(t). (qq)

Dále, je-li q ∈ C2, pak všechny centrálnı́ disperse ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, . . . , m =
±1,±2, . . . ) 2., 3. a 4. druhu splňujı́ v intervalu j rovnice

−{ψn, t}+ q̂(ψn)ψ′n
2 = q̂(t), (q̂q̂)

−{χm, t}+ q̂(χm)χ′m
2 = q(t), (q̂q)

−{ωm, t}+ q(ωm)ω′m
2 = q̂(t), (qq̂)

kde q je nosič rovnice (q) a q̂ nosič rovnice průvodnı́ (q̂) k rovnici (q). Tyto rovnice se nazývajı́
nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu pro centrálnı́ disperse.

Důkaz.
Necht’ t ∈ j libovolně. Schwarzovskou derivacı́ (viz Věta 1.3.1) Abelovy funkcionálnı́ rovnice pro

centrálnı́ dispersi 1. druhu α(ϕn(t)) = α(t) + εnπ (3.1.2) zı́skáme

{α, ϕn(t)} · ϕ′n2(t) + {ϕn, t} = {α, t}.

Dále využitı́m vztahu q(t) = −{α, t} − α′ 2(t) (2.1.8) dostaneme

(q(ϕn) + α′ 2(ϕn)) · ϕ′ 2n (t)− {ϕn, t} = q(t) + α′ 2(t),

odkud
q(t) = q(ϕn) · ϕ′n2 − {ϕn, t},

nebot’α′ 2(ϕn)ϕ′ 2n (t) = α′ 2(t) (dostaneme ihned derivacı́ vztahu (3.1.2)).
Obdobně postupujeme při odvozovánı́ rovnic pro ostatnı́ centrálnı́ disperse.

3.1.4 Algebraická struktura množiny centrálnı́ch dispersı́

Mezi centrálnı́mi dispersemi jednoho i různých druhů existuje mnoho vzájemných vztahů vyplýva-
jı́cı́ch ze skládánı́ těchto funkcı́. V tomto odstavci naznačı́me některé výsledky, k nimž O. Borůvka
při zkoumánı́ těchto vztahů dospěl. Přitom budeme použı́vat následujı́cı́ označenı́:

Pro dvě funkce f , g definované v intervalu j značı́ fg skládánı́ funkcı́ ve smyslu

(fg)(t) = f(g(t)).

Dále necht’f−1 značı́ funkci inverznı́ k funkci f (pokud existuje), fn složenou funkci ff · · · f
počı́táno n-krát, f−n složenou funkci f−1f−1 · · · f−1 počı́táno n-krát a konečně f0(t) = t.
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Necht’Φ, Ψ , χ, Ω značı́ množiny všech centrálnı́ch dispersı́ 1., 2., 3. a 4. druhu. Schématicky
jsou vztahy vyplývajı́cı́ ze skládánı́ centrálnı́ch dispersı́ různých druhů znázorněny v následujı́cı́
tabulce, jejı́ž význam je následujı́cı́: Složenı́m dvou centrálnı́ch dispersı́ a ∈ A, b ∈ B (A, B
značı́ jednu z množin Φ, Ψ , χ, Ω) vznikne funkce, která nenı́ centrálnı́ dispersı́ nebo je centrálnı́
dispersı́ ab z množiny C, která se nacházı́ v průsečı́ku řádku A a sloupce B, tj. ab ∈ C. Napřı́klad
složenı́m dvou centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu dostaneme zase centrálnı́ dispersi 1. druhu, konkrétně
platı́ ϕrϕs = ϕr+s, složenı́m centrálnı́ disperse 1. druhu s centrálnı́ dispersı́ 2. druhu dostaneme
funkci, která nenı́ centrálnı́ dispersı́ žádného druhu, složenı́m centrálnı́ disperse 4. druhu s centrálnı́
dispersı́ 3. druhu dostaneme centrálnı́ dispersi 1. druhu, atd.

Φ Ψ χ Ω
Φ Φ – – Ω
Ψ – Ψ χ –
χ χ – – Ψ

Ω – Ω Φ –

Tab. 1 Skládánı́ centrálnı́ch dispersı́

Grupa centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu C
Všimněme si nynı́ chovánı́ centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu. Přı́mo z definice centrálnı́ch dispersı́
plynou následujı́cı́ vztahy

ϕnϕ−n = t, ϕn = ϕn1 , ϕ−n = ϕn−1, n = 1, 2, . . . .

Tedy ke každé centrálnı́ dispersi 1. druhu existuje funkce inverznı́ a všechny jejı́ hodnoty se
dajı́ vyjádřit pomocı́ základnı́ centrálnı́ disperse ϕ1 a funkce k nı́ inverznı́ ϕ−1.

Z těchto vztahů tedy plyne, že množina Φ všech centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu tvořı́ spolu
s operacı́ skládánı́ nekonečnou cyklickou grupu generovanou prvkemϕ1. Označme ji C. Neutrálnı́m
(jednotkovým) prvkem této grupy je identita ϕ0 = t a ke každému prvku ϕk je prvek ϕ−k prvkem
inverznı́m. Lze také dokázat, že všechny centrálnı́ disperse 1. druhu se sudými indexy tvořı́ v této
grupě podgrupu S. Tedy

S ⊂ C.
K obdobnému závěru lze dospět také v přı́padě množiny Ψ centrálnı́ch dispersı́ 2. druhu.

Poznámka. V souvislosti s centrálnı́mi dispersemi řešı́ O. Borůvka v monografii [25] řadu otázek
z teorie oscilatorických rovnic v Jacobiho tvaru, napřı́klad určenı́ všech rovnic (q) s předepsanou
základnı́ centrálnı́ dispersı́ libovolného druhu, zkoumánı́ rovnic (q) se stejnou základnı́ centrálnı́
dispersı́ 1. druhu nebo rovnic (q), které majı́ stejnou základnı́ centrálnı́ dispersi 1. a 2. druhu a
rovnic, které majı́ stejnou základnı́ centrálnı́ dispersi 3. a 4. druhu.

Centrálnı́ disperse pomáhajı́ v řešenı́ otázek globálnı́ho charakteru hlavně tı́m, že popisujı́
vztahy mezi řešenı́mi nebo derivacemi řešenı́ v konjugovaných bodech těchto řešenı́.
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Poznámka. (Jiný pohled na centrálnı́ disperse)
Centrálnı́ dispersi 1. druhu jsme definovali jako funkci, která bodu t ∈ j přiřadı́ jistý 1-konjugovaný
bod s bodem t. Neboli, nulovému bodu nějakého řešenı́ u rovnice (q) přiřadı́ jiný nulový bod téhož
řešenı́ u. Obdobně 2-centrálnı́ dispersi jsme definovali jako funkci, která bodu t ∈ j přiřadı́ jistý
2-konjugovaný bod s bodem t, neboli nulovému bodu řešenı́ u1 rovnice (q̂) přiřadı́ nulový bod
řešenı́ u1 rovnice (q̂). Analogicky 3-centrálnı́ disperse je funkce, která nulovému bodu řešenı́ u
rovnice (q) přiřadı́ nulový bod řešenı́ u1 = u′/

√−q rovnice (q̂) a 4-centrálnı́ disperse funkce,
která nulovému bodu řešenı́ u1 = u′/

√−q rovnice (q̂) přiřadı́ nulový bod řešenı́ u rovnice (q).
Můžeme tedy řı́ci, že se jedná o zobrazenı́ mezi nulovými body řešenı́ jedné rovnice a nulovými

body řešenı́ rovnice druhé. U centrálnı́ch dispersı́ jsou těmito rovnicemi rovnice (q) a jejı́ průvodnı́
rovnice (q̂). V obecném přı́padě však můžeme uvažovat zobrazenı́ mezi nulovými body řešenı́
dvou libovolných rovnic (q), (Q). Takové zobrazenı́ zavedeme v následujı́cı́m odstavci a nazveme
ho obecnou dispersı́.

3.2 Obecné disperse

Obecnou dispersı́ budeme rozumět funkci jedné proměnné, která bude udávat souvislost mezi
nulovými body řešenı́ rovnice (q) a nulovými body řešenı́ rovnice (Q).

Necht’ rovnice (q) je oscilatorická na intervalu j = (a, b) a necht’ (u, v) značı́ jejı́ bázi, w
wronskián řešenı́ u, v a r lineárnı́ prostor řešenı́ rovnice (q).

Dále necht’rovnice (Q) je oscilatorická na intervalu J = (A,B) a necht’(U, V ) značı́ jejı́ bázi,
W wronskián řešenı́ U , V a R lineárnı́ prostor řešenı́ rovnice (Q).

Definice 3.2.1 Necht’p : r → R je lineárnı́ zobrazenı́ takové, že obrazem každého řešenı́ y ∈ r
daného vztahem y = c1u + c2v je řešenı́ Y ∈ R dané vztahem Y = c1U + c2V se stejnými
konstantami c1, c2. Pı́šeme Y = py.

Lineárnı́ zobrazenı́ p : r → R se nazývá normalizované vzhledem k bodům t0, T0 (v tomto
pořadı́), jestliže zobrazı́ každé řešenı́ y ∈ r rovnice (q), které procházı́ bodem t0 na řešenı́ Y
rovnice (Q), které procházı́ bodem T0, tj. jestliže y(t0) = 0, pak (py)(T0) = Y (T0) = 0.

Poznamenejme, že ke každému zobrazenı́ p : r → R existuje inverznı́ zobrazenı́ p−1 : R→ r
takové, že každé řešenı́ Y ∈ R dané vztahem Y = C1U + C2V zobrazı́ na řešenı́ y ∈ r dané
vztahem y = C1u+ C2v se stejnými konstantami C1, C2. Pı́šeme y = p−1Y .

Nynı́ můžeme definovat obecnou dispersi rovnic (q), (Q).

Definice 3.2.2 Bud’ dáno t0 ∈ j a T0 ∈ J libovolně. Označme tn n-té 1-konjugované body
s bodem t0 rovnice (q) a Tn n-té 1-konjugované body s bodem T0 rovnice (Q) (n = ±1,±2, . . . ).
Dále necht’p : r → R je zobrazenı́ normalizované vzhledem k bodům t0, T0.

Necht’t ∈ j libovolně a y je řešenı́ rovnice (q) procházejı́cı́ bodem t. Pak definujeme hodnotu
X(t) funkce X v bodě t takto:

Je-li w/W > 0 pak X(t) je takový nulový bod řešenı́ py rovnice (Q), že je-li t ∈ (tn, tn+1),
pak X(t) ∈ (Tn, Tn+1) a X(tn) = Tn.

Je-li w/W < 0 pak X(t) je takový nulový bod řešenı́ py rovnice (Q), že je-li t ∈ (tn, tn+1),
pak X(t) ∈ (T−n−1, T−n) a X(tn) = T−n.
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FunkceX , jež je definována na intervalu j, se nazývá obecná disperse rovnic (q), (Q) (v tomto
pořadı́) vzhledem k bodům t0, T0 a lineárnı́mu zobrazenı́ p, stručně obecná disperse rovnic (q),
(Q). Čı́sla t0, T0 nazýváme počátečnı́ body a lineárnı́ zobrazenı́ p generátor obecné disperse X .

V teorii obecných dispersı́ hraje velmi důležitou roli následujı́cı́ věta, jež vyjadřuje obecnou
dispersi pomocı́ fázı́ rovnic (q) a (Q).

Věta 3.2.3 Necht’X je obecná disperse rovnic (q), (Q) s počátečnı́mi body t0, T0 a generátorem
p. Dále necht’ α je libovolná fáze báze (u, v) rovnice (q) taková, že α(t0) = 0 a A libovolná
fáze báze (U, V ) rovnice (Q) taková, že A(T0) = 0. Pak obecná disperse X splňuje v intervalu j
funkcionálnı́ rovnici

α(t) = A(X(t)), (3.2.1)

tj. pro obecnou dispersi platı́

X(t) = A−1(α(t)), (3.2.2)

kde A−1 značı́ inverznı́ funkci k funkci A.

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 174–176.

Z rovnice (3.2.2) vidı́me, že vlastnosti obecných dispersı́ lze obdržet z vlastnostı́ prvnı́ch fázı́
rovnic (q), (Q). Zejména platı́

1.
X(j) = J, X ∈ C3, X ′ 6= 0.

2. Je-liw/W > 0, pakX roste v intervalu j odA kB, je-liw/W < 0, pakX klesá v intervalu
j od B k A.

3. Inverznı́ funkcı́ k obecné dispersi X(t) je obecná disperse x(T ) diferenciálnı́ch rovnic (Q),
(q) generovaná zobrazenı́m p−1 inverznı́m k zobrazenı́ p s počátečnı́mi body T0, t0.

Věta 3.2.4 Všechny obecné disperseX rovnic (q), (Q) splňujı́ v intervalu j nelineárnı́ diferenciálnı́
rovnici 3. řádu

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t), (Qq)

kterou nazýváme diferenciálnı́ rovnicı́ obecných dispersı́ rovnic (q), (Q).
Analogicky všechny obecné disperse x rovnic (Q), (q), inverznı́ k obecným dispersı́m X ,

splňujı́ v intervalu J nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 3. řádu

−{x, T}+ q(x)ẋ2 = Q(T ), kde ˙ = d/dT. (qQ)
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Důkaz.
Necht’ t ∈ j libovolně. Schwarzovskou derivacı́ (viz Věta 1.3.1) vztahu α(t) = A(X(t)) (3.2.1)

zı́skáme
{α, t} = {A, X(t)} ·X ′ 2(t) + {X, t}.

Dále využitı́m vztahu q(t) = −{α, t} − α′ 2(t) (2.1.8) dostaneme

q(t) + α′ 2(t) = (Q(X) + Ȧ2(X)) ·X ′ 2(t)− {X, t},

odkud
q(t) = Q(X) ·X ′ 2(t)− {X, t},

nebot’α′ 2(t) = Ȧ2(X) ·X ′2(t) (dostaneme ihned derivacı́ vztahu (3.1.2)).

Vı́me, že obecná disperse je jednoznačně určena počátečnı́mi body t0, T0 a lineárnı́m zobraze-
nı́m p normalizovaným vzhledem k bodům t0, T0. Nynı́ bez důkazu uvedeme dalšı́ dvě možnosti
jednoznačného určenı́ obecné disperse a odpovı́me na otázku, jak dalece je obecná disperse cha-
rakterizována pouze daným lineárnı́m zobrazenı́m.

• Necht’t0, X0, X ′
0 (6= 0), X ′′

0 jsou libovolná čı́sla. Pak existuje právě jedna obecná disperse
X rovnic (q), (Q) daná počátečnı́mi podmı́nkami

X(t0) = X0, X ′(t0) = X ′
0, X ′′(t0) = X ′′

0 .

• Libovolné prvnı́ fáze α, A diferenciálnı́ch rovnic (q), (Q) určujı́ právě jednu obecnou
dispersi X rovnic (q), (Q) jakožto řešenı́ funkcionálnı́ rovnice

α(t) = A(X(t)).

• Lineárnı́ zobrazenı́ p : r → R určuje právě jeden spočetný systém obecných dispersı́ rovnic
(q), (Q) s generátorem p. Je-li X(t) jedna obecná disperse tohoto systému, pak ostatnı́ jsou
tvaru X(ϕn(t)), n = 0,±1,±2, . . . , kde ϕn je n-tá centrálnı́ disperse 1. druhu.

Vı́me, že každá obecné disperse je řešenı́m rovnice (Qq). Na otázku, zda rovnice (Qq) má
i jiná řešenı́ než obecné disperse, odpovı́dá následujı́cı́ věta. Přitom nás ovšem zajı́majı́ pouze
řešenı́ regulárnı́, tj. X ′ 6= 0.

Věta 3.2.5 Množina všech regulárnı́ch řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (Qq) definovaných v intervalu
j je tvořena právě obecnými dispersemi rovnic (q), (Q).

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 179–180.
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Disperse k-tého druhu; k = 1, 2, 3, 4

Speciálnı́mi přı́pady obecných dispersı́ jsou disperse 1., 2., 3. a 4. druhu.

Definice 3.2.6 Necht’ rovnice (q) je oscilatorická v intervalu j a necht’ pro nosič q rovnice (q)
platı́, že q < 0 a q ∈ C2 pro každé t ∈ j.

Dispersı́ 1. druhu rovnice (q) nazýváme obecnou dispersi rovnic (q), (q); dispersı́ 2. druhu
rovnice (q) nazýváme obecnou dispersi rovnic (q̂), (q̂); dispersı́ 3. druhu rovnice (q) nazýváme
obecnou dispersi rovnic (q), (q̂) a konečně dispersı́ 4. druhu rovnice (q) nazýváme obecnou dispersi
rovnic (q̂), (q).

Poznámky.

1. Necht’Xk (k = 1, 2, 3, 4) značı́ disperse k-tého druhu rovnice (q). Pak z Věty 3.2.3 plynou
následujı́cı́ vztahy

α(X1) = α(t), β(X2) = β(t), β(X3) = α(t), α(X4) = β(t),

kde α, α značı́ prvnı́ fáze a β, β druhé fáze rovnice (q).

2. Disperse k-tého druhu rovnice (q), k = 1, 2, 3, 4, přirozeně zahrnujı́ centrálnı́ disperse
odpovı́dajı́cı́ch druhů. Na ukázku uved’me, kdy je disperse 1. druhu rovna centrálnı́ dispersi
1. druhu. Pro disperse ostatnı́ch druhů jsou podmı́nky analogické.

(a) Disperse 1. druhu X1 rovnice (q) určená vztahem α(X1) = α(t) je centrálnı́ dispersı́
1. druhu právě tehdy, když fáze α, α náležı́ do prvnı́ho fázového systému stejné báze
rovnice (q). V takovém přı́padě X1 = ϕn (n = 0,±1,±2, . . . ) právě tehdy, když
α = α+ nπsgnα′.

(b) Necht’X1 je dispersı́ 1. druhu rovnice (q) s počátečnı́mi body t0, T0 a generátorem p.
Pak X1 = ϕn (n = 0,±1,±2, . . . ) právě tehdy, když T0 = ϕn(t0) a p = ce, kde e
značı́ identické zobrazenı́ prostoru r do sebe a c nenulovou konstantu.

3.2.1 Algebraická struktura množiny obecných dispersı́

Uvažujme diferenciálnı́ rovnice (q), (Q) na intervalech j = J = (−∞,∞). Necht’D značı́
množinu obecných dispersı́ rovnic (q), (Q).

Vı́me, že každá obecná disperse X ∈ D je neohraničená funkce, pro niž platı́ X ∈ C3 a
X ′ 6= 0. Z toho plyne (viz Věta 2.1.4), že X je neohraničenou prvnı́ fázı́ oscilatorické rovnice na
intervalu (−∞,∞). Platı́ tedy, že množina obecných dispersı́ D je podmnožinou grupy fázı́ G, tj.
D ⊂ G.

Obecná disperse X ∈ D je jednoznačně určena vztahem X(t) = A−1(α(t)), kde α a A jsou
libovolné prvnı́ fáze rovnic (q) a (Q). Z odstavce týkajı́cı́ho se algebraických vlastnostı́ centrálnı́ch
dispersı́ vı́me, že fáze α aA určujı́ množiny Fα a FA všech fázı́ rovnic (q) a (Q). F přitom značı́
fundamentálnı́ podgrupu grupy fázı́ G. Na základě těchto skutečnostı́ lze ukázat, že pro množinu
obecných dispersı́ D rovnic (q), (Q) platı́

D = A−1Fα.
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Grupa dispersı́ 1. druhu rovnice (q)

Připomeňme, že dispersı́ 1. druhu rozumı́me dispersi rovnic (q), (q). Tedy pro množinuD dispersı́
1. druhu platı́

D = α−1Fα.
Lze dokázat, že množina D tvořı́ spolu s operacı́ skládánı́ grupu, kterou nazveme grupa dispersı́
1. druhu rovnice (q) a je podgrupou grupy fázı́ G, tj. D ⊂ G.

Všechny rostoucı́ disperse 1. druhu rovnice (q) tvořı́ v této grupě invariantnı́ podgrupu B.
Tato podgrupa má netriviálnı́ centrum, kterým je nekonečná cyklická grupa C centrálnı́ch dispersı́
1. druhu rovnice (q), tj. platı́

ϕnX = Xϕn pro každý prvek X ∈ B,

kde ϕn (n = 0,±1± 2) jsou centrálnı́ disperse 1. druhu.
Shrneme-li naše dosavadnı́ poznatky, dostáváme: Disperse 1. druhu diferenciálnı́ rovnice (q)

tvořı́ grupu D. Rostoucı́ disperse 1. druhu tvořı́ v grupě D invariantnı́ podgrupu B. Nekonečná
cyklická grupa C tvořená centrálnı́mi dispersemi 1. druhu rovnice (q) je centrum grupyB. Centrálnı́
disperse 1. druhu se sudými indexy tvořı́ invariantnı́ podgrupu S v grupě D. Tedy

S ⊂ C ⊂ B ⊂ D.

Zabýváme-li se algebraickou strukturou dispersı́ 2. druhu rovnice (q), dojdeme k závěrům
analogickým jako u dispersı́ 1. druhu.

Závěrem celé kapitoly poznamenejme, že O. Borůvka zvolil název „disperse“ s úmyslem, aby
připomı́nal rozloženı́ (rozptyl, dispersi) nulových bodů řešenı́ rovnice (q) a označenı́ „centrálnı́ “
je odvozeno právě z grupových vlastnostı́ centrálnı́ch dispersı́ 1. a 2. druhu.
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