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‘Definice, § { 5 ¢

selné t8lese jekatdd me¥ina
komplexnich &f{sel, kterd:
a/ obsahuje aspon jedno 8{slo od nuly razné,
b/ mé tu vlastnost, ¥%e do mno¥iny patP{ takd
gouCet, rozdil, soulin a podil-/s dclite-
lem od nuly risznfn/ ka¥dych dvou stejnych
nebo rgznycﬁ,casel 2z mnoZiny.

Priklady: 1. Mno¥ina v S ech k omplexnich
84

8430l je éfsclné tileso, a to t&leso nej-
vEt3S v tom swyslu, Ye ka¥dé jiné C{selndé

téleso je v n'm ébsa¥eno./ Kajdé jiné &i-
- » Y Py I3 bod v
gelné téleso je poimmoXinou mno#iny viech
komplexmich ¢izal./

2, Mrno¥ina védeceh »redlni{ch &fscl
ie &{s2lnd %

3+ MnoZina viech celfch ¢{gel neni Eiselngm
télesem /nebot nodfl ksidyeh dvou éisel

~

e % B
nen{ ¢{slo ~eld,.

Vvéta 1.1.: X a\i dd ¢ {gelntd t > 1lecs e o b-

s s et cese -

Dﬁknz.

~ gshuje t ¢ leczco ¢isel racio-

jf-
ndlnich.~/Je tedy mno¥ina disel ra-
eiondlnfeh n e Jrmend I ~Alselnd ti3leso/.

Bud K libovolnd &{selnd tflaso. Podle definiee
oheahuje K sspon jedno &{slo od nuly rizné.
Qznaltme je a, Podle druhé ¢dsti definico obsa-
huje K predevdim pod{l aia = 1, pak také &{sla
141 = 2, 241 = 3, ... ,1-1 = 0, O=l=z =1, Q0=2=-2,
ve.., tedy v8echna C¢isla celd. Mimo to, op3t
podle druhé Cdsti definice, obsahuje t:leso K
pod{l a:h ka¥dfch dvou celych &fsel a, b £ O,
tedy ka¥dd  d{slo-~rnciondlnf,



8.
3. atice v t¥lase,

e s T S

Definice. Matici v libovolnéu t3lese X rozumimﬂ mneZinu
sisel z t8leea K usporddanyoh do urditdho poétu'
/¥ekndme m / ¥4dk) @ uréstéhe podtu sloupcd |
/¥ekn¥m& n /. ' ,

P¥{iklad: MnoZiia Sfsel

1 /g -2 0\
1 o ¢4 .
je pF¥i{kladem matice v t%¥lese &f{mel redlnich.Matice
wh m =3 FAdky 8 rn = 4 aleupcq.

Definice. lia tice 2tvercovd, JegtliZze polet
fadxd wuatice je ty¥ jako pedet sloupald,tedy m = n,
praviue, e matice je Stveroovd Fddu n .
na p¥. S8 f§‘ |

{ 5 8 ci _eet pifkladem matioe
, 0 4’ Stvercové ¥dAdu 3 v télese
‘realnfch dfsel. |
kKysleme si napsdnu ndjarou maticl v té&lese K

o m Yddcich e n aloppcioh.éiela.této matioce vihednd

pojmenujend,t.j,oznadfme podle tohoto pravidla:(fslo nachdze-

jfof 86 v matici v urditém ¥idku,¥ekn¥ze v j-tém,a v k-tém
sloupci oznad{me jednim pismener. s indexy j,k; tedy znakem

&,k -PIl tomto oznaleni se pax ka?d4 matice o m ¥ddoioh

& n sloupcich pile v tvary
&ll ala e &ln

k&al &38 e e aan

-

a!;ll B.ma oo a-mn
Tak ne pf.v hofejs{ matici t¥etfho FAdu jo &) = 1,



3.
Vyskytnou-1i 8e v n¥jak$ uvaze dvd nebo vice matic,znadime

81{gla jedné na p¥. 8115 813y eie

Dy3s Dygs ees atd,
Matioi samu oznadujeme Sasto strudnd jedinfm,obyleind-velkym -
pismensm jako A, B, ee & podobnd, po p¥ip.s indexy
| 44, Bg, A B a pod,
Poznémka.:
V daldfich uvahdch budeme mfsto,matice o m P4dcfch a n.
sloupofoch ’‘usfvati iratdiho vyrazu ,,matice typu m/n’’ .
(g) N&které zvlddtnl matioce Stvercovd /¥d4du n>1/ .,

s Py VD o WD s WS g S S SRR U S By D VS

V ndsledujici{ch odstavcich pfedpvklddime, Ze bylo zvoleno

VD s o s TP et W s B o s Do o e

urdité &f{selné t8leso K & vdechiy uvaiované matioce jaou v
tomto t&lese X ,
3,1, Matloce nulovi. Velnml jednoduché je metioce

- no e e g v e

Stvercovs libovolndue ¥4du n , v ni¥ se viechna 3isla rovna-

/

ji nule, Je to watioe

0
00...0 =0
0

Rikédme j{ watice nula nebo nulovd.Znadl se piéﬁenem 0.

8.8, Matice jednotkovid E .Jebtveroové.im--
tice ¥ddu n , v niZ viechna 8{sla v t.zv.hlavni diagendle
jsou jednidky e vdechna ostatni &{sla jsou nuly.Je to tedy

matice
E= "10...0



4.

3 3. M a tic e jk Rovnéz dilezité. jsou Stvercovd matice
11bovolného ¥4du n , které maji{ jeden prvek rovny jedniéoe
& véechny ostatni rovay nule, |
Je~li ﬁa jednilka papsdne v j-tém Fédku & k~tém sloupci,
kde : 1% 3, k®&n '
- pak matice'md tvar

("O ase Occ: 0

* ¥ e e 2O oD

E:’k = O e 1 l.;g M.-.»——-: j.

\ 0 ees 0 0u. O
‘ k.sloupec
Takovych metic je celkem nB, a to: Eq,, Elg,...Eln,...Enn .
4>:uatice sdruZené, eymetrické a polosymetrické,

S B B KA i o g Sl e B Vot B e e W S G et D B W B s A P S B € i e S BP0 S G B T S i D B S B GO IP

s e e s e oo

4.1, Matlce edru¥ené . Jeo-ll déna néaaké'matioa

A typu wn/n
| 811 «.r Bypy

L w

LN

&, a
L s 08 mn

[

A

o

P

mdZeme z jgjicn dlerl utve¥iti maticli novou

At“n {ﬁ‘-ll PR &ml\

: S

s~

f <
\&ln ere a'mn;’ ‘

M4 tedy matice A’ vzhledem k matici 4 vyméndny radky za
sloupce,tak¥e je typu n/m ., Nazyvd se matice sdruZend & me-

tiof A & znadf ss A .

e

Je patrno,Ze matice A"" =4, t.j.matioe sdruZend 8 ma-
tiof mdrufenou A° ie plvodn{ matice 4 . |
P¥{kiady: 1. B m&tici A =(1 33\ jo sdruZena matios Aw 10

| (O, 0—1) {8'0
"\3_1‘



5. 4
8. gﬁtice sdru¥end s matic{ dtvercovou 3.Pddu /str.B/

J1 808 | (% BT
B= (3 8 0 jematice B = 3 8 0}, tedy B= B
fao 4 S 8o 4
3. Teké si vdimndme,%6 0'= 0
| E=E

7 mgk- Iy * PFo §j,k= 1,8 eus 1.
4.8, Mstice 8ymetriockd,. Je-li ndjakd matice
8° Stvercovd f4du n & mé-li tu vlastnost, e matice e nf

adﬁ;ﬁenﬂ 8’= 8 , nazyvé se matice & symetrickd.
V,;akové matici jsou tedy &{slae poloZend sywmetrioky vzhledem .
X hlavni diagonéle sob& rovma,t.j.pro jejil prvky Bjk pleti
rovnosti .
' 93 kj PTo j,k = 1,8, ese N,
xa p¥.matice B (4.1.3) jo symetrickd.
Ta.ké matlce 0,E jsou symetrické.
4.5. ¥ati 6 e cloeymetrilok é . Je-1li ndjakéd

mﬁtice T étveroova libovolného ¥4du n & pro jeji ¥fisla
fj,k plati vztahy
Jk S tkj pro j,k = 1,8 «os 1,
naaivé gs T matioce polosymetricki.
V takové matioi jeou 8{sla v hlavni diagondls vesméa nuly,
kde#to &islae poloZenid symetrioky vzhledem k hlavni{ diagondle

ge 118{ prdvd znaménkem, e

P¥{klad: Matice ; 0 1 ~1{3
-1 0 8 je polosymetrickd.
Y38 o

. Rovnost matio, aebi’té.ni skxaldrni ndsobeni, nésobeni ma.tic.

- - - e

5.1, Rovncet metio.Noch A, B jeou dwb matioe

tého% typu m/n . Pravime, e sb% matice A,B jsou el rovuy,



8.

a pideme A =B, kiy? ka-344 8fslo s metios A se

rovnd stejnolehlému &fslu by matice B--tedy plati-ii
‘ | ' | ajk = bdk pro j = 1,8,.,m; k = 1,20,,n .
8trudnd Zfeleno: Dvd matice A,B jeou si rovny,kdyZ jeou
uplnd stejné. | | .
Rovnice A = B vyjedfuje tedy celkem m.n rovnost{:

6197 P11s Byg7 Prgr oo Bun” Bam s
tedy t0lik rovnost{,kolik &fsel je v kaidé z obou matio.
Podle toho,co bylo ¥edeno o rovnoeti dvou ma?io,plati

tedy na pf.pro kafdou eseymetrickou matici S

B =8 .
5.8. 8 e 81t An{ wmatic je operace,kterd dvima maticim

A,B typu m/n pfifazuje novou matici,které se Yikd soudet
matio A + B, Soudet A + B je op3t matice typu .m/n- a
je z &isel &y v A a z &isel bjk\IB utvofana sebtenim
stejnolehlych &{sel v obou maticich.Je tedy . |

?

Id

’e‘ll" bll, algk blB s POeve0 &ln bln
A+ B (

&mlﬂ&' bml, &m8+ me, spocaave aml*. bmn
Vzhledem k definici &f{selného t¥lese je soulet obou matic
A ¢ B matice opdt v témis t3lese jeko jeou matiéa\\A,B.

\\

P¥{klady: 1/ A= /1 0 3\ B= /(1 0 1
3 3.1 1 oV,
‘o 0 ol -1 3 1
A@B:‘B’OS
4 3-leV3)
18 1

3/ Je z*ejmé,ie pro kaidou matiol A plati vzteh
A'@'OSA [ .



—5,3,

'7¢L.

Skaldrni ndsobenf{ matic je operacé,

kter4 k libovolné matici A typu m/n e k 1ibovolném -
dislu k z tého% télesa,v némZz je A , pfifazuje~Tiovou me~-
tici,které se f{ikd skaldrnf{~Boudin mati-

‘ce A B &islem k. znatime jej aymbolem Ak .

Skaldrni soudin Ak je matice cpdt typu m/n & je z-3isel

: &Sk\’A a z 3{sla k utvofena takto:

&llk &lak s s alnk \

Ak = a?lk &,33}; ﬂ.znk- ’

’ a;lk amak coe Bk
tedy ndsobenim 3{sel ajk matice A éialgu k ,Vzhledem
k definici &{selného tdlesa je skaldrnl soudin Ak opét
v tém¥e 3{selném t&lese jako je métiae A é éfelp k.,
Podobnd skal4drnf{ soudéin S{sla
k 8 matiof A znaifme symbolem kA a je to

matice _
Kapy  KByg e gy

\k&ml Kayg oo kB |

Z¥ejm8 plati rovnoet t8chto dvou matic:

ki = Ak ,

takZe je jedno,mluvime~li o skaldrnim soudinu matice A

8 &islem k anebo 8isla k 8 matic{ A ,

Misto ~1.A pideme strudndji -A .
Pedle definice polosymetrické matice 4¢3  plati

pro kafdou polosymetrickou matici vztah
T=-1 3 .
a zfejmd plat{ také opak:kdy# n&jakd Stvercovd matice T

vyhovuje tomuto vztahu,jest pqloeymetrické.



: 5
5.4. Ndsobenif{ 4d v ou ) ma tioc jest operace,itaré
k matici A typu n/n a k deldf metici typu 'n/h' pFi-
fazuje novou matioi typﬁ m/h , kterdé se ¥{kd B8 e u din

matice A 8 matiail B /v £omt6 po¥adi/ a znadi
8eé symbolem AB ., Tento éouéin{jest 2 éiselv ajk matice A
/3=1,8..m; k=1,8..n/ &z dleel b, matice B
/ k= 1,8,000 0 35T = 1,85400 h./ utvofen podle tohoto pra-

vidla:dislo o v tomto soudinu jest

jr .
°jr = ajl blr + aja bart...+ ajn bhr » Kde
j ‘= l,g,nao m i r = l,a)loo h e o {é}/@'

A%koliv jest toto pravidlo ns prvni pohled dosti slezité
e zd4d se um&lé,uslydime brzy,Ze jeho pivod je zoelae p¥iro-
- zeny.
P¥{klad: -1 3 1
0 1 3\ |
3 -1 0
pak soulin AB = { & 8 -3 ]
1\ -5 9 3 ] e | »
Z¥ejmd plat{,¥%e jsou-li matice A,B v télese X,
jest AB také v t8lese K .
Xdy% A jeet Stvercovd matice libovolného ¥adu n
miZeme utvoFit soudin A.A a znalime jej
AL =A%
Z¥ejmd jest: OA =A0=0; EA=AE=s A .
6. Pravidlea o pbéiténi e maticeni.

- - - -

D&si;dky,plynouci z piedchozich defiﬁio ge daji struldné
vystihnouti takto:

Celd fada pravidsl,kterd plat{i pro pod{ftdn{ s oby-
8ejnymi komplexnimi 3{sly plat{ formdlnd stejné pro pedi-

td4ni s maticemi, <



a,

Presn&ji ¥edeno,z predchozich definic plynou tyto vzfahy,
které fbrmélﬂé plat{ i pro poditdan{ s komplexnimi Cisly:

I. A+B=B4+4 ; o

(A-FB)%‘OPAJ-(B*G) .

‘Platnost prvniho vztahu vyjadiujemé tim,ﬁe pro s e & f-  |
t 4n{ plat{ zdkon komutativni; platnost—drubého,-
Zze pro sed{tdn{ plat{ zdkon a sooiativni,.

II. ah =Aa ; a(ch) = @Y A ; (a4) (bB) = (ab) (AB) ;
t.j.Pro ska ldadrni nédsobeni plati zdkon
komutativni aczdkony asociativni,

| III. (& + D)A = aA + bA ; afA + B) = ad + aB
t.juopro s8kaldrni nadsobendi plati{ zdkony
distributivni ,

IV, (A +BO0=s40+ B0, OA «B) =0h ¢ OB

A 2]

t.jsPr0 nd s obenl plaﬁi zékony disetribdbu-
tivni, |

V. (AB)C = A(BC) ;
t.j.pro n4d s o b e n ! plati zdkon a 8 o ; iativni{,

VI. AT A jest jakékoliv Stvercové matice ¥4du n ,

. n

existujil 8isla ey (j,xsl, ..., 1) takovd,Ze A ; %Elajkmjk ;
, -

t.j.matice E, tvo¥{ b a s i vdech Stvercovych matic

jk
$4du n .,

V hofejdich vzorcich se predpokladd,Ze matice,o ndZ jde,
jeou vhodného typu.Tak na p¥.ve vztrzich II.v t¥fetim vzorci
ge predpokléddd,je-1i matice A typu m/n , pak matice B
je typu n/h . Ve vztahu V. se pfedpokl4ddd, e je-li matice A
typu m/n , je matice B typu n/h a matice C t¥ypu h/p .

D3 kazy hofejsich vzorcd jsou vétdinou velmi jedno-
duché.Trochu slozitdjsi je dﬁkaz vzoroce V ,/asociativni zdkon

pro nidsobeni/ a nu ten Be omezime,Ostatni ddkazy nechf si
8tend¥ provede jako cvidend.



10.
bﬁkaz vzorce V, | ‘ :
Nechf éiela'jeﬁnotlivvch_matic 4,B,C jsou &y, by,

Opg » Pl GemZ j = 1,8,...m ; k=1,8,s..u; T =1,3,...h ;

8 =1,3...p, Uatice A B -jest pak typu n/h ; eznalme jeji‘

3isla ujr . Podle definice B+4 mime - '

Yeeot 8 B .

= ajl blr jn nr

ujr
(4B)C jest typu m/p a podle definice 5'4—jsou_jeji S{sla
/oznadme je vjg / | |
vjs = ujl Cpg Feeot ujh Opg ?
fakie méme :

h
v = 2 u
J8 r=1

u,h
iz °rs T kE%%r:l *ik Pk Crﬁ )
Na ‘druhé strang je (B 0) matice tYpu n/p ; oznalme jej{
éisla u; . Opét podle 5.4 je |

8 h

Ugg = 2 By Cpg *

Matice A (BO) je typu m/p ; eznadme jej{ Zisla v}a .

Zrejmé je

Tedy skutelné vychdazi

v -
is ” vjs

Pozndmka, Z hofejdich vzorcld odvod{ se snadno vzoroce
obecn&js{,které plati pro libovolny polet matic.Ne pt.ze
vzorce V. plyne,Ze libovolny polet matic Al'Aa’-'°?A

n
typd,které vyhovuji definici nAdsobeni matic,md jediay soulin

ktery oznelujeme AjAp,..A  , jenZ zdvis{ jenom na po¥adku
t3chto matic, ale nczdvisi na tom,jak jej poditdme.Na pI.pro

8ty¥i matice mdme:



11,

bt b= h 0] = Guka)oshd -

7.

s[Aq (AghgY] Ag = [(AlAg}Asl Ay

Je-1i A 1libovolni dtveroové matice, - libovolné piiro-
4ané 81slo,oznadujeme soudin ”
AsA H..A
\——W
| ) o
strudnéjli symbolem Al & nazjvame jej j-t4 mocntma
matice A . Mimo to definujemé nultou mooninmu matice A,
teti¥ A° , rovnesti | |

AC = 8 R

‘Dal8{ pravidla pro politini s maticemi.

) €0 Wy e o S s B G s il 2 W e G S 200 S5t Y i oBe S A ga: PR G s g s N o ol O ot

., Nédsledujici dvé pravidia nemaji v aritmetice obyéejnjch
komplexnich Gisel obdoby:
(4 + B
()

DV k a z prvdho vzorce je sﬁédn?. DokaZme druhy .

A+ B,

i

i

B'A" .

Necht ajk jsou &i{sla matice A typu m/n, bkr mat;ce.
B typu n/h , Potom A.B jest matice typu m/h & jeji.

&i{sla jaou ujr = 8y Dy, Feast 84n b . . 8druZend matice

\ J N . . .
61 B) je typu 'E/m -a jeji disla jsou urj= ajl blr +
AT AL b . . Matice E* je typu h/n a jejf ¥{sle jsou
b;k‘n‘bkr . Matice A" je typu n/m a jej{ ¥{sla jsou

a;j = 8y - Tedy matice B’A' je typu h/m & jejf &isla
’ I
Tedy skutedn3 plati u, j 5 urj . L e
32 TE A
Multiplikaéni konstanty pro matice E )

Tt e P D s g Gl W G G TS WD T G s A Bt Tl PP B S Gk G N D eSS S WA S Vo Sy 000 S0 e B c--nl

Podle VI.jest ka#dd &tvercovd matioce n—tého‘fédu line-
drn{ kombinaci /s Koeficienty 'ajk/ matio Ejk' Soudin
Kjk E., Jest matice n~tého ¥4du a tedy linedrn{ kombinaci



| 18. | |
matic ijk‘ Koeficienty v t3chto lineirnfch kombinabioh jéou,t.z?;
multiplikeaedni konsetanty pro mati -
c e Eak + Kolik jest téchto-multiplikaénioh'konatanf ? V8ech .
matic Egk jest nd s tedy vsech souéind po dvou maticich
By By, dest (hz}g & pro kazdy takovy sousin méme oelkem - n?
- mult.konstent.Tedy wult.konstant jest celkem _(53)3, n° .

Abychom je urdéili,stadf vypolisti

K S
..—'\.A....\ o N
{9 0veer0) £ Oueees DuvunOy,y
iy $ : { %r
EJk Ers - O....i....o Oceven l.u.o 4
M . b
6¢0000-.-.O 600.00 OlIOCO

Pravd strana jest soudin dvou &¢tvercovych matic Fddu n , tedy—opét
gtvercovd matice ¥Adu n , Tato /podle definice 5°4/ miZe miti
$1sla od nuly rtizné jenom v j-tém Fddku s s-tém sloupci .Avdak

&{slo v j~tém F4dku & s-tdm sloupci v soulinu obou matic jest

.+ 0 pro ké#¢r
z¥ejmé
1 pro kz-1x

O pro kg
E.. E. =
jk “rs -
{Ejs pro k=1 |,

Témito vztahy jsdu multiplikadni konstanty urdeny a jest z¥ejmé,

Tedy jest

%Ze kaZdd z nich md hodnotu O anebo 1 .

Pozndmka o abstraktnich élgebréoh .

'''''' Mno¥ine vdeoh Stvercovich matic n-tého ¥&du v t8lese K

spolu s operacemi,které jsme pravd definovali, je pFfikladem

a 1 geb Ty v té&lese X. _ |
Algebrou v néjakém t2lese K rczumime mneZinu alespon

dvou prvkl, A , spolu se t¥emi operacemi,jejichZ symboly

®, 0, O, Xkteré majf tyto vliastnosti:Operace () ) Beav.

sed{tddni , pFfifazuje ke keZdym dvdma rovaym nebo rdzn¥m

prvkim a,b € A daldf{ prvek v A , ktery se oznaduje & @ b



13" . .
a naz?vé 88 aoudéet prvku a e fp'r vku b3
~operace ® ,t.zv, n4 8 o0 be n {, pfifazuje ke kazdym
diréma-rovnﬁrmbo?ﬁznﬁm—«prvkﬁm' a,b € A dalsl prvek v A,
ktery se oznaduje a ® b a nazjvd se Boudin pr v-
ku & 8 prvkem b /vrtomto-poiadi/;konaén5*0p6~"
race O , t.zv, skaldrnf{ ndsobani, pfié
Yazuje ke kaZdému prvku a € A & ke keZdému S{islu « € X
- jist¥ prvek oA Q a a jisty prvekv aO0X v A, ktery se
nazyvd s kaldrni esoudin 3isle <«
B prvkem a a skal Arni{ soudin.
prvku & 8 61is8len o( . P¥L tom spliuj{ tyto
~t¥L operace tytéZ zdkony,kters jsou popsdny v hofejsich pr&»n
vidléch inI . Tedy na p¥.pro kazdé dva prvky a,b € 4 jest
alb=bPa, a@PDo :a@(b@ o)
atd.Ho¥ejd{ pravidlo VI. zaf zde tak,Ze existuje jisty podet,
n', prvkd v A : vqy,vg,..,v, vyznadujicich se tim,ﬁé
ke ?dy prvek a € A je soudtem AA3vy) ¢ Agavy ."'"'*O‘h”n
skaldrnich soulind vhodnych prvkd “‘1"“’°‘h ¢ X e prvki
*Vl»""vn’ t.j, prvky vl,.;.,vn tveoid ‘b a 81 algebry A.

Véeohny vysledky o maticich,pokud jsou odvozeny jenom z ho~-

fejéioh operaci,daji se zobecniti na. algebry, O algebrich

na jde Stend¥ pouleni v knize: L.E.Dickson,Algebren und ihre

Zehlentheorie /ziirich 1837/ . /
9. Zamsnitelné matioe,

DileZitd vliastnost,kterd odlisuje po_éité,nf 8 maticemi,.
~od po8itdni 8 obydejnymi kemplexnfmi 3{sly, jest tato:KdyZ
mame dvé 11bovolrié. komplexni ¥isla @,b, pak plat{ vztah
&b = b.8, t.j.platd zé.konvpx"o ndsobent ,Naproti tomu kdys
ndme dvé métice A,B, matiol A typu m/n & maticli B

s
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;typu n/m , takie miZeme utvofiti.jak kB, tak 'BA ,nepla t ;
fv'é dy cky /t.j,pfi ka%dych dvou maticfoh A,B /‘ rovnost
AB = BA . Vskutku,aby takovy vateh platil musi{ p¥edevdim byti
m = 1, takZe obd watice A,B mus{ byti Stvercovd tého? ¥du n , -
ﬁeboﬁ AB jest matice o m FYddcich a BA jest matice o n FAd-
cfch. Avsak i kdyZ m = n, neplati vidycky 'AB = BA , Na p¥.kdyZ

3.

1 1 -1 0
AR RNERS
o o/ 1 O
G O f=1l ~1
AB:( \,}%:( ) *

jest

o 0o/ i1 1
Tento pifiklad také ukazuje, e rovnice AB = 0 miZe platit,anii
by jeden z Siniteld A,B soudinu AB byla matice nulovd,na roz- -
d{l od poditdni e obydejnyui 3{sly /jsou-li &,b komplexn{ &isla,
pak &b = O, jenom kdyz elespol jedno s obou 8fisel a,b jest nula/.
Zejména se mitZe stati,Ze matice A4 nenfw 0 ,avéak nékterd jejd

wocnina jest © ., Pak se matice A naz§vé nilpotentni,

1 =1
A = )
1 -1

je nilpotentni,protvesze

3 1 =1y -1 0 ©
N 1 G I O R
1 -1 1 -1 0O 0

Pefinioce .DvEmatice A,B, ob& Ctvercové a. tého¥ PFadu n,

Ne pf.matice

naz?vaji B¢ zamé&nitelné, kdyZ AB = BA .,
Pravime pak takd,%e A je samdnitelnd g B anebo
3 8 A ., Na pf.matioce E jeat zamdnitelnd s kaiZdou
Stvercovou matici téhoz FAdu n . ;

10. Reoiproké matice.

B g G s AP IS e et D G i G s O A oo

Obdobe mezi poditdnim s matiocewi a obyéegnymi iely vede

-

nds k¥ této otdzoe: Zda-li existuje ne&jekid operace 8
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~paticenl,kterd by byla obdabou ddleni ?Nejprve p¥ipomefime, -
coserozumf reciprokou hodnotou nédjakého
éisla a ., Reoiprdkou hodnotoﬁ Sisla a se rozumi podil
8isla 1 a &isla & ;t.j.takové dislo x, %6 hov{ rovnici
ax = 1, Tato reciprckd hodnota se znaéi symbolem «%— anebo

“l 1

a ~, takie 8a "= 1 , 7 aritmetiky vime,¥e reciprokd hodnota

¢isla & existuje,kdy? a jen kdyZ a mneni nule,.D8liti &islo
b dislem a # O =znamend ndsobiti &fslg B i{slem aﬂl .
V odst, 5°4 jsme vidéli,Ze pro kaZdou Stvercovou matici
A plat{ vztah EA = AE = A , takZe jednotkova matice E jeet
obdobou jednidky v aritmetice.Jest tudi{Z pfirozené se tézat, |
zda k libovolné matici A typu m/n  existuje matice X
typu n/m  takovd,ze plati
AX = E ,
nebo zda existuje matice Y typu n/m , Ze jest
YA = E

Jestli¥e zjistime,Ze existuje matice X nebo Y , budeme jf

{kati ma tice <reoiprokd Zprava Tresp.
zleve k metioi A aznaditi ji A™L resp, A .

10+1, UvaZujme nejciive o vzitahu
| AX = E ,
kde A joc matice typu m/n a X typu n/m a E jest ¥4du
m ., P¥edpoklddejme, e existuje matice X hovicl tomuto vztahu
a oznalme jeji éisla‘ xkj . HoFrejs{ vztah zastupuje celkem n®

rovnio,a sioce

_ 0O pro j £z

l pro j=1r ,

j,r = 1,8,...,m , P¥i pevnd zvoleném r méme tedy rovniee



“8. .
F11 Xip + 813 Tppbe.ed 8y Xy =
‘rl xlr + a-rB 'xar"'ooo“ a-rn %r :
Jest jich m a hovi jio n 3186l Xyp,eeerXgn o

/1/

-0

Budeme rozeznivai 3 prfpady podle toho zda
, 1°m¢n P u=n °nmyn |
10711 Nechi m ¢ n ., Pak /1/ je soustava m nehomogennich
- rovnic & n nezndmych & mw { n , Takovd soustava mi Feden{,
kdyZ a jen kdyZ hodnost matice scustavy a matice rozéifené

jsou stejné.Nechf p 2znad{ hodnost matice soustavy

all R EREEEE 'aln

apl .pr;vo.‘t a‘pn

8‘ l ¥ 2o e 000900 amn

t.j.matice A, takie alespof jeden determinant ¥ddu p ,v
této ma%ici je od nuly rdzny,kde¥to vdechny determinanty ré.
du p+ 1, kdyZ p { m , jsou rovny nule;Pfedpoklédejme na
pf.%e determinant ¥4du p v matici A v levém rohu nahoie
jeét A O . JestliZe p( m , pak roz8ifend matice soustavy
rovaic /1/,v ni% misto r piSeme p + 1, je

| [ N

/ &ll A EEEE RN N aln ‘ ?
. [

pl s s e 00 o b a' O

\ ap*l,l.tlitbﬂ ap"'l,n 1

s & e ¢ ¢ e ¢ o .

\ mlcocpcobc-a O:

a mé zfejm& hodnost p + 1, JestliZe tedy matice X exnstuge,
jak p¥edpoklédsme,jest nutnd p = m .V tomto pfipadd p =
véak existuje n - m linedrns nezdvislych Yedens

1) - -m
( sees xil},..., x? ?{.., xg m) homogenniho systému rovnic



17.4 v
pa.tI’:(Gf"lO k /1/a obecné Feseni rovnic fl/ Jea’o

(1) n~m) 0
x;x'? )\l#rz;l ematk Ah~m,1‘ + xlf

snde

L S (L (n-1 »
xnr = Al,r xn L k n-m,r % )“‘ xnr '’

pfi Cemz xlg ,__‘-,.,{ oy ,x.ng, zna.ci négaké partikulémi fedeni eya‘tému
nenomogenniho ./1/ a )\'lr, s Ay ,z LiDovolné konstenty.Vy-
chdzi tedy,%e X jest matice

(L) {n-m) : )
All xl "ooo"&n‘_'m l xl + X—il,.oo, klmxl “‘Oll*‘ A‘ﬂ le

A\ 1 (1) .

All % | "3'. e 2 }\n,..m’ l _é.‘m“. ,xn,l):u e’y kj_m& *" vole &v_m’m N "’ 'xnm'
1y (n-m \ ’ 0. 0

x]{ ve e XI /\ll """‘Z\M“ . /xll """';xlm

[} . ' 1 '

. ) : m-.m)f 5 ‘ : YO o .
anL secee¥n / An“‘m,l“" An*'m,m (igl evves Xy /

Oznabme

(1, (n=m).

H.,( xl s2e X A /All.../\m.‘ (xlﬂobxllm‘)

vlv‘
i(lz" n mb}’ &:Qn~m l"Xn~mhﬁI tna"'xnm

i O X'O . ’ . /2/’

Mdme pak
Podle defiaice zat.o H, 'i, X, pfedevéim@vidime,fé.e /1

jest libovolnd matice typu un-m/m & X, jes’é néjakd watice
hovici rovnioi A&X, = E ; takovd matice existuje tehdy & jen |
tehdy, kdy Z hcdnosp matice A {t‘ypa.a, m/n, m < n)’jes’ﬁ n o,
Pokud jde o waticl i , jest zPejud AH .—.~ ¢ & mimo to hodnoat
matios H 3ést -m (nebc’c’ x{l\,...,xzfl\,...,(n—?)...,xg“m |

;j8ou . ne z & v i 8 1L 4 ¥eden{ systému homogenniho pf{sludnshe
'k /1/) . Nacpak se snadno vid{,ie kazdd matice X typu n/m
m-*a_:-l—e-u-p-cui»e,h—; ktera ijesttvaru (2 ,hevi rovnici AX=E ,
jestlliZe H : jest néjakd watice hevici rovnici AH = 0, A
lijovelnd matice o nem; Fddcfch a n sioupcich & X, 1ibe-

-

volnéd adgtice hovicd rovniod Al = E .,
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MAme tedy tento ‘vysledek:

K matici{i A typu mn,m&n, existujl

fedeni ¥ rovnice AX=E tehdy a

jen

J

- s\‘v~‘

H

P

8

= P o O w Rk
4 o U o g

©

a8

Z

n

n

tehdy,kdy %2 hodnost matioe A
m.Xaz2dé fedeni X jept tvaru
X - HAKl + xo ’ |

emnmt znadid{d: H ‘t. zv, fundementiéd l-

edeni{ rovnice MMe0 t.J, 1i¥%owol-
maticli typu on/n-m, kte 4 howt

i ocovnici a md4 hodnost n-n; /1
volnou matici typu numm; X,
volné /partikuldrni/ fesendi

i1ce AX=EFE.

A4mky . Matice H se snadno uréit?omooi Frobeniowy

metody pro Feden{ systému linedrnich homogennich rovnid)taktos

Matioci A doplnime nN~n fédky zll""’zln;"';

zn—m,l""’zn~m,n ua matici 8tvercovou fadu n ¢

8fsla z miZeme zvoliti libovoln& a% ne to,%e determinant

/ all.-o-onoooaln
H

L]

aml.a-nnnpcoamn . ) /3/).

\ leuocdooooazln

e
\ anm;l"..'.zn“m,n

utvo¥eny z této dtvercové matice md hodnotu rdznou od nuly.To

lze,proto¥e /podle pfedpokladu/ matice A méd hodnost m .

(i
- Poznalme pisuenem xk) algebraicky komplement prvku 24k

"

(i =l,,eyn-m; k= 1,,,,,n ) v determinantu utvofeném z ma-

tice /3/.Pak matice ( Xy
H=

M oem
" LI él

x -
* (1) n-m)
1,

~



mﬁ /podié v&t o reciprokych determinantech/hddnbst ‘nem & IA
- podle volb& &isel #éi) je
| s AH = 0 .
Déle pFipomefme si, e matice X , dand vzorcem /8/,je v t8lese :
K, kdy# matice H,1,X, jsou v t8lese K . A zFfejmd
L e - v.t8lese X oexistuji matice Héfﬁ, X
takové, e zmindnd matice X hov{ rovnici AX = E .
lOJIfB Necht m = n . V tomto prfpadd md ayetémvrovnio /lﬂ&odle .
Cramerove pravidla) jedno a jen jedno feéeni,jestlize hodnost
matice A ijest n , Jestlie vdak hodnost matice A je
p<1n & je-li v této matici na pi.determinant p~tého ¥*&du v
levém rohu naho¥e # O , pak systém rovnic /1/,v ndmZ za T
klademe p + 1, nem4d feéeni./MatEoe roz8éifend md totiZ hodnost
P+ 1l , kdeZto matice A hodnost p /.Neexistuje tedy v tomto
| piipad® Ffedeni rovnice AX =.F . idue tedy vysledek:

‘'Je~1li wmatice A Ttve rcovda ¥4ad u
n,pak existuje priaveé joe dsn-o fede -
ni X rTovnioce AX=E , mé-1li matice A
hodnost n. /tedy kdyg deterﬁinant A, uxvoféni Z
matice A , mi hodnbtu £#0/.Je-1414 hod noat
mnatice A mendi{ ne? n, ﬁ ak rovnioe
AX=E neméd Yedeni,

Pozniédn k y . Ozna¥me pismenem al¥ algebraicky komplement
prvku &y (j,k = 1,3,... n ) v deterninantu :

Il

; & . a
; ll L I TR ] l
18 = |, 2

[§]

. 6o .
’)

H a.‘ 3
Matioce | | &

: a
. Ad-j A' - { alg . . . &na
&
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nazfvd s8¢ p¥lidruZfend neboli adjungova n-év
k matici A , V8imndme si, Ze brvky matice A&j"k R's 11bovolhém
j~tém ¥ 4 d ku jeou-algsbr,kowplementy prvik—~ i~tém 8 1 0 u p-
c.i determinamtu A .Podle zndmyoh v&t o reciprokyoch @étérm1~y
nantech je '

Jags a1 = AP,

MAtioe Adj A je z¥ejmé& v t&lese X .
Néeobenim-obdrZime

] Ao Adj A - a‘lln-caln 4a-llovba-nl » ‘AQ O o0 000 0
5 s ] E ' B O 'A' LI N ] O =
&nl...a.mn a.l'n...ann ’ : :

O e

O 'ooonlM
= JAl. B

0dtud je patrno,Ze v p¥ipadd [Al # 0 je shorazmindné jediné
Yeseni rovnice AX = E dAno vzorcem '

1
X =— , Adj A .,
' JAI !

Matice X je tedy skaldrn{ soulin disla r%7 a matice Adj A ;
~ Je tedy také v td&lese X .
0+1+3. Kecht kone&n¥ m)n . Oznadme pifemenem p hodnost matice
A . Pak z¥ejmd je p & n . Necht na p¥.determinant p-tého ¥4du
v. levém rohu nahofé v matici A m& hodnotu £ O .-Piéme pak v
rovnicich /1/ p ¢ 1 misto r . Prvni{m rovnicim v podtu p +1
v eystému /1/ nelze pak vyhovdti/nebot matice aoﬁatavy m4 hodmoust
P, kdeito matice rozd8f{¥fend hodnost p + 1 / .
Mame tedy v¥sledek:
| Je-1l1i v mat ic i A podet F4dk\
n wvé&tsd | ne% podet sloupod n, nee-
Xistuje fe¥endi X rovnioce AXx E.
D3 . UvaZujme nyni o vztahu
- YA =B ,
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kde matice 4 je typu m/n, matice Y typu n/m e matice E

je f4du n . Existuje-~li matice ¥ , kterd této rovnici hovi,

pak nutn &

platdi n ‘Im . V tom pf{ped® totiZ existuje

matice x(é A) , hovicf rovnici ¥YX = E , co’ je podle 10-1.1

moZno jen tehdy,je~li ngm ,

Podobn® jako v 1l0-1l<l se odvodi véta:

bo.g2:1. Je-~-1i
n v©&ta8d n
existujd

X
kdy 2z &a je

.
[}
o

p¥i &em

v

e

Z

matici A podet ¥Adku
podet g8loupcd =n,

fedendi Y rovnice YA=E,

n

kdy g hodnost matice A

=n, Kazdé resdseni Y je tvarau

Y=MP + Y, ,

znadé¢i{: P t,zv. fundament dlni

fedeni rovnice PisO, t.j. libovolnou

ma tici typu

(me-nj/m , hovici rovnici

PA=0 & majfici hodnost (m-mn)y; ¥ 1libo-~

volnou matici tVypu n/h~n 3 Yo libovol-

né /fpartikuldrni/f¥ebeni rovnice

YA -E .

K tomuto vysledku miZeme pfipojiti podobné pozndmky jako

k vysledku 10-1,,%e totiZ matice P se nalezne pomoci metody

Frobeniovy,a %e je matic{ v t&lese X . Matice Y je v t&lese K,

jsou-1i matice M a Y, v t&lese K ,co# lze vidycky dociliti,

Podobné jako v 10-1°3

Je~-1i1

ge odvod{:

matice .A tvercové F 4d4du

n, pak existuje p rdvd jedno ¥*esdeni

Y rovnice

YA=E, m4d-11 matioce A hod-~

fost n.Je-11 hodnost matice A men-

Al =0/, pak rovnice YA=E

neméd Yredendi.
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Kdy# hodnost matice A je n, t.j.je-1i JAl £ 0, pak

je toto jediné Feseni rovnice YA = E déno vzorcem

Y = *iw.‘Adj A .
. Al
Toto Fedeni je z¥ejmé& v t&lese K .

oznadme pismenem A"l (:“IA') néjaké fedeni rovnioequx s §

(YA = E) .Podle toho,oo bylo shora Fedeno,existuje 21 ("lA}j
ye

n kdyZ no€n ( m o ?) e J 8w 1i tedy n # n_,
pak neexistujd obé&8 matice Afl, ~1A
soudsasné, Naproti t omu j}e . pro

1

m=n vidy A= “1p , kdy z [al#£0.,

it

Pro svou jednoduchost a pro aplikace jé dhleZrty prive

zninény pfipad m =n ,

Definice: Neoht 4 je matioce Stve

covd ¥f4ddu n a jeji hodnoset je n

Matice, A-L 8 e nazy VA Teod proka x

maitioci A .

Reciprokd matice 4~1 je tedy jedinym ¥edenim rovnice AX = E

a soudasnd jedinym Fedenim rovnice YA = E , Je definovéna je-

nom v p¥fpadé,Ze A je dtvercovi matice ¥4du i hodnosti n .

Explicitn& je matice A" déna vzorcem

2l S L aaga

Y

takse je t6% v t¥lese X . |
Poznrnédmka:: 1/ Nechf A je &tvercovd matice ¥f4du n ,
fe kxazdé ¥edenf{ X rowvnice AX = E hovi soudasnd rovnioci
YA = 8 , jevi se pfimo teké z nésledujiciho:Jenl%%feéeni rovni
A\ =E & Y redend rovnice. YA = E , plati vztah:

X = EX = (YA)X = Y(AX) = YE = Y,
tak#e vychdzi

Y:X CR

ce
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.10{3, étvercové matice se nazf?é regul drni, kiy® determi~
nant JA] £ 0O . Jinak se A nazyvd- 8 i n guldrni., |
Definovali jeme tedy reciprdké métioe- jenom pro matioce reguldrni,

10:3. Je-1i A <dtvercova maﬁioe Yadu n é reguldrni ,matioce B
libovolné'étverbové matice téhoZ ¥adu n , pak obé matioe
A"3B, BA™Y nejeou si mutnd rovny. | | ,

- Jesou~li véak rovny,t.j.plati-1i

| 27l = m7t

-1

takze A7L je zamdnitelnd 8 B , nazyvAwme matici 4 ~B uebo

matioi BA™F pcd{il matilce B a matioe A

.

3
a zgnalime jej ndkdy talkd re

@g) V&ty o reciprokych wmaticich .

——.—.—a———“—_.‘.._—-..—...u.-——u——.u—--. ———— s Bt

Necht A 2znad{ reguldrni Stvercovou matici ¥4du n . Plat{ tytc
| véty: '
Véta 11°1 . AL7- = A7FA = E

Vita 11-3 . A4 = - -1
lal adi A Y
_ Veslkutku ’A*l/ W e = wo o= T
~1\/ ?~1 /A/ Il [Al
véte 11-3 . (A7) = (4 ik
Vekutku prvek C., v matici naleve je — ,
J€ adk Al
v matici narrave je .TXT“ .

prc j’k = l’a’...’ n L]

Prvex 33k

Tedy T cgk
Véta 114 . (A7H)7L =4

ﬁ&kaz.Levé strens revnics je definovina jako Fedent

rovaice |

T S T

kterd md jediné fogen{ X = ‘

Vita 115 . Budif také B régulérni tvercova matice F4du n .

Plat{ rowvnice

@BrlzBﬂW& .
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. Dikaz.Lleva strand vztahu je ieéenf rovniqe‘
(AB)X = £ .
Takové Yebeni X je prévd jediné,protoée z reiaoe
IaBl = |Al.[B] & z predpokladu,se "IAl £ 0,{B{ ¢ O plyne,-
ie matice AB je reguldrn{.Ndsobenim-habejdi-relace zleve-
matict /B"lk”l) obdrZime
@1rﬁgmx~@ﬂryz,
Bl la) B = prlal
(-2 £ B)x = pla~}

tedy
EX = p-ia-d

neboli '
X = BTla"L

et e . Al s o s

Z této v&ty plyne obecné&jsf véta:
J 8 b u-~14i A,B,C .., reguldrni dtvercové matice Fidu
n , pak je |
(aBo...Y* =, 077l |
Véte 11*6 , Necht platd p fedpoklady v&yll.b
Jsou-1li matice A,B zamé&nitel~
né, jsou také A“l,B”l é améni t e 1~
né, | '
Dikaz. Matice B 1Al je ¥edeni rovnice ‘
(ABYX = E , jak plyne z v&ty 1l.56 ,
Podobng - A"+p™1 je Yedenim rovnice
- (B)X =E . -
Kdy# tedy AB = BA , je watioe A LBE": té% resenim

rovnice
(4B)X = E

AvBak tato rovnice m4 jediné Fedeni,takie plati
il o p-lpl

[ 2



3. R )
V¥ta 117 . Nechi plat{ predpoklady vdty 11+5 . .

Jesousli AB zamd&nite 1o é ,y P a k -

také AL B jBou zaminitelné. |
Dikez. Ze vatahu AB = BA plyne |

B = A"lBa a tedy B :
comTh e (aTteal s (i) (al) =(lB)E = a71B L

odtud a z véty 10+3 vyohézi,ﬁe pod{l <§* je definovén tehdy
& jen tehdy,jsou-li matice A,B zaménitelné a matise A
je reguldrni. _ |
Véta 11°8 . Neohf také matice B,0 jseu reguldrni ¥tverocvd
matice ¥4du n . dJechf z watic A,B,0 ka¥dé dvd jsou zamdni-—

+telnd,
A OA JA AC AC

Pak je @~ = = Z e 2 el ,
B CB BO 0B BC

Dikaz. Z¥ejme plati
287%= 704« 5 lo7loa = (oB)"2(04) = (BO)™ (@) =

= (98)7H(40) = (30)T@AO) .

Vektory . ‘

///JJ/Lf?

Vektor v n-rozmdrndm prostcru je uspofddand skupina n &isel

X1seeerXy o Tekcové skupiné mliZeme piiFfaditi 8 matice,a to tud
e <
matici typu 1/n (xw,,,g,xn) , nebo matici typu n/l (.1) .
- x
.V dal8f{oh Uvahdch budeme zpravidla pfi¥azovati vektorfm n

matice typu n/l, a takcvé matice p¥imo identifikovati s vek.

xl .
tory.Vektory budeme znaditi (x) = (i ) , kde 8{sla .xl,xa,...zn
. N n .

se nazyvaji sloZky vektcru.Pro vektory V. n- rozm$rném prostoru’
definujeme tyto 3 zdkladn{ operace: 1/ revnost, 3/ sed{tdni,

3/ skaldrn{i ndeobeni,a to tim zplsobem,Ze vektory identifikujeme
8 maticemi typu n/l a na né pak aplikujeme d¥{ve defincvané

p¥{sludnd operace s maticeami.



13¢1+ Tedy T o v nost dvou vektord (

A ' o X, 4Y
13°3. 9oudet vektord (x)a (Y) je vektor (.1 . )

 1313‘~€‘k eléarni soudin 8fsla k s vektorem (?1)

S " L 36’ . | . . ‘ ‘ < \';
X . N
o) (3h) s
d¥ena Tovnioemi X} =y , Xy = J, & "vyjadifje se symbo-
Loky (x)=(¥) . ' |

: Xy+f
jen# se oznaduje (x) +(V¥) . R n

kx, . A
je vektor l) e oznaduje se k(x) . Podobnd *n
skalérni soulill vektoru (x) & %islem k se oznaduje (x)k ,
Pro tyto operace plat{ pak opét pravidla I-III. odst.8 /st 8/.
Kefdou matici typu. m/n miZeme povaZovati za uspoiddany

gystém n vektord v m ~ rozmérném prostoru anebo z& uspo-~

Btk WP ) Al d D I A et W oat Bt S GRS b W o Do

rozmdrném prostoru.,Matioce

(3) = A(x) :
je pak typu m/l. Je to tedy vektor v m- rozmérném prostoru,
Praviue,%e vektor (x*) vaznikl z vektoru (x) linedrn{
transform é cf{ &anebo linedrni subst i~

tuci 0 matici A . P¥i obvykléu oznadeni Sfsel v matici

A jeou sloZky vektoru (x*)

= 817K %eead aLan
- &mlxl4' 1o ¥ &mnxn .
V souvislosti s pojmem linedrni eubstituoce objevi se ndm defi-

. ho '
nice rovnosti,sed{tdni,skaldrni ndsobeni a ndsobeni matioc, jak

S
f

jéme je zavedli v odst. 5 na Btr.5-8, velmi pfirozenymi.

13-1.‘R cvnoest . Nechf -A,B‘ znad{ matioe typu m/n ., Trans-

Al

formuje~1i linedrni substituoe o matici A kaZdy vektor x)
v t¥% vektor jako linedrn{ substituce o matioci B , pak ‘je
4 =B,



| a7,
- Dikaz: Za,danioh pfedpokladd platiw‘
a'mIXli" ¢ ""a'mn:n = bmixl+o . .+bﬁnxn

odtud'plynou,dosadime~li na p¥, za xlsl,_xsu...:xn; o,
rovnosti &g = byy, e..,8 nl = Pml atd.,& tedy A B.
13-3. Se d1tdnd, Nechl opdt A,B =znadf matice typu m/n.
Necht (x) znadéi libovolny vektor v n»rozmérném'prostoru,
(x*} vektor transformovany ; vektoru (x) linedrni subétiu
tuc{ o matici A , (x'0 vektor.transformcvani z vektoru (x)
lineédrni substituof o matici B , Pak matice A ¢ B s Bedoe
goudet obou matic A & B, je prdvd takovd,Ze linedrni
substiiuoe o matici (A + B) transformuje ty% vektor (x)
ve vektor (x*\+ =) .
Dikaz. Z rovnic (x")= A{x}, (x"}= Bfx) pl,vne
(x*)+ () = A.(x) + B(x) = (A + B). {x) podle pravidla 6,1V,
./str.Q/,

13:3. 5kaldrni ndsobeni, Necht A znadf matioi
typu m/n ., gechf x znad{ libovolné 3islo.Ddle budi? (x)
libovolny . ;0T v n - rozmdrném prostoru a (x‘)'vektcr
vznikly z vektoru (x) linedrn{ substituc{ o matici A .

Pek matice k& /tj.skaldrni soudin &fsla k & matioce 4 /
je prédvd takovd,Ze linedrn{ substituce o matici kA -transfor-
muje vektor (x) ve vektor k(x) .
Dikaz. Z rovanice (x)= A(X) plyne
k(x)z JA(x)] = (k8) (x) . |

134, N4 sobeni . Necht A znadl matici typu m/n, B
matici typu h/m ., Ddle budii (x) libo#oln#‘vektor v e
rozmérném prostoru, (x*) vektor vznikly z vektoru (x) line-

4rof substitucd o matiol A,(x”) vektor vznikly z tohoto nového



| . s | |
vektoru (x*) linedrni substituof ¢ matiol B . Pak matice B,
tode souéin matice B. 8 matiof A 38 praveé takové Ze lineérni
gubgtituce o matici BA tranaformu;e t¥% vektor Cx) v= vektor
(’xu)
pikez. 2 rovnic (x*)= A(x) , (x**)= Bfx’) plyne
(x*) = B[a(®)] = (Ba). (x)
lﬁvB."D &8 1end . Neohf 4 znadt regulérniﬂbtveroovou matici
¥4du - n .Nech (x) 2znad{ libovolny vektor v n-rozm3rnén Prosto~
ru & (x¥) vektor vznikly z vektoru (x) linedrni subetituci
o matiol A . Pak matice A“;, taj;reoiproké_matioe k matioli A ,
je prav® takov4,Ze linedrni substituce o matioci A"l transfor-
mije vektor '(x') v pdvodni vektor (x) .
Dikez. 2 Tovnlo (x)= A%&) , (") = A~1(x‘)
plyné’ (x™) = A l[A ()] = (A“IA)(x) (x) .
Pozndmnka . Véiundme si,%e kaidy vektor v n-rosndTném
prostoru se libovolnou substituci o matici typu m/n transfor-
‘muje:ve vektor v prostoru wm-rozmérnéum,

14. Charakteristicks rovnice matioe ,

T T Gt B Gt e Sl Sl i SOt ——. - - s Py o Lol

Nechf® A znad{ libovolnou Stveroovou matiol ¥4du n .

Hledejme zda existuja v n-rozm&rném prostoru vektor (x) , ktery

e linedrn{ substituci o matioi _A zméni.ve ‘vektor (x*) tvaru

)\(x) , pfi CemZ )K znadf ngjaké 3{slo.V této dloze je

/pTo N = 1 1 / zehrnuta uloha:Vyhledati vektory,které se lineérﬁi_

substitucl o matici A nezm¥ni,P¥i tom néds oviem zajimaji jenom'

vektory,JeJLOEEVnggky nejsou nuly. J
Oznadme &isla matioce A pismeny 8y takie A = yajk ”;

Kad} vektor (?1) , majfofl uvaZovanou vl&athost,hovi linedrnim

rovnioim

Xxl - allxl ¥ ala B*"‘* aln‘n
.kxh_ ‘nlxl +Aan3xa+...+ nxn -
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- & tedy Tovnioim (a.n»)\) Xy + alaxph..o 8%y = 0

» [ t * L] L 4 . [ N L] . L ] . ] ] “ l/
8n1x3 «a.naxga-...-o- (a. “~A)x, =0, 4 ,

Existuae-li vektor (x) s uveden}’mi vlagtnostmi ,pak 35 nutné |
au"}‘ ) Bage eee By \ -6 |

| < 'a'nl g ees Bpp N ) .

Levd strana tohoto vztahu je polinom n.-tého*rbupné v XA ,tekle

~ vzoreo /2/ vy;adru;)e algebraickou rovniol n-tého stupnépro A

e

Polynom‘centa-na,uva.me charakter.is’tiokypoly—~’
nom matice A apwialuanou rovnici charakteris ..
tioké rovnicae matioe l.

"Kdyé 8 ¢ tedy g jakxy vektor (xy, je-

n
hny 8lcf2ky nejsou nuly,

4)1.,02 video
'line‘érni; s‘ubs‘situcf“o metiolil A.,
transf'ormu;;e' 'se.vektor" (x), je 818

L 23

1o A;ko enem;oha.r'akteria’tvioké
rovanice matioe A .Kekaﬁdémulm&ému A e
pak pr{sludné veXtory vypodtou z rovnic (1) -
Podotkn¥me jedt3,%e charakteristiokou rovnici /8/ ndiese strudns-
“ji pedti ve tvaru | ' _
| {A =~ AE 'm0 - " .Y
-~ P¥ipomefme si JoBt3, e ozuadiue-11 sl charakteristicky polynom
matice - A aymbolem 3)())& jeho kaFeny )«1,..., )Y

‘n
pla.ti z¥ejnd vztah

{ .4 ~ - . !

gO)= (ay° \x ),) (x x ) L O )

O Orthogoné,lni ma.ti.ce. ) . e

154,V euklidcrveke geometxii 8e. kaZdému vektoru v n»rozmémém proeto—.
x

ru pifii'aauge urdits dé1ka, a to tak, e délkdu vektoru (g)

se rozunil &isle . L " A V A

oo et |

~



, ~ 20. SEEEEC 1
d’cvereo délky vektoru (x) je tedy N | |

4 3 8 '
.8 = X3 +x3 u..q—xn

a je to éialo 2z ndho¥ se sklid4 matice typu 3./1 :
B (xl,...x) (: ) & (x) (x) ,

t.j;matioe,které je soulinem matice (x) sdruzene 8 matiof (x)
a'mati’c's_e = . 7
Linedrn{ supstitucs (x*) = Ru(x) )
o Stvercové matici R se nazfvd o T t b °ogo n41 ni, kdyZ
vidyoky vektor transformovaeny ‘(x‘) nh tutéz délkﬁ jako vektor ’
pivodni (x) nevoli jiﬁ?ﬁi‘slovy, kd Y% zaohcvivi
461ky vektord . o
M a t 1 o e R se pak nazyﬁé ortho gondln i‘ |

Lineérni orthozondlni substituce JSOU pro euklidovskou geome~
trii velmi duleZitd.V této wcometril se toti% studuji vlaatnosti
utvarﬁ /na pf vektord,linedrnich orostord,k¥ivek.a pod. /s ktere se
nemén{ orthogonilnlui substitucemi. -
Budiz {x*) = R.(x) R /1/
orthogonélni substituoe, takze plati |

(%)’ (x‘)- (x)’ (xj ..

Odtud je - [R (xy [R(x)])= @ x) , takse
- (x) [RR]Ex) = (x) (x) o /3/
Tato rovnine je z¥ejmd gplnéna, je-11 o
RR=E . - /8/

Je tedy platnost rovnice /3/ dostadu jfof podm{ n-
k o.u k‘t@mu;aby aubstituco_/l/byla orthogonélnk.Je viiak také,
jak ukifeme, podm{nko w nutnou ; o
ADﬁkaz.Ozna&me pismeny éj; [j kvuvl,a;...,n:]'éiala matice R'R ,
Protoze (R'R)’ = K'R , jo matics R'R. ﬁymetrické. Tedy o5k S o)
Pro j,k ='1,8,...,n0 . Zvolme 3za vektar {(x) vaktor,;ehoz viechny

8lozky jsou rovny nule mimo j-té,kters je rovma 1. Pro levou



Y
ptranu vztahu'/a/'pak néme

\(8_.‘. Y 0) ?11 /o ’e ?ln (? }j

J . : D L (0 }

‘ : Gnl oo-o Onn \6 Jj
kde¥to pravi strana J (0 eee L see O) . (1)

~

Qoo }-—’owd

Je tedy 033- 1 pro =1 B,... n .. | i
Zvolme nyni za ;(x) ~vektor } jeho¥ véeohn&;sloﬁkf
jéﬁu rovay nuie kromd *}' o '
slo¥ky j-t6 & ketd,

‘kter$ jsou rovny 1. ( i< k) . Pak levé. st:rana. vatahu /8/ 39

‘(07,0-1000;0"0), ?ll°°' Oln\

.

: (_;ou-a» o Oy

Qiv» HN [ mo

| Onleoos Opp
kde¥to pgavé,stranal(k)((x) = (3} »
Tedy | | |

-

JJ+ J xt 0 ¢ ij =3 .
AvSak ‘Ojj = Ukk = 1, jak bylo zjid#téne, takZe
B GJk e ij ’
a pretoZe soudasni plati gk = Opy, J® Oy = O pro j ﬁ X .,
Je tedy R'R=E ,
ObdrZelli jeme tedy vétu: |
tvercovd matioe R j e ortho go -

ndlnf, kdy% &a jen _“? dy% spliuje
‘rovniodl e |
RR = E . ] |
15-3, Necht R -3e,ét§ércové orthogonéinf_matide.?ék je nutnd
reguldrn{ ajﬁeji determinant [ﬁJ s 1. '

Dﬁkﬁz; Z ro&nide  R'R = £ plyne bgzproatiedné
| &R} = IRILJRf = IB| =



. 33,

e protoZe |[Rl = |R| , je
v’ ; | IRlarn 1

aodtud - |Rl= #1., |
Definioe, Uatice R ’se'nazivét_f lestnd [resp, .
n é vliastni / erthogo nédlnd met i o e
kdyZ je 'I.R' - 1 /resp. IRI -1/ . .

16+3 , Protoze matice R je regulérni,plyna z rovnioa~*RfR~u<E”
nisobenim zprava reqiprokou matiocl R 1 vztah

s

R'(RR™L) =&
a odtud . R = R+ ,
_Avéek Rt e TRT+ A4 &= £ AQj R .

Tedy o R's ¥ Adj R,

‘pri Yeys plat! znamdnko + , kdy? je R vlagtn{ orthogondln{
matice, znaménko -~ , je-li R neviastni. _ \
0znadime-.11i pismeny er s1gla matice R & rik algebraickv
- kemplement prvku Tjx v determinantu [R] , jo v j~tém Fddku
8 k-tém sl-upci'matioe na levé strand rovnice R'=m % Adj R
8islo Tyy 8 stejnelehld &islo na pravé sﬁrané~ z 3?3
 Vychdzi tedy r3k = t rlk pro j,k = 1,8,00. 1 .
Plati tedy vdta

V determinantu R kxa2dé orthog o=

T a'i cky

o

ndlnf maetice R je alge
ent 11 ﬁ’o‘v olndh

X 6'mip‘l em © PprT vvk‘u T 0m
'vyedb hodnotd8 tohoto Pprvku, jeéli R
viestni{ ortho gondlni’ mra t ioe; je
pak roven z4p 6'rjn § hodnoté& tohoto
prvku, kdy 2' R’ fj:e nevl a;s tni{ ortho-
gondlnal meticae. \ |
P¥F{f{kla ay . }S'STl. Pfiklédém v 1la e tni orthogo-



nalnd wmatice :e. N & L ;o
- g cO8 gin

L (e

-8in/9 c;csy

pi-j, “emz yr 2'1&61 llbovolne éislo. ) \
}zicjn;v Je IRj =1, Linca.rni substituce ¢ £$%0 uatiod
x{" =% cos ¢ +xa sintp .
- X7 a-xp sing & xg ocs i, |
j6 rotaoe v ouklidoveké ‘ravirié P¥i této linedrni substituci se
v p¥{padld (?0 £ 8k, _lc ealé, nemdn{ pauze jedin§¥ vektor;a to |
vektor (8} . !falmtku ,aby g6 né;;aky vektor (?é) toutoe .Bubmm
of neménil,we nutne a staéf a‘oy nlatily rovnioce
X & xloos ty * xdaintf
Xy ::«»xlsinf + Xgc08 7) s
tedy,aby jehc alozky hovdly rovnicim
B x; (cos«f - 1)“4- Xgeiny = 07"
= xy8iny + Xg(cosy - 1)=0.
Detcrmina.nt soustavy JC ’
N | (cos‘f.-l) -:-ein’/aa(.u-«oosxf)a 4ain.;.7;60
pro tf.,é 8k ; je tedy x3 = X3 =0,
15+3«8. Pr{kladem nwvvlastni orthcgoné.lni m&tiea je

'ﬂu (Vco.sif aincf).

B 8in 1? -008 ‘f

Z2fejmé jo }R? = - 1, Linearn{ subata.tuoe o’této matici dand
vztahy R
X = x)08 ¢ + xgeing _,
: xd & x}sintf “- xaooa if y
je slcZena x rotace x;"% = Xj008 qi‘ +,xga..n(,0
\ ~xg' = - xlainf + xaooa!f

a sy‘matrie vahladun. X o086 xl
B ._.‘ x;‘ - ‘xl‘“,' XB“..":’]- xay‘lc



| 34,
v tomto piipad¥ exietujfl vektory,které se substitugf{ /1/ neméni,
vekutku,z rovnic
Xq = Xy oosﬁo + Xg ainsﬁ
Xy = Xq sin()o.— Xg 008(P

plyne
xl(oos @ - 1) * Xy siny =

X, sin - xp (cos ¢+ =0 .

Determinant soustavy je

»(oos(f -l) (oos 50 4-1) - sina(jo ::'-ooea}o 4+ le— sin‘ayw'g

Vidime, Ze Yedeni t&chto rovnia je.

It -

X1 >\ sin t]o |
Xg A (1«608&{) p¥i libovolném A R

tak%e v8echny vektory ( sin ¢

L4

} se transformeol /1/ unemini .

A(l-—oosy)

e

. Charakteristickd rovnloe orthogonalni matice R . ) LHL‘I*'
Nechf R 2znadf libovolnou @rthogonalni metici #4du n
UkdZeme,%6 k dy Z mat ice R je redlnit, t,j.

kdyZ je v t8lese redlnich dfsel, pa k v dechny koife-
ny. Acharakteristické rovnic-e]R-)uE}:O
ma j{ absolutmnik hbodnotu royxml,t.j.jadu
tvaru |
k= et Pk , k=13,8..,.n

kde Yk znadf{ vhodné rbaln{ &fslo.Oviem komplexni kofeny

jeou vdy po dvou komplexnd sdruzené,nebol rovnios
‘,IR ~«- AE[=0 nmé re4ln{ kdeficienty, ‘ .
Dikaz, UvaZujme o matici (R - AE)“-J‘, kde A je libovolné
81ielo takové, ze IR - AE[£ 0O .
Zreamé pl&ti i

) (R - am) .

\

. . Adj (R-AE) .
[R—-)«El Aj( )

Prvky ma,tioe Adj (R-— )\E\ gsou/podle definlice a.d3ungova.né watioe/
a«lgebr komplamenw prvka v datarminantu IR-J\E} . Jevu te tedy



| B N ,
‘polynomy etupné nejv?ée /n-l/-—ho v proménné >> .Proto prvlcy ma-
‘tice (R- E\; 1 jsou lomené raoioné.lni funkoe v A8 da;;i ge
tedy rozloéitl v cés‘teéné zloka ' |
Neoht >‘o‘ zne.éi llbovoln? koi‘en rovnice ‘R-— AR | =0 8
neohf tento koi'en 33‘6 h - nésobny,Pro spoleénéhodélitele véech
minorﬁ (n~1) -ho et‘upﬁé v:dei;‘ermihant‘u iR-— AE| nedhf';'”je tento
koren hn 1 nésobn?(muze oviem hn 1 O), tedy pro ditatele
kazdého prvku v matici (R- AE) ' je tento kofen e 1 espo n
hn_,1~.. né,sobn?‘ & pro &itatele’ a;espon jedngho prvku v této maticl
je préav é by g ndsobny,Derivace determinantu | R=- AR}
B le-ael = R A
..1. Tygese Tin | lTq,=X 0 veu rlﬂ | e 1‘13‘....0‘“‘\"
=10 I‘aau-)\..rs\ 1 + Tagy =Ll vee Tgy |4t a1 Tog- «.0

¢ o 0eoee o . . R . . ' . . » roenoea

0 Tn ng *°* Inn /\ ‘I‘nl O o I'nn-)\‘ ] Tnl ’ na 000\“1
a je tedy eoui‘:iblem minerd ( n-l)-h.o stupné & prot‘ je délitalné. V'}f'-v- .
Ta.zem )\ >\ ) . Je tud{ >\o alespon (hn-],"’ l) né,sobnim o

kofenem ravnice |R- AE| = o . '0dtud’ vyplyvé-ﬁe by > By

Oznadf{me-1li A = hp- by 1’ >0, vide rozklad v éé,steéné zlomky
P .

11b6volnéhg prv}cu. C.p Vv matici (R-— )\E) -1 tv&ru

; ‘Cjk = ( i’_koj}i * ()\..)\O)vk- . o
kde ajk, bak’ P znaél o:tsla a nempmné éleny obea.huji ko¥eno-. - o
vého Sinftele (A-)]) v mocnosti m > 1.6 *& kromd toho ko¥e-
nové binitel'a patﬁci k oetatnim ko¥endm rovnice iR- AEl=0 .
Vdcohna 3isla &4y (3,k = l B,.*.,n) nejsou rovna nule,nebot pro
éi’ca.tele aleapon jednoho prvku v matioci (R- IAE‘) L e Ay koi‘en.
pré.vé hn—l“' né.sobn? takZe rozkla.d tohoto prvku v 6éstaéné zlomky

. a
je tva.:ru o ~3~+ eeo , kde konsta,nta. e #£0 .
811 . &1n
Je-ted}'—“ , — .\.‘I..Q.'.,",‘ ooy ‘ ‘**uo
(R - )\E) ()‘-‘}0}; | C ("”?‘03‘




| L . e

),éo. Tedy;e

a’nl LA A 4 a‘

R -)E “l' = .. . A + aoo&"
Né.goben:(m matict ‘ (R- )\E) = :.()\_)go}ﬁ: + (R..,\OE) plyne odtud

E:m[ );XOWA+(RA—)\OA),_.. ]
()\-_)\o\*. (RA AhY - (},_)‘»Af.“

Porovndnim koefioci entd p¥i —-)xo) obdrﬂme

a tedy také

RA - AL = .
neboli : " RA = AOA . W/l/ ‘
Neoht Ao znaéi ¥isla komplexnd ad:ruéené s X, & & matio:

xomplexnd sdru¥enou s maticf A , t.j., A = 'Eaku
. Zém¥nou -i za 4 i plyne z pealedn{ relece /R ;re reé,lni/

PO i . RK )‘O ,
a ddle = }\ by
odtud ndsobenim s I.‘ovnlc:( /1/ obdrzime
T (RR) A =2 )\OAA .
A je#to RR=E, je ( N ‘
(1 - IO}O)X’A =0 .
Avdak XA £ 0, nebof A £ 0, tak¥e nutnd je' A

| Xo)\o =1 . ,

Z t”ohol vidime, 3o )\0 mé vsi;utku absolutni hodnotu rovnu 1 .

. Uréeﬁi vdech orth’ogonélnich mé.tio_R , pro n&% plati vztah

Kcahf B je libovolnd orthogendln{ matice ¥ddu n takové. ze
R - |R+El 4O, ‘

t.j.2e oharakterisncké. rovnice matice R nemd kofen - 1
X1 .
&takﬁe neexistuje nenulcvy vektor { x ) s ktery se lmeé.:cni
n
mbetituoi o ma.tici R transformuje ve vektor opé.éného sméru,
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t.j.ve vektor - X3 }
P
Pomoof matice R wutvo¥me ndsledujici matiol T
T= (E°R)(E+R)D .
Ndsobfme-1i tuto matioci zprava matici (E + R) , obdrifme

T (E + R) = E-R /17-1/
a pfejdeme-li k maticim sdruienym,dostancme X
(E+RYT = (E-R" |,
neboli (E+r)T = E-R" .,

NAsobime-1li nyn{i zleve tuto matici matiol R _e uZijome vaztahu
RK = E , oObdriZime
(R+EYT = R-E .
_0dtud vychdz{ ndgsobenim slova matici (R + E)-l
R+5Yt . [-E-R)] ,
- R+BL(E-R) .
Matice (R + E)"!, (£ - R) jsou zem3nitelné,jak plyne z'd&léiho,
Jo totiz (R +E)(E "R) =R + E - 8- R = £ - R% (E-R)(ReE) ,

T

fl

’

‘t.jo T

tekZe matice (R + E), (E - R) jeou zamdnitelné a podle v&ty 1l.%
jsou také matice (R + 27t (E - R} zam3nitelné. Vyohdzi tedy
T z-E-R)(R+E)T=-1 .
Tedy matice T je poloaymetrick 4. Dile ne snaano
odvodi,?¢ matice (E+T) je reguldrni,
Plat{ totiZ
E+ T = (B4R) (ER) T ¢ (E-R) (EeR)D =
= (B+R + £ - RY) (B4R)! = 2B (meR)D
takze |E+T| = 3° |EeR] "L £ O
Délae plyne zo vztahu /17-1/
; T « TR = E-R
R+ TR = E-T ,

(E+ T)R = E-T .
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Matice (E+T) je reguldrni,jek jome zjiotili,takZe plati
R= (B+7)1 (2-1) .
Matice (E+T}‘l, (E-T) joou z¥ejmé zamdnitelnd,takZc posledni

vztah miZeme podti ve tvaru
R = -mmem /17-8/

Do8li jsme k tomuto vysledku:
Necht R jec libovolnd orthogondlnd
meatioce takovd, e |EsRI#0. Pak exiastu-
je polosymetrickd matice T VYyznaea-
dujici gse tim, 20 |E+T|#0 a matice

E-T | |

E+T

=R .,

Naopak, zna ¢ { - 11 T jakoukoliv polososy -
metrickou matici takovou, Ze |[E+T{ £0,
je matice |
E-T
R =
E4T
orthogondlni a maticec (E+RY je reguldrni.

Dikaz., 2 /17-3/ plynao

4

R = [(2-1) (2 )= [@em)Y (z-1) =
= [Eery] ™ (Ber )= (2-T)F (me1) .
Tedy R'R = (B-T)70 (2+1) (2+1) 7" (B-T) = E

tak¥e matice R je orthogondlni,
Dédle plyne z= /[17-3/
R (E+T) = E-T
(R + E ~ E)(E+T) = E-T
(R+E) ( E+T) = (E+T )= E-T ,
(R+E) (E+T )= 2E |
[R+E | = 3" !E+Tl'1 £0 .
Taiée mGZeme vysleviti vitu:
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Véta 17'3 : Viechny orthogondln{ mati-

- e  w — v =

ce ntého ¥4du,R, pro né&i% [ReE|#£0,

jesou vyj4d

R

v némi T 32

feny vzoraecen

E-T

s

E+ T

naé{ libovolnou polo-

symetrickou matici F4du n, kter 4

hovi vetahu |E+T|# 0.
P¥{klad 17°3-1 : Hapidmo oxplicitnd vyraz [17+3/ pro ortbogandln:

matici

R ¥Y4du n =3,

Pro n = 3 jo kaZfdd polosymetrickd matice tvaru

-

0 u
3
-u 0 )

kdo u 2znadi ndjaké &islo.

Detorminant

|E + T

1 u

\ =1+ ud >

-u 1

takfe budews pradpoklidati 1 + ud £0

‘Jest: E+T= \

o1 Uy
-u l)

AQj(E + T) = (l "u)

Didle médme (E+T}-l =

u 1
Adj (E+T) (1 -~ 1
|E+TI T \u 2 )' 14

Orthogondlni matioce je pak

1 —uy (1
R=( ;‘
u 1/ \u

. };EB

1 n 1

-

-u 1 1 -
)'-___....2. { '“)_ NE N T

A 1
Ivud Teud

B
v
’ 1--ua

18



§ T e |
Dosadime-11 do *fé'tof.mgtioe e u = tg§ , obdrZime
. »’”‘ 3 - (céa”tf -sinkf}
- \sdn ¢ cos i
- T{m jeme obdrzeli véachny orthogonélni matioe 3. iédu,hovici
rovnxoi | ReE.| £ 0 ;v1d£me e 3sou to prdv& vdechny v 1 astn i
rthogonélni matice, i

Pfiklad.l? 3.3 ¢ Pro matice orthogondlni

" S .

3. ¥ 4 du obdriime podobnéypolosymgt:ickou matici

0 u v,v \ ' -
T:{-u ¢} W -"
| .

‘\._-v W . 0

kde u, v,?wi znadi néjaké'éﬁsla;

|

| v |
{E + T{ = I ~u 1w } 1 + ud + vaw W ’

Determinant_
: y

~

i =V =W v
takfe budeme predpoklddati,ze 1 + u3+ Pewd Lo .
Dédle urdime | |
) l*wa ' ;g“vw »v%uw" i : "‘
‘ Ad; E+ l u-vw lev® v Weuv .
\ vuw  ‘w—uf ‘\1#93 ‘
1 -u —vA\ /1+wa ~U—~VW ~v*uw{\
(m~'.v) kdj (zwr u 1o uew e awewvw | o=
( v w 1 / Vuw Weuv 1euf )

/l—uahvz¥w ‘—Qu - 2w ~BV43uN
kau-avw o l—u3+v34w3 -gW-Zuv |
" avesuw © gweauv yRSTC IR



Tedy .

1113 3,8 ‘ . . -

VoW 2 WV W . v-uw :
R = l+u3+v wd 1T 1 ByBd 0 B uﬁ-;va-ma
' 5 Cu-vw_ 1ouliviw?d . 2 W + uv 3
T LeuRevBiwd CleuBivBwd T 1ruBsvBewmd
S veuw 2' w-u v  leulyBwd
l+u3§y e 1+uB 3+w3 ’ LeuB4v8iwd
je»éXplicitni'vyraz pro véeohny prthog6n&ln£-matioeuswfédu,pro'

ng% |ReE|£ 0 .

18-

18

6§>'Unitéini matice, s - T

1 Je-1li A 1libovolnd matice,znadime matici komplsxn§;édru~'
Zenou 8 matici A symbolem L, takZe prvek a%k matice 4
ks T

kde &)y je Sfslo kouplexnd sdruzené s Sfslem &, .

Kdy# maﬁioe_vA je.v t8lese redlnich $fsel,pak z¥ejmd £ =a,
vV e u’k lidovekSé geométrii se obvykle uvafuje o |
redlnfch vektoreoh, kdeit; v geometrii
herfmiteovské ge uvaéﬁje o vektoreoh
komn ﬁ lexnich 1t.j¢v0ktoreoh,jejioh2 sloZky jsolu
komplexni, | |

3

A hermltovské/parabclloké/geometr11 ge ke kaédému vektoru

x1
(:,> prifazuge uzélté.delk&,prl 6emz ge delkou uvedeného'
x

n .

vektoru rozumi éisle

8 = i\/xlxl.:-..«-xn I&O .
Stverec délky vekioru C;) je tedy %islo,z ndho% se sklddi
soudin matice () & matiof ® > tedy

(s8) = (F) OF

8. Linedrni substituce (x*) = U. (x).

o &tvercové matici U se nazfvd unitdr nii , kdy &-°
t T aln3s formov any vektor (x*) mé tu-
té§ nermiteovikou délku js Xo p o=

V o d ntd valk+ar fv\ R



: ‘:M RS f"A" “; S ‘3.11 ‘} | , i
Ma tfiyo e "U" é 6 ,*ﬁ‘a k' ne g fvid uni ? éxni,
Podmink 2, & b y' matice U by la uni -

‘t é rni, najde 88 podobné 1ako u matic orthogonélnich Neohf

S *)U(x)
znad{ unitirni aubstitucl takée
. (X“' (=) = (%) (x)
ddtudvplyne, ;
F' KK)] [U (x)] (x)’ (x) ’

takfe . o

)

’ - A "'h\l . /‘/-u ' \. \ y~
%,E’z - (UU‘IX) = \ (X) (13 1)
Podabné"jako‘U‘ortﬁogonéinxch subsaxmuo¢,uxa§ame”ﬁe”tato~relaoe

)
- je splnéna pro Aazdy vektor {x) , kdy# a jen kdy% -
Tu=%. . - (18.3)
Dﬁkaz. a/ Je~11 splnéna rovnlog(is 3*pak‘~re}mé plati(ls q
b/ Nechf tedy naopek plat{ (18,1} pro kaZdyf vektor © (x) .
o Oznadme pismeny ik &J,k = 1,.‘.,n) éial&*maxice
E‘;U 3‘\ | ’. . |
Zvolime-1i za (X) vektor,jehoé slozky JSUu nuly mimo j-tou,
kterd jest l,_obdriiﬁe podobng Jako u orthogondlnich matic
: I
| 053 %+ | |
Zvolime—li ddle za (Xx) vektor,joho SlOAkY Jaou nuly mimo j-tou
a k-tou (j £ k), které jsou rovay 1, obdriime_podooné \
Zvolfme-li ‘konednd ta (x) vektorx;ehoz slozky gsou puly mimo
j-tou,kterd je = 1, a mimo k-tou,kterd je =1 G £x), cbdr—
#{me podobn§ | .
o Ok = %y =0 .
Vidime tedy,Ze vycbézi ' | TN
| Ojy= 1y Opp= o pTo. J,k = 1,8,00e, B o
18'3 Jako priklad unitdrni matice vezméme piipad pro n.= 3.

7/



43,
Ui7 U
Je-1ll matice " U = ( 11 ™13

y Unq W
definioe/ : 8l "8

(ﬁn 381) ( U1l Uy ) (1 0)
- - ¢ = ’
418 Hag Y31 Y3 °o 1

takZe 3fsla uj3, Uyg, ... Spliuji vztahy

) unitdrni,plat{ vztahy/podle

upy Upt Uy VAl =1, Uz upy+ Uggupy =0 (16.9)
Ujp Uigt Ugp Ugg =0, Ujg upgr Uz ugg =l |
Z t8chto vztahl plync predevdim,Zc ¢isla wuji,ugg umaji stejné
absolutni hodnoty.
" - ™ 7/ —— A - - = bty TT s i
Upy Upg= upy Ugg(ugg TUpgv ugg Ugg ) = Upg UpgeUyqlipgh UpiliqUgsiase
2 um_ugg.,ullula + ullulluﬂau33 = ﬁzluaa.ﬁaaual + ullulluaa\J.aa =
=(wi1f1 * U31Up1 ) ¥aaias = a3 Uag -
0dtud a z prvni a poslednf! rovnice /18;3/ plyne odedtenim
ujg U1 = ug; Upy .
Tedy také dfsla Uyg, Ugp meji{ stejné absolutni hodnoty.
Oznadime-1li tedy absolutn{ hodnoty |uj3} =u, {ug| =2V,

tak¥e u,v @2 0 , wmdme ’
Uiy = u oty u.=ve
1 = - 3 ’
ualzve ’ Ugg = u © ’

p¥i vhodnych redlnich ¢, \/f,x,w,
Z-relaci{ /18.3/ pak plyne
| u3+ v =1 ’ ei("‘"(f) ¥ ei(w—ﬁ) =0.
.Exietuje tedy 0¢& ¢« 321_1 takové, ze
u = ¢os (ﬁ, v_::sind) N
a z relace ai(vb‘y):: - oi(“"ﬁ ) plyne pfi wvu £0
yr- ¢ :aw-/&}-ka— 3k;
p¥i ¥em¥ k znadi celé ¥fslo,AvSak &{sla 1y, P K jeou
rovnioemi /18.4/ urdcne,a na celé ndsobky 3fsla 3T MdZeme
tedy v posladn{ rovnici &len BkJ vynechati,tekZe je
N s T (2 81?‘)
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0dtud plyne 11y y+at,,u:a§+xkx
ndme lf )014-2’ ’ “-m*ﬁt ro
8 rovnice /18 4/pieadou v né.nledujioi/vynaohé.me—-li indexy
1'% Yy X /7 | |

ull= Go'sq) ei(‘f’??) , u ' Sinsb L(yeZ)

uBl’ sinﬁb i{x t) y Mgg= - 048 CP ei (;‘“:) ‘
Na,opak p#i kazdém ay‘atemu reé,lnich hodnot ¢, y:,* je

matioe 1) ‘ '
Ty cos 49 to=m sin P .ei(\fft)
| sin @ e F Y 05 et R+

im!,\t &rnt ) ja.k se zjist{ ene’nym podtem.Vzares /18.6/ d4vé-tedy-.

/18.5/

_y8schny UnitArnf matice ¥Adu 3 .

La~ Qhasakz2222?295%.292&1ss,geazézai_@etieez |
Y§’g§. Cherakteristiockd rovnice kazdé
unitérni'mat’ioe m4 vEeochny kote-
ny/._o,a.bsol&tni hodnoté =1, ',
Mkaz. Tento v?sledek’se obdr#{ zoela pedobnd jako u matice ortho-
gonélai. Vskutku,je~1i U libovolnd unitérn{ matioce,existuje

TOZVO]j | [ o
v -l 1 ‘ | . "J
A ,U ot )\E) ""“"“"’“"““& A +'oo ’ ] /19.1/
| (A-%)
kde )\, je ndjaky koren charakteristioké rovnioce }U _MEl=o0,
A2 1, 4 ;’: 0 & nenapsané 3leny obsahu;i ko¥enového dinitele

()\—)\O) v moonlné > Ak, 3&1(02 1 daléi cleny,p&’ti".(oi k os‘tatnim ‘

korem).m. \ ‘
Nésobime-11 rovnici /18.1/ m&ticf U~ >\E = (A=) E + (U-— E),
obdrEime | U - AE)A R

Obdr me E & ( ) + s 9

| (A~NQ“ | B
a odtud porovnénim koeficientd p¥i (dx 0( ) « ™ plyne -
}o A . ~




o . 4B,
7fejmé pak je ~ TUdw PY S
) . X | "‘I“lﬁ' Xo ‘K" ,,

A

takZ%e

\ | A'T'UA *7\; Ao & A
a jeito . TU=E, Afo, -
‘{Je : o ‘ >\D ?\'0 = 1 , , ! . n

A—M
Jin¢ 4 Qkaz, Oznatue gymbolem S matioi (L0001)
‘Pak pro libovo;}.nv_ vektor (;;) = (.. ) ‘ je

| 8. (x) z (xl-a- x3+...+ X, ) .
Yeohf A = o+ 18 /kde o, /3 jsou redln{ éisla/ Jje libo~
vommohamrmmmmmmmwmm
tice l‘.’ s
It - AE| =0, |

‘ al'}ibl

Nechf .{-a+1.b)'== ( ) jo.p¥{sludny invariantni vektor |

n+ib |
l:\.neé,rn;( gubstituce o matiol U, ﬁi‘i éem.%«alnzkywektom‘-nejpou '
véeohmovn%a 3idla a,b . jsou ;reé.lni
Platl tedy . (4 +i,.,(a.+1b) = U (aib)
Jest pak 8 (a b3 ) = (8+1D)" (a-1b) = &a.+ib) U'T (a-id) =
| ‘ [U a+ibﬂ LU (a-ib)] = N
o ..r(,‘+1(~,) (aetb)] [ -2 (a-ib)]
| = (& +/f ) (a-n.b) (a.--:.b) y:(d\+/5)£~(€a«-ba)
Av8ak 8 (a *b )‘) 0 . takfe
o d\8+[j .
30 Urdeni véech unitérnioh matic .,

30,1 Definice.étvercovéth&Jmi-

teovské.,plati-...i

4 — ‘ v '

v ‘ H< «= H ,
t;;j.kdyé $igla v hlavn{ diagondle matice X jeou redlnf a
éisla symetricky polozené vzhledem k ‘této d.i.a.goné.le jaou kom-

plexné edruéené..
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Uvefujme nynf{ o libovolnd unitdrn{ matici U ¥4du ‘netého,
Pf¥edpoklidejme nejprve, e
|U +El $0,
tak¥e matice U + B je reguldrnf,

pomoc{ matice U utvo¥me matici H :

H = 1(2-0) (20) T /80.1/
Ndsobenim zprava matic{ E+U obdriime
H{E+U) = 1 (E-U) /30.1.1/

a zém&nou -1 za +i
| HEU ) = - 1(8T) .
Pfejdéme k maticim sdruZenym.Pak jeo j
(E+ﬁ'),ﬁ' =+ i(ﬁiE) .
N4sobenim zleva matici U a dosazenim U U' = E obdrifme
(ve) E = 1(@-V) .
Ndsobenim zleva matict (UfE)'l dostanome
B = 1(uem) > (B-0Y
Matice U¢E, E-U jsou z¥ejm& zaménitelné,Tedy i matice
(U+E)"l, E-U jsou zam¥nitelné,takle podle /30.1/ je
= i(eu) (Uet)t 2w,
tedy ) H =H
Tudf% matice H je hermitoovskd.
Ddle matice E - 1 H je reguldrni, nebot |
£-1H=(2U)E)? + E0)(E0)? .
= (E+U + E-U) (B40) 7 = M(mw)'? ’
takze |B-iH| = a0 [Eei™r £ 0.
Ze vztahu /30.1.1/ plyne
| (H+4B)U = 48 5 H ,
takZe jest - Ee+1iR -
U = — /30.8/
E-1H '
Odtud méme tedy vysledek:
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; ; 47 | i}
véte 30.3. Neoht U je libovolné uni-
t 4rni matic e, pPT d' niég U+E‘v£ oO.P ak
existuje takovd hermitecocv’s k &
matioce M, e matioce E-iH js regu-

, - ‘ EasH :
14rni a matilce 'Efﬁ;” je m et ic e U‘.

‘-Naopak plati*zewpro‘libovolnou hermiteovak0u~marici H, z ni#

utvofens. matice E-iH Je reguléxni,matice

' E+il '

E-i{

s

U
je un i tdrn i
,Vekutku je pak

i

v= E+ill
. EE
E+iE°
a'jeZto matice H je'herm}téovské,plati
. Eeid

U = ~——

Eeil

it

)

tdkie,piatikrcvnioe e
' v - UU=E .
Méme tedy vysledek: j |
| Véta 20. 3.: Vé&eonhn Yy uni tdrni matice
U f4'du (n2 s), pro ndt |WE|£O, jeou
vyjddfeny vizoroen |
© B4l

E-iH

i

v . U. ,/80'3/

v a é‘m-ﬂ...ﬁ znadi{ hermiteovekonu .
.matioi ¥d&du n ,V"anaéuiio(ﬂse“timyéa VRSB 0.
D&mui;ﬁmukrdEdpoklédalL,ze~matkoewaU+E je regulérni/V-daléi
uwazarohceme tpnto ptedpoklad odstraniti.
Neohf U znabi libovalnou un‘térni maticl n—tého ¥édu, takﬁe

U U = E .
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Necht ® znad{ libovolng redlnf &fslo. Pe k met i1 oe
\'\rzei?,ﬂ_j.e"' ‘t&«ké unitdrni,.

Vskutku, K = P , takie |
-\-rl/_' -i‘tf»'-:
Je tedy Yv=Uv=t. ’ ,
‘péle je  |v-XEl =o'y -nm }- e“’?}U- \GLY 8] ,

takZe 36-11 ')\ kefenen oharaktaris’ticMovnice matice U,
369‘9 )\ e 30 korenem charaktenstlcke rovnice matice V . . Podle
od.stmroe“ls jsou véechny kofeny ‘charakteristické rovnige matice

i

U tvaru ,

I cit’pl, ¢ (‘PB,. o Pr
p¥i Semi 9’1? Sl’a,...(lpn‘ zzzaéi vhod.né. reélni"éfsla,pﬁw_,steﬁé.,
urdend aZ na celé ndsobky &isla 3 .

Z¥ejnd mﬁzemé zv\olit‘i takove redlni &islo ¥, Ze
“Px"'j :‘&Jua\mod B'n“} , kde k-la,...n ,

“t. j takové sp %0 %4dné z Sisal Ml y? ya 7:',..,&911*9;'
86 nerovnd lichému ndsobku &isla ‘

N . i -
ak %#4dné z éis\,l elc(fl%- ') : 1(‘703+y; (‘fn"sﬂ néni

’aol)

rovno -1 ,a tedy charakteustloké rovnlce hoi‘e;éi ma.tioe v,
v ni% y znad{ toto &islo,nemi ko¥en -l. Existuje proto hermi-
teovsks mat}oe H takovd,%e E«lH £0 a |
i‘f’ | EeiH

V = - ,
, - E-iH
neboli '
, -1 E+iH
" U=zoe ‘70 s ——
-E-iH

Méme tedi vysledek: A
T8te 80.4., Vdocuny unitdrni mati o/e" N

n-téhe ¥ddu j s o u vy'jé.di*e.ny vzorocenm

|
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v nbd m% % znadi h eIrm it eovskow ma t -
el f4du n,s P rodlnd 3 {slo.

gofsf‘Piiklad VYPOétéme expllu;tné viechny unitdrn{ mstice dru-
! ememme————— 1EN0O rddu Zvolme takovou libov. lnermit

néko FAdu,aby |E-iH| # 0 , totiZ matiol At maticd g g
}3 a b s : . , .
H ={ 11 | 3+i 15) - - ’/30.5.;]_/
- 13— P13 %a3 L o

J

'Pf‘ 59’“5’/51} lz,ahﬂj 13 jsou Sisla reélené“edxné ne-
_rovnosti '

1 - ig;ll~ ﬁ;iala+bia‘ . -
gl 1-i6 O - /2,0'5'?/‘.
To znamenA, s tato ¢isla sblﬁﬁji na.noirnéat | |
Laad 0¥ _ajjagy - L (ayeagg) 40, - /30.5.3/
taxﬁa,aldypoiAjedno z cbou‘éisql. A l
' : | a% +0gg

: :
L+aly + big - 311%a3 |
;}e ed nuly ruzne Jo-1i vaak &ll+a33 =0, t.3» 7333"7"\*"3'11.4\,35 )

+ar 4 a,_ 7 l. Ja-li 1+a’ 18
Mlgwallgh | 12 811855 = 00 i€

“ o . \

a a = :
11732 1‘”&12“’13 >0,

atedy;obé 8{sla allgéaa ‘jsou_od nuly ;ﬁzna a maji atejné |
znamériko,takZe “ - \

| n*‘aa £ O |
Vidime tedy,Zo at zvolime H ;)akkolu,;ezwdmwwvthéno
vztahu /?0.5. a/u » ) . y

{

Jest . | 1-18%; 184 a=b.
| hdj(B-iH) = ( 1833 137P13 )
& ddle L | , o
. o l+la ia__-Db { l-la_ ia. b
. , * ) 3 88 187 13
(B+iK).. Ady (B-iH) = 118 e | IR | a
ia 41 l+ia ia +b 1-ia

18 13 23/ \ 13 18 11



50, s

ja tedy
(E+1H) Adj (B4 = “ll“aa Rartlgsttaragy)  -B(oia-tegs)
3
B(bla$ialé) l+a1f1§a-ala-bla_i(all-a

A4l By —b13+i(@ll-a333 33(( b13¥i&13)

5 8.
1818559075+ 31 (811 4250) 1“311333*9‘13*“"13“1 (9‘11“33&3 :

3
blg+ia12 1+allaaaua

3
. 1‘13"1(&11‘“33\
lea) Bpgtelatb) —i(a) 48g5) 1-81j8g488 b5 1 (o)

jeexplicitni vyraz pro viechny unitdrn{ matice druhého ¥édu.Tento
vyrez se ovdem d4 pievésti na transcendentni tvar /18.5/.

3l “Poznimka ¢ maticich,které _danoy matigl o¥evdddifl v, sebe.

Nechf A je dand 3tvercovd matice ¥4du n .JestliZe ndjakd ¥tver-
covd matice P *F4du n md tu vlastnost,Ze *
PApaxa \ /a1.1/
¥{kdmo,%¢ ma t i c'e P pfevddi matici A .
v sBebe . B
‘Aby ndjakd matioe P -prevdddla matiol A v-sebepmusi vrSaruwlti
sv1AFtal Viestnosti.Z téchto uvedme-jonom tyto: |
| 1.,/ 2 relace /28l.l1/ plyne

[P’ |AtolP) = Al , t.3.

2L al =140,
Jo-1li tedy matioe A reguldrni,t.j. |A| £ 0O , jest

| P81 =1,
‘tedy |PI =%1 .

it

i
(0]

V8te_2l.l. P

ni matici v sebe ,jeest jejd dermi-

v4d{-11 matice P TregulAhdr-

nant [Pl=Xy,

i
[
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b s fi nioe, ;e;liffPi §V+‘l, pravime, e /t;r & n s for.
m'a 0 6 maetice A v scbe je viastni,V drubém pF{-
padd fikame,ze trangformaoo je‘ noviastn$, o
Vétazla.‘l‘r\a.nsfermuad—li_m‘aticu b
matic i A v sbeo, je ma t icoe ‘P Z2 8 ~ -

ndn i\t ¢lnéd '8 ma t i © L AT A

¢

Dﬁkaz.;z relace P'AP = A |
| plyne  p Tl o a7t /
a odtud (P~ 1, 1p -1 (p’A"Py=a"%, 0,
St Pl () a%p s Pt
tedy Pl (amla)p = ATy

odtud ihned vychézi ndsobenim zlova matioi P
AR rap (A7) L

V8ta 21,8. Je-11 A rogulérnf{ matioedpek

A7 tran s‘f cCTrmuie mae tioi A YV Beb e,

a to t'ran 5 formaci vliastnli .
" ‘Dlkaz, Jost totiz | . -
(A7) (AT - rA A A A e A (aa7h) 87 .
= A(a)lEs’ -r{(&)‘lAj; E=4 -

Déle jo |a~lA) = [a7Y. ;A}f = |a)-1. gAl’ =7'—j:..i. 1.

Poznéduka, Zvcvlimc-li zv148t8 za A matiol jednotkovew

I , vidime,Ze vBooky matice R , kyéré matici B prevdddji v

\

sebeyhovi vztahu RER=E ) tejo

‘ RR=E , _ -
takza jsou tc maticoe orthegendlni. Kaﬁdé orthogonélni matioc
) mé tedy vlaatnﬂqti al 1~ 91.3 /krcmd jinyoh/, ale 3ak vidime,
jeou v#roky vét  gl, 3, 8l.4 prC ni triviélni
Kdybyohen definio; tranaformaoo matioe 4 v aebe matici Q.
ldefinovali vatahem ° ‘Q AQ=24,

obdrZeli byochem podcbné vyaledky,a jako avléétni p¥ipad pro

A=z% Adosta@;;bychom watice unitérni- o Sy



‘ e ) - BAa.
@ Racioné.ln:( funkcg n;a.tj.o.
Nech‘c A “znadt libovclnou dtvercoveu matici ¥4du n , Matici

7

| A.A ; A (d\ pi’imzené) znagime A* /viz edet.6/.
Z aaaocia.tivniho zékona prc ndsobenf matic ihned plvng
Ad'a Aﬁ = A:}H'(5 . : /83.1/
Klademe-11i A% E , plat{ rovnioe / 28. 1/ 1 kdy# nbktery z
exponentd je O . Joatlize A.‘ je T o g‘u,l 4 rni, takZe
existuje a7t , znadime metiol - '
CaThatl L A"l/ (ol pfiirozlené) symbolem A"'df, takZe
\__..,_*‘N_m%_**' ) _ i . d i ‘ ) .,
A AT x (A'l}
Rovnioe /88.1/ plati,i kdy% cba nebo jeden z—expomentd-jsou

3

zdporné.Jsou-1li oba zdperné, j¢ to zi‘ejmé,neboﬁ‘prc oAz -,

Be-f @ fo0)e  w B el
K, AR oAt AL g oAl ic,A—l =2 a7t o

kw3 - > L
:A 0( /3 ‘=A (d “Lﬂ):AD("“{J ) . .

»
Jo~-li jenom oA zdpcrnd a ja-—li na pf. - A < /3, je

ﬁ;w:l. é‘*‘ﬁﬁ = 471, A7, (A“?A)A.Q.A = .,;r ‘ ;\,,;A,,
= A.ul_{- = AP+ed) -, odtud plyne v;‘rulodek e /3

T , , ; :
Véta.asl Rovnioce 4%, afs= A"“li‘ pla.’ti pro

véachny -expo‘n‘én\t\_y 'O{@lé ne‘z’épo"r-"‘
né a j‘e—l‘i A gegu,l‘é.\r'nii,ti ;,pr"o e X p o-
nenty 'zépor‘nésof‘ | ‘ \
, Déle pla’ci.tyto'véty: ' o _ .-

o

Jésa. BB..B : Pro kasdé celé o . je E¥=1% .

o G bos dny st B it

gggg_gg_g : Jo-li & 'libgvolné. konstént?., ¢\ celé, jest
(o aiy~ =& 2% |
| existuje-li matice na levé strand,
 Vita §2.4 : Pro & oelé jo (6% = (A%

©° exiptujo-11 FC
Véta 82.5 £ lA"‘j jal¥ pro véochna. celd Cﬁ,

- s o g o o o

. existujo-li A‘* .



| ' B3 . |
pefinioce , Noohf g(x) = aoxm + a.lxm-lq-...q- &, 2nadl
polynom stupnd m (3 o) , takie 80,87.4.8, 2na8{ konstanty,
z nich¥ alespon ao¢ 0 . Nechf A je libovolni étvercové..matice
f4du n -,
uatice aA™ & &y AT 4, 4 &y A°
ge naz¥vd polynom /otupnd m/ v matioci A a
znadi ae ga).
Tedy g(d) = e A" + alAm'l ¥owot 8 A°
Ke kaZdému polynomu g(X) a kaZdé dtvercové .matici -4 miZems”
p¥ifaditi matici g(A) wuvedenym zpdsobem.
Plat{ tyto véty:
Vita 23.6 : [g(A)}' = g(s’).

. st st W e i -

Vekutku, jest
R\
[g(A)] = [2oA™s aja” v a A°_] = { & A") (alAm 1)-!-0';-0'*(&-on)'=
= a (A7) % u (A1)« g, (A")° = g(d") .
Vé8ta 28.7 + Ka 2dé dva polynomy v mati-
ci A jJjsou =zaménitolnié.,

Dikaz, Jeou-li g(4)

Bgh+ agA™ 1 4. oe 8 A°
8 n(4) = bA¥ +ba¥ 7l 4l e ma®
polynomy v matioci A , jest kaZd4 z matic eagA® ,a.lAm"l,..,a.mA°
zamdnitelnd o kaZdou z matio boAk,blAk"l,.g.,bkAo , & tedy
té% polynom g(4) je zamdnitelny s polynomen h@) .

V8ta 83.8 : Jsou-11i g@) , h(d) polynomy‘ v
matici A, a kromé& toho je h(A) re-
gulé,»rnf ,yjsou polynomy g@), [h(A)]_l
zam»énitelné.

" Dikaz, Polle vSty 33.7 jsou g(A) a b{A) zaménitelné,a tedy
podle; véty 11,7 /otr.35/ ta.lf:é- g(d) , Eh(_AZ]"l jsou zamé-
nitelné., ' |
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Definioce, Jsou-1li g(% ,h(A) polynomy v matici 4

A
& h(A) je reguldrni,jest matice f£(A) =ﬂ-§£;l~

_ hiA)
definovdne o nazyvd s68 ra ciondlnf funkeces
v matici A,

Plati tybvo vity:

V&te 22.9 : [._g_(_ﬂ]': g()
““““““““ n(4) n(s) °

Vekutku,levd strana je
(s®) P@IM) = (Bw]): [ BT s0) =
EE)
n{a") -
Véta 23,10 Jsou-1L1 matice A, B zeameni-

0 m——— i " S

—

telné, je kxat2d4d4 raciendlni funk-
ce Vv matici A zaeaménitelnid s
kefdou raociondlni funkci v ma-
tici B.

ionédlni

@
H
©
o

Ddisledek:Kaidé dyé
funkce v matioc ﬁ A jBeu zaméni-
tclné.

Dikaz, Jsou-li matice A,B zam&nitelné,je Aj zemdnitelns
s B* pro vBechna celé j,k 20 . Jost tetiZ
sI5* < boh...(4.B) B..oB = 4.0 (34) Bie.B =

J k =L ‘ k-1

it

o L] . = v e v 0‘ . : oBA-c-A . B-OvB =
A,..A,BALA B,. B=PRA f@ ? +.B = B :

i-3 k-1 j k-1 i k-3
= BOOJBOk.otA = BkAJ v.'

e e R

ok J |
Tedy kaZdy polynom v A je zaménitelni 8 ka?dym polynomem
v "B . " . ’
) 81(A) g3 (B)

)
hi(A) ha(B)

Jeou-1li tedy
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11bovolné raciondlng funkﬁe,je kazdy z Dolynomﬁ g1(a), hl(ﬁ)
zandnitelnf 8 kaZdym u pelynomi gu(B) , hg(B) . Toly i ka¥d4
-z matic gy(A) [hl(u) je zam¥nitglnd s kazdou z matic
g3 (B) ,{hB(B\} . . Tedy g1(A) . {.hl(u;f'"l jo zaméni:w“s
gg (B [n(] 7" . | *y

(33). ,Mmraktcrietioka rovaice racn.ona.lni funkce v A .

M e G, s . T U, S, e 90 i, e, (i S, S0l o B, SN o, S P Ot gy P "0t it

Nechf A je libovolnd &tvarccvd matic'e ¥d4du n ,
Vime,%e k matici A prisludi urditd t.zv.charakteristiokd
rovnico,t.j.rovnicc jA-XE} = 0 /odst,l4/ .

gLa)
JestliZe —-— = £A) 2znadi libovolnou raciondlnf{ funkoi v

matici A4, zgxgytato racmné.lni funkce také oharakteristiokou
iovnioi,to’né
l£@4y - A8l=0 .
Mezi ko¥eny -charaktoristické rovnioe maticc A a matice f(A)
plat{ pak urbité vatany. |
Veta 33.1 : Neoh¥t gd) je polynom v A,
Detqim\inant 1g(a)| ja‘ resaultant po -
lynonu g(X) a ch‘a.ralk‘terixs‘cické
funkco |A-AE] matice A, - )
Dikaz . Neoht | |
g) = 8o A" 8 Yeivee gy = ag(0b) (M hg). e ()
kde hl,ha,‘...hm zna,éiv ko¥any -algebr.rovnice g(MN=0.
Z¥ejm& je 7
g(A) = a A 810" Ne, v &) = 8, (4-hyE)(A-hgE)...(A-B, E)
a tedy  |g(AM = 8, VABE (L ABgE |, b Bl . |
Oznadme y()\);!A— ME| charaktasristickou funkei ina_,tica A,
Vidime, 2o jo . \
t QSCA)§=~.&¢,I1 @Y (hy). sa(hgj... wibg
takZe v3ta je sprivni,



- | -
Poznédnka '33.1.1. Necht .Xl, )\3,... A, znaéi koi‘eny
charakt:eristi’cké rovnioce ]‘A-— X’El = 0, t.j.rovnice ¢f0\)..
pak jest

| tf()o- (-1\ ()\«)@ (x-)a)... (A-—A,Q
, g(A) ‘ = ao . (""1) (hl")]) (hl"‘)\a\\ X hl“)‘n)
| (-D" (ha—)\l\(hg-)\zj... (8g=3q) -

. ’ . O ¢« e e [ . . L] L] L] . .

o D) (Byoh) (g (o) -
W= g0 g0 .- 80
P o\"z ndmka 23.1.3. 2 vity 23.1 plyne/podlevliastnosti

a tedy

resultantu dvou algebr.rovnic/,%o matice. g(A) je 8 i n g u-
1 é,. rn 1, kdyz a jen kiyZ algebr,rovnice .g()x): 0 & ché-
rakteristickd rovnice 970}: 0 metice A4 wmaji spolodny ko¥en.
v¥te 83.8. Necht >‘l?"">\n: jsou kofeny.
charaktefistiok:? r'ov'n'yioe matice’
A .I‘.Ief‘oh‘t'. f(A zneadd{ racionédlnid
funkci v matioci 4 . A
Pak T2 = £ 20 ees £hg)
Dikaz, Je-1i ,f(,A)_' p o l Yynom v rha.t‘ioi A, jefvéta

7

gpravné podle vty a;.l./poznémka 83.1.1/.Neoht tedy
| g(4)
f(4) = m )
kde s(), n(a) jsou polynomy, |u(4)] # 0 . Pak-jest
’ ' le)l = gD . grg)ees 80O,
R = = (A} . h(}\a)... n(A)
If(m- e (Al B@IT = g0 g0 [h(xg... m(\ )

g0 g ehp. .
o= . . X ~ = f(x ). fx toe f)\ . -
h()\l) , h (>‘ 3\) ’ h(}‘n\ | .l \( B)\ ( n)

V&te 83.3.: Necht >\1,‘...>\n j»s;‘ou~.kofeny

charakte;‘iekt‘.iéké rovnice matioce A,

- -’
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Neoht £(A) znaé{ raciondlni fun ke
ci o matici 4,
Pak ko¥eny charakteristiokdé6é
rovnice «matice f(A) jsou
{ONRIPRE 10 P PRORYRE {0 W I
Ddkaz, Pro ka?dé &{slo A jest
AAC -~ £(4)
raciondlni funkce v matici A , Tedy podle v¥ty 23.3 jest
| NE-£(8) | = INAO-£08) | = [‘A.x‘i-fml\}p\);-f(x A PAg-g(aN] =
=[A ~f(>\l')][>\—f(>~3)] con [EOADT

Avidak leéé strana rovnice,aZ na znaudénko (~l)n , je charak-
teristickd funkce matice f£(&) , kdeZto pravéd strana jest
;}ejiiz rozklad v korenovd &initele. |

Pozndmka 333.1. Necht (f(N\) znad{ charakt.funkoi
matice A . Podle posznduky 23.1.3. je _y(A) singuldrnf
matice.Podle vity 25.3 wd charakt,rovnice metice y’(A) ko~
Yeny: nF(x]),&f(Aaj,,.. ?(Anh’ P¥L GemZ  Aj,.ee Ay JBOU
kofeny charakt.rcvnice matice A , t.j. Sp()(): 0.

Tedy ¢ A\ = (f’();a, Z ees = ({}()\n} =
Je tudiz [p(4) - XE} = AR,

Q Minimédlni polynom matice.

34. 1*55_;-5_;-n~;_;_;-:-_ﬁggﬂf A,B,0, ... znad{ Stvercové
matice téhoZ f4du n . Tyto ma t i c e se nazyvaji n e-
z2 4dvielé, kdys rovnici

al + bB + c0 i voe = 0
kde pravd strana znadf maticli nulovou,lze vyhov8ti 3isly
a,b,0, +» jon tehdy, je~1i 8=bs=cCcz= ,40e=0,

Jinak se matice A,B,C .., nazyvajf z d4viselé.
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Na p¥.nezdvielé. jsou matice

: 1 0 0 1 0 © "'050'
L (S PR G T (O Y
11 0 0 13 \0 0/ 21 \1 0 a3 \o 1

- nebof rovnioci

i’
(@

t.j.rTOoVnicC (a b)

lze vyhov8ti jenom tak,%e a =b=zc=d=0 .,

véta 34.1.: Ka 2456 tvercové matice n-

\-—.._.-—

iédu RAiBgseech g, kde k21, tedy v
nfk 8

s

podtu veé&tsim neZ n°, jeou z4A4viselé,

Mkaz, Rovnice

“BA13aoAs te..t B AL = 0, kde T = ook
zestupuie celkem n® line4rnfch homogennfch rovnic o r =n3+k

neznimycht a,,ae, s, 2, » Iyto rovnice maji,jak-znAmo,netri-

vidlni ¥esoni,nebol nezndmych jé vic neZ rovnic,

Poznédmkea 24.1.1. 2 této viy plyne,2e ke £d4 ¥
8y 8 t_é m nezivielyeh &4 vercovych
matic ¥4du n obeahuje nejvyde

na matic.

Ne druhé stran® vdak snadno dokAZeme,%e af zvolfme pr¥irozend
i{slo p~é:n3 jakkoliv,vidycky existujf matice n-tého F4du
.v poStu p , které jsou nezavislé

Vskutku,stadl{ zvoliti matici typu //p tak, aby m&le hodnost
P . Oznadme JeJI Prvky



%11 81y e Bl . -
Wl 43 .-
alz a-la ans &la \ _
010 .l 03- l\\ * » .pa i
) 1 %1n-*** % _
nd L} L] ’ . . . L] L] Il -
1 ' 3 P
a'ik aik MR alk
T ar  u® ... a P
nn nn nn
e —— \_,f*"‘-——”"“"y
' P

Pak Tovnioe

1 5 P
ol &ycr %y ‘lm *o.w0ay =0

C nezr;émich o 1"'0(8’ ‘e .'Xp Ciscu n_eén.v:x.slé a lze jim vyhev3ti
jmumt&kée'dq.=dé=..;:&r—-o.‘ .
Tedy matice'\ Al_ )aik)[, kterou tedy utvofi{me z prvkid prvnihd'

hsloupce, A= jaik[] kterou ut v . ¥ {ime % prvkd

_ dru h S h oo eLuupce,..Ap- [ zk:ﬂ’ kvereu utvoiime
z prvkd p-tého sleupce, jsou nezivisle -, —.

.3, De fin icoe L Heoht 4 je dtversovs watice liﬁovolw
néhu ¥sdu n . V Fedd matio AV, 4, A? .—'.',. existuje matioce

AP takcvé,ze-mafioe gO,A,'AB,;..Apb;_jsou nezdvieldé,
kdéito~matice %O'A‘ Aa TN Ap’l AP /jsouy 2 4vielad.,
Neoht & ,ay,.., 8, znedl takuvd fela, e |

' pA =0, kde ag # 0 .
Pak pulYnom yl})c a,'lp +fa1;}?hl toord By o
ge naz?vé miniméa 1 n{ polyncvca ma f ioce A,

8 Ap+ eulAp“lh Lot oa

Peoezniwka 24.31, kieimdlal polynom matice A jest -
jednoznadnd urden B3 na konstantni faktor,ktery je od nuly

. ) .
rizny.

Vskutku pla.timli gouda r-m‘l o .

;' ’;p‘.‘ alAp J"r’ $ e e - &ph - 0

boﬁ.p-& by aP” Lo e bA® = 0, kds agbe # 0
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pek v pifpad®,Ze a,= b, , obdriime ocdedtenim obou rovnic
a;= Pyseeo ap= bp, nebof AP 1,._.. 4° jeou nezdvislé,
v ptipadd,fe ay £ Dby , jegﬁ

21 P\ ,e-1 f%F b3y ol
0

ﬁo bo a4 bO
g tedy - !’
{
B 5'1 P
5 bl = 0ee & .6-; = (W [konstantni faktor £ 0 /.

24.3, Mozi charakteristickym polynomem y’(A) a minimdlnim poly-
nomem 1/}()\) , pat¥{cimi k té%e matici A ¥4du n , platl urdité
jednoduché vztahy,Abychom si odvodili,dokaZme predevidim tuto
ddileZitou TEtuL

Yéta. 84.2 : Nechit A je &tvercovd matioe
libovolného ¥é&du n., Neoht ﬁp();)jeet
jejld oharaktoeristicky polynom,
Pak meatice L je mnuloviéd, tej. y)(a)so.

Dikaz, Nechf

gﬁn\)a A= AE [ = 0¥ 0300 eeiut 0y , kdo 0, = (<D
Matice 44j ( AAE) wi ze prvky algebr.komplementy prvkl ©
determinantu | £-XE} . Tyto prvky alk jsou tedy polynomy
stupné nejvyse n-1 v proménné A |

2’ & X7 &, h , takZe

h=o
Ady(a-)m) = el o)) $3 Xh I= ?:7:: X AN ::1 N

! n~o
p¥i CemZ A znalé{ matici

h

N @110 »er By

n = : :
arzl]h ese annh

Podle  definicg matice Adj (A-MEY) je
(b= NE). Adj (A-AE) = |A-XE[. E ,



6l.

: . n=l h . S
takde (A= AE}, A = (% h |
. : hzf;é)\ h (\d'xz:'z'o On'h)'\)m oo
, ) n~l 4 el n+l T :
odtud plyne -~ A S N A - 3 A w2 {0l g )R
& }'12;8*)\" h : hno."x_ b ‘rhﬁe\cnf'hn)x :
porovndnim koeficientd p#i )F,;},)@;q., N - obdrzime
Ak, = O |
AA]-—AO = On"’lE’
Mg-Ap - = Sn-gks
Abpa-hpg = GE
"‘An__l = OOE .

‘Nésobme zleva ,tyt’o rovnice po Yfads AO,A, A

obdrzime ___

B, At & sedtéme,

3 n l |
Moe{a Al~ Rhg)+ (A Ag-d’ Al ST An 7 %_j’\ A o= ¢ ()
Jak pa.trno ge véeohny soudiny na levé strané navzé,gem ruli.Je tedy

i

¥

| 50 (4 = o . {
P !‘ i k1l & d K ﬁ'ech%’ - A = / &ll 8.18 S
Ka‘El 833 /
Pak N R | ) .
811-A 813 . - 3 L
31 2g-\ ‘ e o
tedy 3 - ' 187381
P(A) = N— A &1“*“8‘88;"‘ &haas*ﬂlaﬁal ' a
Dédle Jje @ *
PO 311513) (&11318> L | . .
- = &gl :
, 2g128a/ \2g1803 k 11y -2AL | 1%13%818%33 .
3
| \ 11851480858 8185 %83
'I‘Gdy" i 3 . o '
811 *81g%a1 811818

'

9

7

. 211831483183

8y &18"'8‘185'2’8)

-8
8] 9%g1%83p

) (‘11*433) +

I ( ,

&a18p3
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.

* (i O). (ﬁfaa-ﬂlaaal;

odtud obdr Z{ime \F ( A‘) : ) -

(%ﬁ%&ﬁ*ﬂ@n“w“@u%wwﬁm %ﬁmwwwr%w%@aq
a11a31+aalaaa- (B12+a33Y8) , o) gag ey amaas)aaawe 128g3]

takze
‘{’(M"‘(O O): 0
. 0 Q

Poznédmkea 84.8.3. Zvétyad.aplyne te atupenmj,aimé.lnﬁ,r
polyrronnf lrbov‘qlnﬁ“mat;% n-tého FAdu je * n ,
Poznédmka 0D4.8,3. 2 vity wa.plymmoafem 26

ma.tioe A°AA,...Angsq1. v:%dy zé&vielé,
Véta.843 Nechi 4 ;e &tvercovd matice |

Son st

'1ibov.i‘é{iu.n.'Naoh€}4’(?\’)'3‘9-81; jejd
minimdlnl polynom. Xecht g(d) je
'iibo&voln}?’bo‘lynom,p‘ro néjiz
g“(.&)rzo.Pawk polynomn gi()\)’je 48114% -
”telny polyﬂome_m'llu‘()\;i_
Dﬁka:z** D&lme polynom g (A} polynomem L//( A e Pa.k plat{ ;
| gO\) = g a (™) v zN) |
kde q (A) znadf podila T (A) z.bytak déleni,xtexné.mwen
ni#8f nefli polynom \ff(k) 5
Odtud plyne .
L 0=g@)=fGLQ&)+NM
ProtcZe 'q/(A‘) = 0, plyne odtuda r(4) = ,
Jeite pak YJK)\) O je rovnice nojni¥sihp stupné které matice

A hevi, a protoZe T (A} je stupnd nizsiha nel VJ{}\) , Je

‘nezbytnd r(Ay =0 ldent1eky /pro ka#dé )\ /e

Tedy =~ Z(A) = wir). afAny , |
to znamend, ¥s minimdlnf polynom VJ()') d81{ polynom g(?\)



poz'n'é.hmrxk.a 4. 3'1‘ Je#to podle vétaﬁaa.A 3. je
haﬁaktariﬁtick? polynom kaédé matice A déliteln? minimélnim
polynomem, je ke ztdy ko sesn min i m é l niho
.polvn'omu s'oué&sﬁé{ kofenemvchar‘ak‘-‘
teristic kK 6 h o PpPc l.y nome . _', ‘ . l
Eét&244..'Nech‘EA j e éuvaroové, ma.'tioe'

g o 0 e S Y G

libovol nédho *44d n, M 1 nimédln i p o-

u
lynom w(j matice A je roven podilu

[ON
B

cherakteri svt~i'o k o polyncocnmu gﬁ(k)

{ho 8 ﬁ ocledného

91

matice A a ne jvét
aslitele Evéec‘h wmincrd (l)-ho ¥ddu
o‘r{“ar‘akt eristiocxsho de—j,c e‘rmi’;ne.n“t'u
A= ME | .

Dikaz ., Ozna.éme Py new‘véﬁé:’. s-pcleéni d&litel véech minord
n-l) -ho ¥ddu charaktsristickéhe deterninantu |A- EEE
Rozvinema-li tento dote sruinant podlo uapla.ceovy v8ty podle ,
prvkd z_xékt.eré-ho *adku, jsow v tomto rozvoji koefioienty t&chto
prfrlol ‘;}ejioh a.lgebr.kompiamanty,\tedy ninory {n=1)-ho fddu,ndsé-
bené 1 . Je tedy polynom t:)(‘)\} délitalx}}?ﬁ polynomem ~ d (X)),
takie o | |

w)\\- q()\). d{k) o /84.4.1/

o¥i 6em4 C%(/\) znad{ vhodny polynom stupnd 2> 0
Jest (A= E). Adj (8- 2E) = @O).E . .
Prvky matice Adj (A-— AR meji nejvétaiho spol d¥litele d()«)ﬂ
takie jeat

Adj (A—}\E\ = B4
pfi éemz B znaéi vhodnou matloi Jegiz prkY nemaai spoleiného
délitele v A

Tedy jast o
d()\). ux.-)g:.,B w A7) .d(A), B
e $edy ‘také e T e ,,
S - (A—-‘A:e:}la = iy B - /84.4.9/.

]



| 64, _—
Necht o zna.éi etupen polynomu 4 (A}, Pak poddl q{k) je
stupné nc-c( 8 prvky matioo B gsou polynomy etupné nejvyse
n-li K ' ] \

/

PoloZme . .
| n--:L-«)E T n=«" - 3nh -
e = 5 a N
h=o . B d . hzo BmAR
pfi SomZ 6véerr- ‘31""’ Bn-l—- - znad{ vhodné matios.
podle /34.4.8/ pak méme
. n-l-o{ pe! " 'h
(A-.AE}?T"}\Bh_ 7 o M E .
- h=c = :
" Srovnénim koefic_iantﬁ p¥i )2, ), )\d, ceey T obdrdime
S AB-By =g g B
e & o o & 2 2 s # » 8 e
ABl’l'-l.“ an-—ﬂ-—- W F al‘E

“Bpal-o =8 B .

Nésobi’.me-ﬁ,li tyto roviuioce postupnd A%, ... s a selteme,
dostaneme | c ‘ '
- 3 - n-o-l_ n=-% _

= ABy#+ /A Bl-ABo)d*-...-t-A Bn_l_, ~A Bn_g__o‘ A" Bpi-w®
= aoa‘? —d * alﬁ.n ~l+...+~ 8 _ A = q(A\ ‘
tedy o a(A)y=0 .

Je tudfz /podle v3ty 84.3/polynom q(\) délitelny polynomem
W/A) . Necht )(()\) je podil,tak¥e -
q:)\\ }\(/\) ?7(/()\) : - /d4.4.3/
Uka¥me nyni,?%e naopak polynom y/( }‘) je d8litelny polynomem
(2( /\) ‘takie X()\) je konstanta rdznd od nuly.
Vedle >\ uvaiujme o daldf pz:omérmé 7. Jest pak
YN D= CO-9). ¥,
‘pfi Sém% 9'/1/; 7?) znaéi vhodny polynom v )« 'IZ 8 koeﬁoienty

v uvaﬁovaném éiselném téleso.
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| 'odtud plyne

| C WNE - ) = r‘xm-A) 'f' o, A)

Av8ak t//(A‘) = 0, takic

| WINE = (AB-A). W A .

‘Nédsobenim polynomem g {X\) obdr z{me -
Wl aid. 8 = (AB-4). a(X). F6,4)

Dosadime~1li sem za QqF\'E = ('A-.XE'\'B /oodle 24.4.8/ , je
YO (A= MEYB = - (8- AE). @O, Fa)

Avéak detérminan* " JA=—AE ]/ mnoni 1d.0~11;10ky roven mulé ﬁ*‘tedy

-

existuje ma.t:.r*c (A- AE) 1 .Ndscbimo-1i hofejséf{ rovnost matict
(A— )\E\ l, obd_ {me

%j{)\)&B - q(>~) /)\ A)
Proto¥e-prvky matice B newajl spoledndho ddlitels v A ,
existuje ke kaZdéwu kofuncvému Sinitell ).-'}Xc pelynomu Cg()\}
alespon jeden prvek v matici 3, bjk, ' ktory neni d&litelny
timto ko¥enovym Zinitelem & tedy ani polynemcn ;\,\ ;.0, s

kde - « znai ndscbnost .koi"enového”éinitule -)\ V- POly~ ’

0
nomu 2(/\) Oanaéime-ll P ik PE vok v j-tém ¥hdku a k-tém
eloupqi matice 11‘ (M4, plyne z posledni rovnosti
| W(A)Dyy = :z(.\)[ V] s ‘
takZe polynom 1//(,\ je délitelny polynomem () -—)ﬁ( « 4 toho
soud{me, ¥6 polynom 771)(’41/ jast délitclny polypomom CZM} .
Je tedy v /84.4.3/ P :
| XN 5 konst. (£ 0) | /84.4.4/
takZe ’
L}D(}\L konst . Y Ax. dm, , a tedy

- konst. 1'()!/\)- < {i‘i

Joto ‘t/)f)\‘ jo minimiln{ ool,ynom 3@ ta.ké konst, y;(/\) mini-

wédln{ po lynom .
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f .

yéta 284.5. Kaédy kd'fen charakterdistio-

o et e i P

kého polynemu li.bo’\‘rol.n‘é matice
A je‘ kofenem 'mirni\mé.lniho polyns -
mu maetioce 4. | e |
Dm;az. 'V'akﬁtku z rovnice / 34.4. ‘é/ plyne
| Ik= XEl. Bl = [q().&f‘) gl , .

L aemz ‘n znad{ ¥4d matice A , t,j, podle /34./1»”3/ a /3444.1/

R"/PNE Bl = [konst, gf(,\’f

Y [B] = kenst . [y(N]" |
ggiklad.‘ Nalézti minimdlni polynom pro matici A

o -1 1 0\
A= (-3 1 1 -1 | 2
S8 -1 -1 1
0O 8 -8 0
Charakteristiocky dsate.rm}inant ]
I “x <L 1 o
o= | eain 1a | o= N
3 ~lf1l-A)1
0 8 -3 -a'\
Minery 3.stupnd v ho¥ejdim determinantu jsou
SO0y, e, ea,
A0we), R0, -, aaa(hea),
A0-8), ¥ LBO-), —aA(A-8),
P U ST SRR 0\ R
takZe jejich nejvdtat spoleduy dénte,l d()Q 2. Tedy mini-
méln{ polynom matioo A je |

‘\ y/()\).. ﬁ!—’i— .
i | d(A) ‘
To znamend,%s A # O , Aaﬁo, aviak A% = 0 .
. g . -
Véta.8464 Nech t **S—lje raciondglntf{ funkce

Sl h(A) : o
v oA : , SR
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Existuje polynom p(A) takov?,‘ e

g
h(d) .
Dikaz. Necht )*1')‘3"-”% znad{ kofeny charakt,polynomu (f()s)

matice A & necht opdt l/)()\) znad{ minimilni{ polynom pro 4 .

. Jeito ’
|h(A)] £ O & /podle 33.8/ je

IR =10 . 30 -vs 80
nevymizi h (X\) pro %4dné z 3{sel A1 hgrseddy » Tedy zddny
ko¥enovy &dinitel polynomu 50{)\) neddlf h (A) a tedy podile
pozndmky 24.3.1 ani Z4dny ko¥enovy &initel polynomu W(X)
neddli h (A). Tedy polynomy h()) a su( A) jsou nesoud,élné e
existujf{ tedy polynomy p()\) y @ (W) takové,ze

a(M). p(X) - W alX) = g(X)

Tedy jest n(A). p(A) = g(d)
a odtud PA) = -g% .

0 maticich nilpotentnich,
Véta 34.7

Ot s e W s i D

e

KdyZ2 & jen kdy¥Z charakte-
ristickd rovnioce matice A mé.“
védeohny kofecny Tovny nule, je
230 p¥i vhodném oelém kladném q.
Dikaz. Oznadme Aj,...,h; kofeny ohaiakt.rovnice 50(;\):: 0
matice A , takZe )\% y )\% yess )\% jsou koi-‘eny charaekt.rovni-
oe matice A9 /viz v.33.3/.pfi kaZdém celém q . JestliZe tedy
je pro urdité oelé kladnd ¢
A9 o s

jeou ko¥eny %g ysess Ay charekt,rovnice matice A%, t.3.
‘Tovnice

[A%XE| = | o-2El = (?-)\)n =0
vesmés rovny nule,nebof rovnice |
('-l\,n oz o0



| - 68, . . |
ms vjechny koi‘emr :ovm' nule.'redy )\ =...-lq a tody také
| - Xla Ag® sene 2A, =0 ,\ |
Jeatli!a naopak pro néaakou matici A Jest
: S -y O\)" (“' Nn -
jo /podle v. 34.4/ ’ |
R 'L[)()\)- konst. N -
pﬂ vhodném celém kladnem q } tak¥e = S ,

\}/ (A) = konst ~ ] D . | |

Je tedy také Aq 0, nebouikonst £d . _ N

-

gé_t.g__gis‘.nechfdé. jo Etvercovd matice
ki'é.dan',a/ necht a%= Opif'i vhoddém\
celém q O, Pak.lAi-E[:l

Dikas. Podla vEty 24.7 'je |

o CPN= 1A=RE] = (<A

Dosadfme-1i za A= - 1 , méne tvrzent - R '
z_é_gg_ag,_'g_a lgech‘E A B gsoq’zambnitelné
ﬁ\tvero'ové"‘(ma.t"if'ce fé.du n. Npehf
m'ifﬁ‘o,t"o’ A9 0 pfi vhodnémn celém
Q0. Pakx  [A¢Bi= [B] .

Dikaz, Prc»toze" A,B jsou z’@méniteiné,jeou t6% p¥L kaZdém

i

-

3fsle t wmatice tE ¢ B, A zamdnitelné. Nebol je \,
(tth)A e~ tA«BA Eia-ka A ( $E+B) . Jseu tedy také matice
»\('tlfB) 1,4 za.ménitmné.pokud ov&em‘matioe (tm-B} je roeguldrn{,

Oznadfmo-11 N L
s =(tE+ B)"lA , jest
xq [(+ E+E)” qu- tE+_B)"q.ﬁ.'1~”

fed,g x%= (58« B)74.0 = 0.

e tedy podle vBty 34.8 je . -
; i ]'X;;—E}.::l,

I(fﬂlz_n\”l A -"tﬁ’:.'!



S e, |
oznedine-1i tedy ddle ¥ = XeF = (+E+B) TA+E , wAne
N 7] =1 |

a krom& toho

181

. GEB)Y = (85+B) [GmeB) " AeE] =
= A« (t84B) ,
takge | -
|$E48| = | A+B & $E| . |
Levd i1 pravé st;ana je polyriom v t . Dosadime-li .fam t :NO s
obdr Zime | | . s : o
| | |Bl = [A ¢ B} 0,b.d.

86 o. 'Hodnost matice.

5.1, Definise ., Necht A znadf maticl typu m/n . Jak
vixﬂe,mé./pod,le definioe/matice A hodnost a () 0), kdyé"alaepbri
jeden determinant a-tého ¥adu v maticli A je od muly rﬁzny,
kdeZto vs8eohny determinanty (a.-s-l)-vho Féddu v matici A, existu-
ji-1i,jsou rovny .'nule. | . | ) |
JestliZe vdechny ﬁrvky metice A jsou nuly,¥{kédme,Ze hodnost
matice ‘A jest nuia;na.opak vyrokem, ¢ hodnost r'natioe. A jeys-t
nule,vyjadfuj eme,éé vBechny prvky matice A jsou nuiy.

Vidy jest . - 0 €a < min (m,n)

KdyE‘A jest matice é.‘éveroo‘vé. T 4~
du ;1 e a jest jeji hodnost, neasz y-
v 4 sé'éialc_) h=n-a nulita matice A,
Nulitu metice A bude;ne ozné‘éovati: nul A

KdyZ tedy mwatice A mé nulitu &« , existuje v A elespcn jé-— |
den determinant ¥4du m = n - L, ktery je od nuly r"&zn? ’
/pTo . & ¢n /s kdo#to vdechny determinanty ¥idu n —ol+ 1

jsou rovny nule /pro > 0/, ' | "

V¥rok, %e A md nulitu n (d.'- n) , znamend,%e viechny prvky

ma.tice A JBOU. nuly Vyrok Ee A mé nulitu A= 0, znamené,
IAI A0 -



.,

95.8, ¥ daléim budeme potfebovati tyto véty Kterd se dokazuji v
theoril lineérnich rovnic: | _

‘ YEEE-?ELl t Necht ¥tvercovd matice A
¥4 d-u gh  m é" hednoss a} a tedy | nuli tiu
d = n-a , P‘ﬁ k; existule . X a ne vice .
n é z A n e z & v'i slych ¥Yesdeni syst é -
mu- ho m o g ennfoh linedrnfoh rovnio

alle + alaxB *ooo* alnx o= 0

-, L R 2 I T S T * ¢ T ’ /Bsolol/

prL Semz A =fia, f . ,

Ka2dy systém takpﬁ?ch . nezdvislych Fodeni tve¥i f u ada -
ment&ln{ eystém *fedendi v tom smyslu, Ze
ka2dé feSeni tohoto systemu rovnio je linearni kombinaci jedno-
$1ivych fedeni fundamentAlniho systému. ~ Fundamentdln{ systém o
feden{ rovnic /85.1.1/ se nalezne,kdy? se nalozne na pi.Frobe;}
niovou metodou fundamentélpi syetém feden éystému iedukoﬁanéhé
k /85,1,1/, t.j.gystému e nezdviglych rovnic vybranvch z8

, Vi
Bystému /35.1,1/, /viz pozndumku na &tr.18/.

Kdy 2z naopéak exi é tu j e /3 nezéadvis l~ﬁgh
*reseni, s yetdému /25,1.1/ y,pak pro hod -
noet & metice A mame vz t‘a h
| |  a & n-f}

 tak¥e ' | A = n-a >3 . ‘

| ﬁ cznédmka 55.1.1 Bystém rovnio‘/as.l.l/'uréuje z¥ejmd

takové vektory (x) v n~rozmé1nem prostoruy, jejich¥ tranefor-

Ar -

movand vektory (x*) = A.(x) , vzniklé linedrni substituct o
matici A - typu n/n , jsou nulové,t,j.maji vdechny sloZky
rovny nule.Horegéi v&ta 88 pak snadno vyklﬁdd v tom smyslu, e

" ud4vé nejvital podet linedrnd nezévislyoh vektorﬁ které ee
linedrni subetituui o matisi A transformaji na vektox nulovy.
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Poznamenejme, Ze nazy‘véma vektory (xl),... (xl)
o sloZkdch 1
’ Xl ) ees xl

-1 .k
xn 3y esve xn

linedrnd z4vielvmi, existuji-li dfsla

Nys e+ Ag » 2 Dichi aspon jedno jest od nuly rdzné,a to
takovi, %o

111
o

1l k
>‘1’F1 Fooo & )\kxl
)lxrj; +r00 ¥ >\kx£i1 )\1
tedy,kdy¥ existuje nenulovy vektor (}\): /3 3 v k-rozmir-

*
.

{1
o
-

ném prostoru takovy, e X.(X) =0 ,
tej.2e vektor X{X) je nulovy,pfi Sem
' 1 k
xl LN xl \
s . i
X5 oo x5 /

V8te 35,83 : Libovolnd matice A a matice A, , vznikld z matice

- 0 B Gt

X =

A rozd8ifeni{m o sloupec,ktery je linedrn{ kombinaci sloupcl ma-
tice A , maji stejnu hodnost,

/Podobng, jde~1i o matici A, rozdifenou o fAdek,ktery j6& line-
Arn{ kombinaoi i"édkﬁ. motice A /.

. Hodnost matice /pokradovini/,

ot s G Gl . WD S S T g ey B Y S s SO U G G e e s nd S B G Gt

V&ta 3.1 Nechit A, B jsou dtvercovsé
matice libovol, ¥f4du n , Necht 8, b
jsou Jejich hodnostl. Pak pro
nodnoet ¢ matice O0=AB platid
| c €£a, b .,
Dikaz, Yekutku,necht Az=Haye s B= o), AB=Jlojell .
podle v3ty 6.3 maji stejnou hodnost matice A a matice A&y,kde
: Ay » (&13.""5‘1"& 1 BPppbe. s a‘lnbnl)

3 : | R
Bpleselng » 8 Dygteset Bppbay
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t'j& A’l - ( 2-110 . la.tln ?ll ')
| Snl-++Bpn  Cin
Podobnd maji stejnou hodnost matice A & matice Ap, kde

» -
. ™ H H

An = (81100 8y Opene ?1n>

‘ anlc [ ] ann . OIn... G'nn
Protoe matice | Ojkll o hodncsti ¢  je ¥4sti této poslednt
matice, jeéet z¥ejmé c 4 a .

Podle v&ty 85.1 existuje n~b 1lineArnd nezdvislyoh ¥edSeni

rovnic B(x) = 0 . KaZdé takové FeSen{i hovi rovnicim !
(AB).(x) = (O) ,

nebot (AB)(x) = A.[B.(®] = 4.(0) = (0) .

Aviak nezdvislfch feSen{ rovnic (AB).(x) = 0 je mejvyde .n-o,

11

Tedy n-c » n~b & citud o €£b ,
véta 86,8

- Y oo un @ S Gogy

Nechf A, B jesou &tvercov

matice f4&du n , Neoht d, B jeou

»

matlice O=AB . Pk (o]

jejioch nulity. Necht ¥ je nulite

/Jinymi slovy: Nulita eoudinu dvou
Etvercovych matic téhoi ¥éddu n
je nane jvysd8 rovna sB8oudtu nulit
obo&\u matic /. '

Dikez, Podle definice existuje

& linedrnd nozivislych vektord,na p¥.:(81),..(8) takovych,

Ze A.(a.)= O ,
{3 » ) 1 ) LI (bl),to(q‘)ze gak(gk)ghb
F‘ R ’) 3 ’ 9 (Cl) s (Qr) takovyoh,

Ze C.(ch)a 0,
pfi Sem# 3:1,¢-;&; k=1,000,,3 ;hzl,oocr .
Protoze B.(y) =0 ,

pl’?me () = A.@) = A.[B(bk)]a (AB). (b)) = 0(ty)



oy R  .' _'- . AT
tak¥o Vet T 3"\‘/3 R R
a/ Je-1i J" /3 ; aest ovion fvé a(fﬁ | “
b/ Eiedpoklédegme tedy, Ze. é*);@ Pek za vektory (el),...(cy)
muéeme zvcliti
() i (o) ("ml)» s (o)

Oznadie B,(ol} =(v4) , kde 1= ﬁ+l,~‘-x'#z-
Pa.k » A (Yi) = ('OQ) Ly | \
nebof 4 Bfay)= (0)
Tvrdime, e vektory (y&+1;,,.. (y() jsou nezévislé,
Vskutku,gsou~1A zdvislé, existuje vektor. (a) v prostoru-ﬁf»ﬁb. |
- rozmdrném takovy, 3 } chny jeho sloZky nejsou rovny nule a
2e jest , B . (
(Ymdse vp) - (@ =f0)
P¥itom (jyﬂ+l"“’yw) st matici ,jejit prni sloupeo je
tvofen sloZkami vektoru ‘(yb+1§ , druhy sloikamx vektoru
(Y@+8): atd...
*Protéze ;e {yi\ ?M¥B-{G£{t» méme

(B‘(O_M-l% ces B(op) ) (8)
a tedy : 3i6ﬁ+l yeaes Gé} {8

(0)
.
Bl(ogeireens Oy - (8)]= (0 o
Vektor (Gb¢l,...,'0 . (&) mneni nulovy, nebot jinak by vektory

Iy

u

(Oﬁ*lp...,(b by ly a&VlSlé coZ je proti pfedpokladu.
A protoZe vektor (cﬁ+l"" O '\ (a) Be transformuJe matiol B
v nulovy vektor, je zavislv na vektorech (bi},...(qﬂ\ ~.JBou '
‘tedy vektory | , | |
(P1)seee (op) 5 (ga1)sere (O)
zdvislé. To je als protl pfedpckladu. | ,
Jsou’tedy vektory (yﬁ+l),...,(xr) nezdvisld, jak jsme tvrdili, .
‘Avéak ‘poile predpoklalu sxistuje " A & nlkoliv vice nei o

.nezévislyoh vek*orﬁ t&ﬁovych Yo su matiof A tranefnrmuai ve
véktor nulovy, _ . | . -



,/

4.
CTedy | Y-pex
a pdtudl ’ ,, (i/:é A+3,
v né,eleiujicich dvou zvliétxiioh pi’ip&d@ch whiome tvrditi,de |
© nulitae souélnu dvou ma.uic 8¢ préaveé rijvni sou.étu obqu fa.k’borﬁ. N -
aulid
/Vita 28.3 & Bo‘é /

y8ta _28.2 ¢ Ncoch i zned{ lidovolnou

& t,v €T ocovo 4 om \a;t’ivc 1. Xe g\h{‘c’ /f(')\),wg()\)

jeou J.ibovc‘:\lné }nasdudélnﬁé poly-—
nomy ,-‘P ak nul ‘f(A} g(A}_l-— nul f£(A) + nul g(A)
Dikesz, O‘znafiifne. \.-3( ) 3, ¥ pestupnd mulitu matice £(A) » 8(4) ,
E() . g(4) | | o

Poydi’e vty 36.3 platt f’ﬂ .»6( 53

stadl tely wedzsti,ze  § pea(t-f3. “

Jezto pclynouy f(},\, %\M jsou nescuddlnsg ,uxist'uji/podle |
zndmé véty/ polyn.om:{ F(,\), G{x) takové,Ze -

£AY. T + g(A). GfA) =1

Pak oviem £A). FEA) + g(A). G(A) = E
Jetto A= ml £{A) p (5= ml g(d) , existuj{ nezéviels

vektoxy :
- ' N 1‘ ’
- (xl) peees(X)  teakové,Ze f{A).(Zg3 = 0 ,kde Jel,..,o{,

& . (vylj‘,gu"(yﬁ} : ) . . g(A) .(Yk) - . O V ,kde k“l’.',ﬁ.

frvrdime,‘ie vektory {xl\, s .,s‘(x“ y (Y17 ...(Ym jeou ‘line»irné .
negdvisléd, | ‘
Vekutku, j‘aou—li ‘ZAvisle, éxistuje vekior (z) v prostord o

o( + 3 | aimanaich tahov*} ¥e alespon 3e.ana z ,,eho prvaich o(

a poalednich A slczek je od nuly rﬁzné 8

» (xl:nwxu ’ Yl,-a. YN) (z] ‘O! ) /36 3. 1/
Sloi:(me-li tuto rovnici & ma.t;xc:( E = f"A . F{A“ +« gAY G(A) y
. obd.rzﬁme : , ‘ = S -

(E(x].\’.o lm(xd') If(ﬁ‘ QFLA\ + g'A} G(&)f{y ‘} P 'o-, .:f(ﬁ} . F(A; +



T o
tedy (xl,...x“ ,f(A),F(A) (Yl),..,f(A‘; F(A)(y.,))(z)=fo . /26.3.3/
nevot  g(4) .0(8) (1) = B(4).JE().(ry)] = 6. (0) = CO) .
Avibk z /26.3.2/ plyne sloenin- s matio:( £(4) JF(A) - R

'(f(A) ‘B'(A)(xl),...‘f(A) F(A)(;ca(),f‘A) F(A)(yl),..,f(A)‘F(A.)(yﬁ))(z) (oY , |
& je#to £(A). (xa) o , jest

(o,...o, f(A) F(A)(Yl),... f’A)F(A)(yﬁ))(Z) (0)
odeé'oenim této rovnice od /36.3. 3/ obdrZime

/ (xl,... Xy O,...O) (2) = (O)

/Jeéto a.lespon jedna z prvnich ok sloZek vektoru (z) je od .
muly rdznd,plyne odiud,Ze vektory (xl},..., (%)  jsou zé-
vislé Ale to je nproti pxedmokladu.
Tedy skutedn¥ vektory , ,

| (=) e m), (yl\,... (¥p) |
. jsou nezévisld.Aviak kazdv z téwto vektord hovi 'i'ejmé rela.ci

: (W . gy ) (x =00
a zdroven - (£(A). &:{;A)}- (yk) = 0.

nebol matice £(A) a g(A)  jsou uaminitelnd.
Jo tedy P2 oe /3 . A tim je vEta dokézéne.,
v8ta g6.4: Nech T

- S o v v o

L oje lxbovalné\étvera'
covéd matice ¢ nu-lit A
Necht B‘.‘jebli»‘odx‘rolné Stvetcovéd

rddu jeko A, & Tegu-

B
™
ct
[
o
(]
t
a~
e
o
[

l4rnf,takse nul B=/f3=0 .
" Pak nul AB A+ B /—:-b)

Ddkaz. Vskutku, podle vét 86.1 a 3¢.8 je

| uéma.x (s {3 "nulA B{&-&-,’f& = ,

‘tekze X &l AB €L, S

. #

tedy o nul AB = Q& = aH-/}'

'u

- ' ‘ : o



o 7. | | ,
Pozn dmka 86.5.1:'Naoh€ A je libovolnd Jtvercevéd ma-‘
tice ¥4du n .Nechf Q je libovolnd r e g'u l4drni ma-
tice téhc# '¥4du n Podle véty a6. 4 mé matice
B_Q Aq

tutﬁz nulitu 3ako A

ofmatici B = Q: AQ 3eété poznamene jme $0tQs

95.5.8: ﬁ harakteristicky é p’o lynomnmy
matice 4 a matice B jsou sBtejné,
Tekutku, B - XE = Q77AQ - 2NlE =9t (A -nE)e
.takze  |B-XE|=|Q7H|.|A - NE[.]Q) =& -NE| .
36.5.3: Déle pro xa¥dé pflrozené k jest

| , Q kq

Dﬁkaz‘ﬁplnou indukci., Pro k = 1 je_vzorec zfejmé aprévn?.,‘
Necht tedy k > 1 a pfedpoklddejme,Ze vzorec plat{ pr¢ k - 1,
Jest

s B1.p - (G Q) o e = g hak (g e = gk
86.4 Daléi uvahy opleme o tyte vysledky: '

Y§E§~§§;§" Necht ~n,>3~l > znadd nulitu

matice A,Existu ije TrTeguldrnid /m & -

- : . .
tice Q vyznadujici se tim, %e

a~Lag = ; 1\“ .‘ -
SR N /86.5.1/
o T m -
l,_,m*\ ot “"'1'-"\'--—' J’
1 1

kde ¥ je jiestd matice t¥ypu kl/n-h

a L je 3tvercovd matice ¥Adu n-f4.
- Ddkaz.Vekutku,protoze jrp (¥ 1) je nulite matice A , existuj{

nezéviglé vektory (xi),(xgj,.,.,(xfi)‘ takové, Ze se iineézni

substitupi.o matiol A transformuji ve vektor nulbvi,ﬂeohf‘

(‘ﬁgl+l}""’<xn) zqaéi dalg{ vektory takové, Ze véachny



| 7,
vekton. _
| (xl7’(x8)’;’ﬂ’(xn) ~ jsou nezévislé.
uatice @ = (x,... %)) jo tedy reguldrnf.Metice AQ uwd v
prvn?ch & gloupcioh samé nuly,a toté%‘plati,o‘matici '
Q_;AQ «  Tim je tvrzeni dokdzdno,

8635: Nyn{ ukéééme,ée me z i m'a ticemi | A a L

\ N i

jeou ty to vy tahy:

N .;(“ s \ i
1, 1A =XE]= (=X 1L =28 |
3. nul Ak -"-'75/&1 + Ilul Lk-l ) PO~ kﬁrg,coo
3. nul L&

Dikaz. 1, Shora jsme ukézali,ze‘je
| 4 -AE] =B -AE] .
Ze vzoroa /36.5 / plyné bezprosti¥ednd
jEe gl s (- A)}[l

e tim je tvrzeni dokdzdno.

(L -2E| ,

Dikaz. 8: Podle 238.4 plati{ pro k = 1,8,...
il A5 = i BF )
tékie stad{ ukézaﬁ,ﬁa jegtb ,
| A R - /86.6.1/
Pro ksl jo vztah zfejmé sprévn#.Pfedeklédéjme tedy,%e kp1l.

i

KR
nul; B~

Snadno vidime,ie jo

g [0 0 K N/0 L Eel\ /0
D PR D | " 1) [T
. e I AT AP i T
o | & \o ;L kO !
Mharmg et o g Ve o e b s \ ‘e
. \MN
f1 " HL ™h K1

pti Som% Kk*l’.Kk' snadl vhodné matice.Proto¥se nulita matioce
B héa‘éﬁl’ a tedy jeji hq@nost' nWXl y Jsou posledni n-gi‘
sloupoe, v matici 3 1linedrn¥ nevdvielé.Posledni sloupce Vv
poStu n-§y v /pusledhiZmatici ¥ jaou 1inaérnimi kombi-

nacemi ond3ch sloupcld v matici B, p¥i JomZ koeficienty v



o 78, I

tgéchto lineé.rnioh kdm_binac‘fch jsou sloZky w}ektorﬁ #" (p-ﬁ)..
rozudrném prdstoru Z kterﬁto' eloiefk se sklddd matice Lk"l ‘0
- Oznabime~-li tedy pismeny %E Y libovolné ste;;nolehlé matiue
(n-f7)~tého Yddu,utvo¥ené z poslednich n-fy- aloupc\i matic
B, By , mame vzfcal.h Y = 1573 ] |
Hodnost matice BF 30 z¥ejm& rovna hodnosti matice Y , kterd
né nejvts{ hodnost,alfedy nejmens? nulitu,Protoze podle vEty
36.93 pla.'t;_i’ g | |

| nulY-nulXe-nulle */266«‘3/
vidime, Zo nojmunsi nulitu mé takovd matice Y , k ni¥ stejno-
lehld matice X md nulitu O ; takovd ma.tioe X existuje,
protoZe poplednd n;yl gloupce v matici . B j‘eo'u’lineé.rné
nezédvielé.Zvolime-1i tedy za X takovou matici,méme podle
/86.6.8/ vztah | ,

mil ¥ = nul A ,
| a.v vyck_nizi | .
ml® Bz n-hodnost BE = n - hodnost Y= n-( n~h - nul 'x‘)..
y z:&l-r_nulY::(Yl+nulLk"l.
Tim je vdta dokduzina, ‘
Dikaz B, Podle prededls vty Je {pro k= 8)
nul L = 3"8- 81
pfi Gemi " §g = mul A%
~ Protoize n;atioe L Je rAdu ('na—g‘l), jest jeji hoednost
n-f1 - (gadn) = 42 o .

& tedy cbesahuje n-yg & ne vice nezavielyoh Fadkd, Odtud plyne,
%6 v posladnich (n-f1) ¥ddofch matice~B je n-py & no vice
nazévislych i‘é.dkﬁ.T@dyfhodnost matice B je & - n‘é‘a"d’i ’
- tak¥e, §p=mul B ne. n-‘;rdﬂfl) J'Q-Xl ;
. a odtud plym tvrzeni,
. Vimndme si-,_ﬁe nés vfsle&ék miZeme pedti takteo:



. 79. . L — .

$1-Yo V-1 » . [®b

pri demZ XO znadi nulitu matioce A® = £, kterd je ovier O .

-

(a7)., Oharakteristickéd éisla matice.

St Tt o s 4 st S . o g et S g, O s e oy o

s

V daléim uvaéuaeme o 1ibovolne ctveroove matloi A i&&; 11(/1}
a predpaklé.dé.me Ze 3631’. charakteristickd rovmce mé. 0 za
(lé) c(- qé.sobnwj kofen.Nulltu,matiqe _ A , PTO0 k = 0,1,8‘,.;.,
znaéime h . zejména tedy jest 3\0 = 0,410 -’
Y_é_gg.__g’?__: Rovnd% eharakt,. rovnice na-
tioce ‘Ak, pi"Ai' k_a..édém, p¥firozeném k,
mé& O 'z a - ndsobny ko¥en.
Vskutku,bzna&mea kofeny  charakt.zovnice matice A
O,...,O )q_,..., >\n-9< , . _kde ,>‘1 # 04“"‘11"*‘ o .
Podle v&ty 83.3- jsou

o L N
R k |k |
O;.l !»v,o % ,"0, ) -

ko¥eny charakt.rovnioce metiocc 4° , p¥i kafdém-p¥irozeném k . -

o s S g, S Wit Wt e (,

Véta.a'?az Jev-l':i_‘.((‘,» nulita matice -A; pak

kde X znasd: nAscbnoest kofene O
charekteristioké rovnioe matioe A,
Dikaz, Vskutkg,véimnéme gi,Z%e v rovnici |

. \ n-zvl - -B ’ ¥
znabf §; eocudet hlavnich minord 1.¥4du v determinantu 14l

8g soulet hlavanich minord 3.%¥4du , ... atds
ProtoZe D je o\ -ndsobny kofen rovnice |A ~AE| = 0, wmdme
En d\# 0 o

" a odtud plyne, e v. matici YA je a.lespon/ﬁior fé.du n- o ,
ktery je rﬁzny od nuly.Tedy hodnost m&tice A 1381; ; - '

tedy . o | -



' 5 Y o . | - BO' ‘f
e odtud . g

T¥ta 37.3i P T o Ak--:ois,...‘ plett .
XKQ()(' Pro- k}.l/

Vekutku, tvrzeni je zregme sprdvné pro’ kao, 1.,plyne z vét
87.L a 37, B¢ | ‘
véta_37. 4,Pro k=0,1,8... jest

R Y

Vskutku,tvrzeni plyna ze vztahu S

podle véty 36.1.

) 8% = ’ o
pak jest o = cyk c?i*l Eovveee o _
Vekutku,pak méme podle vét 87.3 a 37 4 ‘ '

| % =M S fea S b
a odtud plyne o = Xk e

Véta 27.5: Jeetlife pfi urditém k=0,1,3...

I$ta 97.8: Pla.tiwll 'pi‘i nékterém k=0,1,3,..
, 5’3:494 ’
pak jeo ak<Xm1

D&kaz provedene indukoi VZhledem k Y4du maticé

/

Uvaime pledcvsim ¥e véta pla*i pro kaZdou matici ¥d4du' n = 1 .
Necht = (a) je libovol.matice f4du n = 1, Jeaiibharakt
'rovnioe md O- za (1.4)0( ~nésobny kofen.zde nutné k=1,
takze 4 =(0) . Je tedy J»o 0, 1 ~°‘7§’1‘XB" eve o Je-li tedy |
prlvnekterém k = O 0.0 3%:459 , ¢oé v nasem pfipadé jest
jenom p¥i kK= 0 ) pek je také ‘
0= = o = é’k<3"k+1 Xl"l .

Neobt tedy motice A mé ¥4d n » 3 a pFedpokléddejme,Ze vita

- - . ~w



8l.
jo SpPraivné pre vio c,’my matice ré.du 6 n-1 . . '
Kdy¥ k=G ; jest fo = 040 a skutednd plati. »Aﬁo< Kl s
ne bot 1> 0. -
Necht tedy plat} g“k <o pii uréitem k 21 . Pﬁ.k nutnd je
!fl ( n . Podle v?alodku véty 36.5. oxistuje matice L ré,du
n -af (( ) takovd,%e md O e (o~ ¥i) - ndsobny cha.ra.kt
ko¥en a pro j = 1,8,.., plat? | ‘
£ -’5’1 sm1 37, | /87.6.1/
0dtud plyne pro j = ' '

nul’kl L%Vk é’l (o~ Xl’

ta.k,ze podle pI‘Odpol'ladu Pro indamci Jest . . T
no 1 11X

-

MAme tedy

\

& véta. j® doké,a A, '

1éta 87.7: Pr o k=1,3,.... jostl _ _
K1 Z¥xer ~fx 0 ,

" Dikaz provedeme opdst indukoi vzhladem k IAdu matice. :
Uka Zne pfedc.v ‘n, 29 véta plat{ pro kaédou matici ¥4du n =1 .
Necht A = (a.) je libqvolne& matice ¥Adu n = , jejiz charak-
teristlickéd rovnice md 0O za (lé} o = né,sobhy" koi'en.Opét vidime,
%o jost® Xoa 0 y 1= 06::3«1 (ya = ... , takie tvrzeni je aplé,vne...
Nechf tedy matice A mAd ¥4d n 2 3 a predpoklidejme, e vata
je eprdvnid pro vdechny matioce ¥4du Q n~1 , Pro kil v¥te pla-
t4 podle;vialedku 86.6.3. '

| Neoht tedy k28 .

s

Je-11i c;ha‘n , pak wAme 0= Ob= § =8a vee. & tvrzeni z¥ejmd
»platf Nechf tedy gl<n a pouZiJme vzorce /R7.6.1/ 3
| S o (L nul Lk i L&-8

é’k*—l"é"k = nul Lk -lnul Lk"l ‘.,

- mil



Protoée ‘matice L md ré.d. <n, jeet podle pi'edpokladu pro
indukoi pra.vé, strana prvni rovmosti % nez pravé, strans dru-
hé rovnosti,t, J. , o
o 2l Lk"Al - ml X8 > 31X g1 2 ,
‘& tim je tvrzeni dokézAno.
Podle v&t ’3‘5.5 o 37.8 aoud:fme,» Ze

" N

v ¥ads | matioc Al, AB, A ,.".V.,kr s esea /237;7.1/

existuje prvni watioce AT takovi,

e j.ojd ‘n'ul,irtap je Afrso(, 8" pak také
véechny n:itsj.edugioi s@atice maji
nuiitu‘% . o
Naprotitom@ nuli'bﬂ‘y pfedohadzs Jicioh

meaitic roetuu,.tak‘ée m4 e

‘ 0<81<3‘43 "”<Xr~1< 5r~m‘)4t*iugr+2"‘
Mimotoplatiprokavdf%txi souaedni t{esla
Xk-l’ gk £(u1 ne 2rovnost pcadl\. véey - 87. 7. ”
osnatme W=y, hgufafi, afafare s r-'yj’:.- “fr-1

Pak nulity matic /37.7.1/ jsou

0(,1,.0&_4- C)’«+d+o(.d,...€><,+0(ra+...+0(/ ::o(, ,

p’?i\\éemzvéechna éisla o&l,O(f ,%3,.,.,0('_? jeou-p¥irozend & podle

87.7 spliuj{ neruvnoéti } B |
'013120432’-0(;3?’ ces }d’r > 0

27.8. Definice ~'oharré.wkt_urj_.’st.i okfc’h

& {8e 1. l \ | | | o

N‘eichfp A je libovolndéd Stvorcovi

J‘at ice, Noonft a 'j & (_’l.&‘)o(,.‘ ndeobny

ko*en ocharaktsr,zovnioce matioce A.

Pnk ové\cm 0 jo ¢f - ndsobny k<g.z~cp'ohar;zkt.rovnioe r;iatioa

{A -ag) . R

~



o83 .
Necht OCI,OCli-QCa, u(lia—ﬁéaeo(,a,.. ,0/l+o¢a+~..,+0¢ = 0(. ;
zneadd nulity matio
A ok, (4 -aB)?, (A -a.E‘) yeves (B _ad)* ,
5131& cﬂl,ﬁbg,...,ac se nazyvagi} charak teristio-
x4 S{i{sla matige A prfsludnd ko
kofeni. & . ‘
rL{kl ad . ‘etioce ,
/0 -1 1 0
A - /-—2 101 -1\
iz a1 a1 o
\o 3 -3 0 |
ma podle vf@o&tu v 0dst.34.5. charakteriatiokj polynom >? o . ;‘
MA tedy $ty¥ndsobny charakt,.kofen 0 . Pcdle vypodtu minoxy
3.-ho stupnd v charaks. dat§rminantu /v odst.34.5/ vymizi tyto
pro A= 0. Tedr v watici ‘AV vynizf véechny'minory 3. féduéh
Naprot4'tomu exis tu;i v maticl 4 mlnory rédu 2, které jsou
od nuly &zno,un pf.uincr v levem rchu nahofc Tedy hodnost ma~ |

tice A jest 3, o 3@31 nulita

QCI =8 .
Utvofme nyni , o
0 -1 1 0y /0 -1 1 0 /4 -3 -3 3
Agx-all-l\{all—l o 0 0 0
,a.-l.all-a-x-ll;:’oooo.
o 3 -2 o/ \o 3-8 0 8 4 4 -4/
a

Vid{me,%e hodnust matice AP jest 1, tak¥e nu 1°1 %

této matice je .

A -

a odfud’

motdg

Kcnecn s8¢ ihned zgisti,ze ‘As = 0, takZe nulita wmatice 4®
jest ;



8.

a odtud je
0‘ & l ‘
Méme ted,y“ oharnkt"éfsla.,matj,cewk mﬂmmm >\= 0:
N 2’ l 1. '

v8ta 37.9: Neoht A je libovolnd Btver

e B e ot Ot W oy St e

vGDv‘Vé' ma‘tice i'é.du n; Na@h% )\'1,%8,.")\5

jBou vzdjeamnd rﬁz.né, koreny charak-
'te'x'fsfi»‘cké'r.o"v,_(nioe‘ matioe A.Necht
Q¢,[},..,6" zna b n\é.'sobno‘:s‘ci' ‘t8chto

;ednot'l:i:v?ohfkofen&.ﬁech%w,ﬂaﬁ..,oé?
jsou charakt G&isla pfi‘sluénékkv

,‘3 l’ﬁ 3"“’ﬁ?g jsou charak’c éisla prisluéné. k )\
dl’ UH""’ 698 'y B y ) k >\

'Pva.k polynom ' '
SR $1 VI
=00 ) M) oy
j-e miniméln"i'polynom ma?tioe A .
’Dﬁka.z Dle definice ohara.kt 3isel mé matice
o (A )\lE) nulitu £ |
(A~ XBE) nuliﬁu R -
(A- )\SE)?S | nulitu G' l ‘
Protoze polynomy ()w)\l}?l ()\—)\) yous ()\-—)\B)QB jsou fesou-
d&1lné,ms podle véty 88.3. matice - ? .
W) = (a- ;\lm)?l (A xzm) 3... (A~ Qm)
S s /3 Freod d’
TedY _ V-’(A} = O g .
take matice A splfujf rovnioi yz()x)_ 0 .
Nechf f (XY je livovol, polynom a nechf d ()\) Je ne;vétéi

nulitu

e

spolemy allitaed po.uynom\,. f(A), ()V(' A) Pa.k exiatuji polynomy



| r 865,

£,(N i, (0)  takové, ze
£ N 2N 4PNy () = 4 (A)

Odtud plyne £08). £(A) +@y(8).p(A) = a(d) .

ProtoZe Y}(A) ‘:',O ) je fl(A)o f{A) = d.(A) /87.9.1/

JestliZe se ndjaky vektor (x) 1linedrni substituci{ o matici
£(A) transformuje v (0), takie £(4).(x) = 0, je podle
/B7,9.1/ d(a).(x) = 0 ; tedy

nul f(A) & nul d(A)
- Jeito d()\) je délitelem polynomu f£(A) , méme pFi vhodném
polynoma d; (N\) o
| g, caN) = £ /87.9.8/

tak?e .
dl([Q o alsy = £(A).

JestliZe pro ndjaky vektor (x) platf{ d{A}(x) =-0, pak jest’
cll(,lh},\; (k) (%)) = £(A).(x) |
a mame
£(A). (%) = O

Odtud plyne, ze . .
' nul d(A) & mul £(4) ,

takée 8 hofejdim vysledken dostdvdme

nul £(4) = nul d(d) . /87.9.3/
Pfedpoklédejme nyni,%e f£(A) = 0 , takie

nul £(&) = n .
Podle /87.9.3/ je té% mnul d(A) =n,
Jezto d(X) je d8litelem polynomu 1F(A) , mAm@ p¥i vhodném
polynomu q(A)

W N= a(N) . alN).
Jestlife d ()) je stupng niZdiho neZ 'l’l/(A) , je nulita matice
d(A) mendf ne¥ n . Polynom d{)) je pak totiZ scudinem poly-
Oex % (Ahg) Breees (A2g) °

nomd.




86,
kde 0%0;€0), 0§03 € P.0,, 0% 0,€0,
a neplat{ u vdech 0y = ?1 PTo 1 =2.1,8,000, Qg
Je tedy podle 58.3 , :
-mul d{A) & 0p+0g #eeot 0g& O1¢ Paeeess Qs =1 .

Tedy yyCh)_z xonst, 4d(n) ,
e z /87.9.8/ plyne L

(M) = oz » (M) WN)
Vyohdzi tedy,%e kaidy polynom £ ( A\) takovy,%e £(A) = 0 ,
je d8litelny polynomem 1/()) . Zejména je tedy minimilaf po-
lynom matice A d&litelny polynomem 171/()\) a tedy ;ﬂ()x) je
minimdln{ polynom matice 4 .,

A s W S G s W G e et TP S i G NS W S Gy s ST e S -———

Definice, Nechf A je libovolnd &tveroovd matioce ¥4du n .
Vektor (x) , ktery se linedrni substituci o matioi Ak
transformuje v (0) , kdefto linedrn{ substituci o matici
A%t ve vektor ¥ (0), pfi Sem? je k 2 & , nazveme
vektor ¥4du k. Pro ka.zdy takovy vektor tedy méme
AK(x) = (0) , ) # (o) .
Nechf A md &, () l") - ndgobny ko¥en O & nechi
0(1 )0(3 P hp > 0 jsou charakteristickd 3isla p¥islusnd
k tomuto kofenu.Jak vime,ms matice
A, AR, ..., AT
nulitu O(‘l’ ;"7(14-0(8, ooy c/\l+0(3+...+b(r =00
& viechny dalsf matice AT*Y,..., majf tuté¥ nulitu O .
’V dalsim op&t znadfue nulitu matice Ak symbolon g‘k , takZe
je J.k .-.-o(l*...qndk pro 1€xgr .,
}fejprve dokéZeme tuio vétu: |
38,1, Nooht 1&£x&r. Exiatuje alespon

A, Vvektord

CRINSNC I
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které 8e vyznalduji{ tim, Ze

vektOfy (l.ll),‘..n.,(l);jBOu fFddu k,

)r' ' A-(Ri;') "-‘A,."/:"’ A-(xe(k) s B X k-1,
) Ak_.l(xll),.nooo , k 1(& ) 39 ) 1

& vdeohny tyto vektory jesou nez b
v‘ iselé,

Dikaz. Protofe nulita matice Ak je (?k’ existuje g\k nezég-
vislfch vektordy,které se linedrn{ substituci o matici AK

transformuji v (0} :

("11) y eee s (x}k) /88.1.1/
Oznalus po m = 1,..., & 3 ‘ '
(xg)= Afxk)s (x= 025005 ()= AeE), /38.1.88).
takZe mdme
(xp) = A
(=3)=4%(x)

(£ < A"Tl(x}n) , /88.1f}3/
()= 2B L) = (o)
UvaZujme o vektorech i
(=) ore(Tp DI /28.1.8/
JestliZe tyto vektory jsou veemds (0), plyne z piedposledni
rovnosti /38.1.3/ , Ze se vektory /88.1,1/ transformji v (0)
linedrnf substituci ofma.tici Ak-d Lg‘ Tato matice méd nulitu
Xk-'l | e tedy nejv8t#{ podet nezdvislych vektord,které se 1;ne-
é.rni substituof o matici AX™F transformujil v (Q), je 8‘]‘_1.
Protoze ¥ 2 Skx-1 » méme spor. Odtud soudime,Ze mezi vektory
/88,1.8/ jo alespon jeden #{0) . Nechf (3 1) znadf nejvéts{
~ podet voktord /a&.l 3/ , které jsou nezdvislé a nochf oznaSent

| 30 nkavé ,ie ‘jeou to vektory |
| R 20 SNSRI g 3 128.1.4/7



88.
Pak ka#dy vektor /28 1.3/ je linedrn{ kombinac{ vektord /38,.1.4/

8 tedy méme
(‘:)" §: %/3 (‘ ’

neboll -] -1
a5 (x) = "mp"*k ("/5)

kds e.m,s jsou vhodné konstanty.Poelodni rovnost miZeme psdti
ve tvaru '

kn.l[ (xg) - Z B ("/3)] = (0) .

Odtud vidime, 2s v8echny voktorj (xm} %’ By (xﬁ) jsou
lin,.kombinasemi vhodnych/pro vsschny vek’cory tychanezé,ﬂaleoh
vektord v podtu (‘f'k-l , nebot matice A¥ -1 mé. nulitu Xk-l‘
0dtud pak plyne déle,Ze vdschny vektory /38,1,1/ jsou lin.
kombinacemi t3chto J“k._l voktord a vektord /38.1.4/,tedy cel-
kem 8‘1:-1 + h ,vektord, ProtoZe voktory /88.1,1/ jsou nezdvislé
a je‘tjich X‘k , mAmc Xké y‘k—l"'h , takZe vychdz{

' h; fk L] Xk"l - Q(k .

Tim jsme zjietili,Ze vektory
T (xf(k) /88.1.5/
jsou nezdvislé, ¢
Nyn{ ukdZeme, Ze pio a0 ,..4, k- , Jjsou
2, (xl) seaes A“( )
vektor ¥éddu k ~d . NuZe,pro /3: 1, veo ,o(];, plat{ vztahy
A (x ) | = a5(xh) = (0)
Ak"é‘“l[w (x§)] = 4572 (=) ~(xﬁ)#(o),
a tim je tvrzeni dokdzdno,
Zofvé zjistiti,de vieohny vektory A¥. (xhy)j=0,...,xd;
fB=l,...,0f, jsou nozdvislé,V opednéu p¥fpadd plat{ relace

tvaru



88, - ’

d % k"'l
ﬁ 1 F(xﬁ)‘ %ﬂmﬂ (Xp)‘h..‘-%:lak.l P A (xn) g(o) /28.1.8/

p¥i SemZ vsechny koeficienty a.é”g nejsou rovny O . BloZenim -

t&to rovnosti s matic{ AK"% obdrzime
Ay
_ aoﬁ.(xpy ©) +.v.+ (0) = (0)
a odtud plyne 8op £ O s protoZe vektory /88.1,5/ jsou nezé-

vislé.Podobnd obdrZime sloZenim s matic{ Ak'-a

e = 0 ,atd.,
tak¥e v relacit /88.1.8/ jsou viechny koeficienty 5’6‘(3 Tovny
0 ,a mdme spor. Tim jo dikaz proveden.

Nyn{ odvodime tuto vdtu;

1. 8 . T
(%))o-o)(&:‘)’ (I13 ;"°’(%(r_1)"°f;(x§-)"" ’(xh(l) /38.3.1/

které maj{ tyto vliastnoetis
1.Vek>tor¥(xi),...',(xol()jsou f4ddu 1,
T

(xﬁ),--.,(ﬁ?rhl) o 'y r-1 ,
(X'{),‘eo,(x&l)- .3 J” 1 ’

8. pro 1%k& rel-"),& jest
A () e () e, aGE Y= (x )
1 ’ ’ 9“r~k+1 x“r kel ’

3, vektory /238.81 jsou nezdvislé,
Soustave vektord /28.3.1/c tdchto vlastnostech je 8 o u -
steve normédlnich vektord patifct
k q(()} 3) - néisobnému charakteristickému ko¥enu O matios A.
Takov4 soustava se tedy skladd z Q(o nozdvislych vektord.
Dikaz. RKdy¥ T = % jost v&ta sprévné podle predchdzejicd
véty 98.1, Nechf tedy r> 3., Necht 1€ kg r- a pFedpo-
kl&de;}me,ie existuji{ vektory’



80.

(xll) yeossy (gir)

/as.a.a/‘
(55 s (5
takové, %e

1. vektory (x ),..., ;& jsou ¥Adu 7

Uﬂ.'.l"..o'

(xl ), avay r._k.._l 29 ) Iuktl

8. pro 1§ £ k-1 21  jest

A, (xl) ...( y+l) ye e s A, xe*l

&=
0(1'-@1-1) “r-y«rl

3. vektory A. (xl),...,A( ) Jsou Fdu T~k

°‘~r~k+l A :
» [ ] * » L L] . * - . (] . » L] L L} . . L] L ] /88 . a. 8/

-k -k
AT () AT (2 o 1.

4. V3oohny vektory /28.3.3/ & /38.3.3/ jsounezddviaslsé,
DY ke z /uplnou indukci/ .

r-k*l)

4

Tento p¥fedpoklad je splndn pro k=1 , jak plyne z véty 238.1
/kdyZ v nf mfsto k pideme T /.

UkéZeme, Ze pak existuji dalsi vektory
k+l kel
' & & vagoe I
) H ? dr,’k)
takové, Ze o vektorech /28.8.3/ a /38.8.4/ plati ho¥ej&{ vfroky

l.,- 4.,,v nichZ misto k &teme kel, Tim bude dldkaz vity 388.3

/38.3.4/

proveden (k = 1),

NuZe oznaﬁ&me

ky_o kil X kel )
Ao ={X eve Ac 1 = 98-805
(11 ) ( . ) ’ .’ (_J&r—k&) (xdr-k:-l ’ / /
tak¥e vzorce /28.8.8./ plat{ i pro M =k ,

Protoie ml AT lr o,
Tk

’

he‘xis:t.uje X’r-k nezdvislych vektord,které ee linedrni



. gl'
qubstituol o matici ATE transformuj{ ve vektor (0). Podle
ke, kel

Yreoer (%

r k#l)r -k
¥4du 1-k [e. tedy se linedrn{ substituci o maticél A

pii"edpokla,dﬁ 3.8 4, jsou vektory (xl

transformuji ve vektor (o)} a jsou nezdvislé,Existujf tudf#
dals{ vektory |

k#], . k41
(J%(RMMW) e ( yr-k)

v podtu Xr-k“drﬁké‘“ , takové,Ze se viechny vektory

k] k+1
55N (x /28.3.8/
(554 ooy (522
transformuji ve vektor nulovy lincidrn{ substituof ¢ mavTici
Ardk & jsou nezAvislé.

Oznadme pro m = 1,8,.0., g'_k vektory
(%54%) = 4. (%), oo ()= 0. ()
takZe mime
) - A‘(x k-t-l) ’

5O P bSO PO re e v P b

(xi) = ATEL (xfj‘l) , /38.8.7/

(0> - AI“‘]EO (xr};'l'l)

ktB

UvaZujme o vektorech
(xl:ﬁ)’ ooe 3 (X}r k) /38.8.8/

Mezi t¥mito vektory je alespon (A p.ye] Rez4vislych vektord,
toti% vektory fddu 1, a to:

(::1 , PR ’(dr kfl
jak plyne z pfedpokladu & .,
Podobné jako jeme v dikaze v&ty 38,1 zjietili o vektorech
/38.1 3/ [podle tanéjdiho oénaéeni] , zjietimé i nyni,Ze mozi

vektory /88.3.8/ je alespon

B3 frox o1 = O r-k

.p.ezé.viel}‘ch vektord.
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P¥l vhodném oznaleni jsou tedy vektory

(xl), “es s ("‘r k)

nezévislé.
Nyn{ ukéZeme, e pro =0 ,.00, Tkl jsou
' “ Xl ¢, kel

vektory ¥4du r - k -« {4 .
NuZe,pro /3 = 1l,00., °(r-k plat{ vztahy
Ar-ku-g[Aﬂ (xk+l)] o Ar--k ( k+1) = 0
Tkl «] k+l T—k-1 k*l k+1
AT G ] = TR R s ) #10),

a t{m jo tvrzeni{ dokdz4no .

Z2byvd zjietitl,Ze vSechny vektory

() wveve s (B)

0-60000...-.0-40‘1

(k*l Ysvees (% y )

A.(xK*1),..0. , A, (o(';lk

® OO O® P Lo e d PSRNy

Ar'k‘l.(xlf’l), e AT k-1 ( k+1

jsou nezdvislé.V opadném p¥ipads totiz plati relace tvaru

I oAr-k 1 k kel
g‘_;l alﬁ.(x]/;)-&”,-o- g; aya1,p (= ( " % e.k‘a’xh.(x;vo.»

dr k

S r~k=l , k¢l

+ & « A = O
5%.1 rg (=p ) ;

p¥i Sem? vdechny kocficienty B3 1eee Bp g nejsou rovay O .
r~8 .0
pgovey A ’

zjiet{me,2e viechny koeficienty B R seees By,  JBOU TOVRY

B8loZime-1li tuto rovuocet po ¥add s matict Ar"l‘, A

0 . Tim jeme dnapdli k> spdrTu, a dikaz je ukonden.
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g8.3. Definice. Necht A je libovolnd 3tvercovd matice
¥4du n ., Nechi 7\1,...9\8 . jsou v8eochiy vzAdjemnd rizné ko¥eny
charakteristické rovnice matice A a neohf 8fela o,/3,.4,,0
znadi né.aqbriosti jednotlivych kofenl,takfe ol+ Bae..+ 6 =n.
Pek charakteristickA rovnice .
matioe A -')\lE m4d ol - ndsobny ko¥en O ,
matice A -}..BE mé ﬁ- ndsobny ,, O,

O".t‘QQOOIUQOO.b.l'll..’....l.."..""...ll.

matice A -')\BE - 8 « n4sobny ’» 0.
Neoht ' '

(a.l\ yneey (a,,‘) © je soustava normdlnich vektord matice A—')\lE R

(bl)"")(b(b) 1) 3 ’ ’ L A‘-)QE ’

(él)’°"’(86) ’s X ? > “ay ASAE,
pat¥fcich k p¥{slusnému nulovému koFfenu.
B8oustava vektorid

(81)s+es (B 50’1\“{?,95(81)9'“ (86) > /38.3.1/
v podtu d‘+(5+.”+0'-=rn, je t.zv.soustave
normédlnf{ch vecktord matice 4.
V&te 88.3.: Vektory soustavy /3283.1./] j8o0u
linedrnd nczdvislé , takfte matioe
tverocovéd FAddu n

leses mags Py DA el Bp,el s ]
je regulédrni.

Dikez. Ve skupind vektord (& ),..., (8y) necht jsou vektory
uspo¥dddny tak,Ze vektory vydsfho ¥idu predohdzeji vektory FAdu
nizéfho.Podobné budiZ tomu v ostatnich akupin.é.ch.
Pi'ed’qulédejme,ée vektory /88,3.1/ nejsou lineArnd nezivislé,

tak¥e existujo linedrn{i rclace
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ol ) 6

E‘ me{(a&) + ;él n, (b)) +...+};:1 P, (By) = (0) , /238.3.3/

pfi demZ nékterd z 3isel Wy 5 ByjyeeesPy  DOJ8OU NULY,
Oznadme tuto relaci strudndji symbolem |

[(al),... (&) ;(bﬁ.(%;;..; (87)seees (Bo')] = (o), /28.3,8/
Kdy# vektor na levé a pravé strand v relaci /38.3.3/ sloZime e
matici A —)\IE , obdrzime

%, o

: .
(Ii-:é m(“.[(k—)lﬁ) . (a.wj +.....+g§; px'l(A"XIE)'(B’A] ={0),/28.3.3/
JestliZe vektory  (89);... (8y) oznadime jako d¥ive

1 1 . 8 3 T
(Xl )""(.&I);(xl) ,“.(%(r—.l);.”;(xlr)’.”,(%(l) ’

vidime,Ze vzhledem k /238.1.3a/ jest

&
3 .
é’Z;Lmé‘ [(A—)\]_E).(a((ﬂ = 1y (%) J#eeot mo(r.(xoa(r)-n- mo(“l(xls) Feoot

Xt / 4 ———.
+ %(_0(1'<xo<3}" ml(a‘o(r**l)"‘ ICYRPI TR %(""(l.(adf"’(l""(a)‘

Dédle je ne pr.

ny [(AME). (0,)]= ny [ (4-0gB)+Og-M) B . (5))] =

= ny [(A-NgB)e (b)) + n,.()\g-)l).(b,,)], /238.3.4/.
takZe ' \
B

E n,.[( A—le).(b,):} =()«3->\l) ._{ ny.(bp) + na.(b3)+...+‘ B (be) «+
+ ng. (bﬂran) Y
Je tedy relace /88.3.3/ tvaru
{(aéfr"’l)”"@“‘) 3(P1)seers (BR) 5eeew (B) ,...,(s,)} = (0)..
Pi'ipgdn}’rmi“daléimi sloZenimi 8 matict A-)\lm a pak 8 matioemi
A-NgE, ... A—)s_lE dojdeme konednd k relaci

[():0 s (80)] = (0) /38,3.5/



86.
JestliZe viechne 3{sla p; yee., Pgv nejsoﬁ nuly/co2 miZeme
pFedpoklédati,nebof jinak bychom mohli vynechatl poslednf sou-
Set v /88.3.3/ & usuzovati pak o pfedposlednim/ neni relace
/88.3.5/ 1dentické.

Vekutku,je-1i na pf. p; £ 0 , jo podobnd jako v /88,3.4/
Py (A-NE).(s} = py- {[(A"}hm)’o‘a”xl)ﬂ‘(el\} "
= pﬂ)\s~)l) . (81)1» pr(so.é) $eee,

kde d’o) 1., Je tedy kooficient pfi (ey) v r®laoi /38.3.3/
pl.()\e-),l) a podobnd v relaci /88.3.5/ je

(pl)a krit soudin vhodnfch moonin vyrazd (At")‘k) pro i £k,
Je tedy tento koeficient rdzay od nuly,a tudi relace /38.3.5/
nen{ identickd. To je véak nemoZné,nebof podle vysnamu jsou

vektory ( 81) . (a 3')

linedrnd nezdvislé, - Tim je v¥ta dokdzédna.

89 . Podobné matice .

e Sow s W - o W - -

Definice. Nechf A je livovond Stvercovd matice ¥4du n,
$4vercovéd matice B f4du n se na-
z2¥vad podobnd 8 A, jestlliiZie exisitu~
je rTeguldrnd{ tvercovd matice Q
f4du n takovid, Ze

B =,Q_1.A Q .
Pozn,: JestliZe B je podobnd 8 A , jeo A podobnd 8 B,
Z pY¥edchédzejic{ relace plyne

A=qgBQl,
take matice Q * mé nyni tuté% dlobu jako dffve matice Q .
Je-li tedy B podobnd s A, mi¥eme #fol,%¢ ma t i ce
A,B jsou podobdbné,



| 96.
Plat{ ;Yto vety
BS,1,1. Matice A je podobnd s A
/reflexivnost /-
8., Je-1l1i matice A podobnéd s
B, pak je matice B podo b né
88 A /symetrie/,
3. Je«wli B podobnéd s A a O Po -
dobnd 8 B,je 0 podobdn é’ B-A
/Jt raneitivnost /.
- Dikaz, Platnost prvni v&ty je z¥ejmd, Druhou vstu gsme‘dokAZQli
na 8tr.95,Pro t¥eti vitu z relact
B=Qlrq, o¢=gr"1lsrRr
plyne ’
0 = B[ qlaQlr = (K74 (ar) = (aR)T A (@R)
a to dokazuje vétu,

- —.---n-

véte 89.8 : Dvé& podobné matioe maji

gBtejné k ofeny s8vych c¢charakte-
ristickych rovnic @& s8tejnéd ochare kt.
$isBla pr{ieludnd k¥ témuz kofenu,
%e dvé podobné matioe maji stejné kofeny svych charakteristiok?ch
rovnic, by lo ukézéno ve v8t& 286.5.8 /str.76/.
Jeou-li A,B podobné matice,takfe plat{ vztah
B=QlaQ ,

& je=li & kofen jejich charakt.rovnic,pak

(8 - ap)f = @7t (4 - 2B)fQ .
To plyne z v&ty 36.5.% /str, 78/, nebot

B-af =z Q (A - eE)Q .

Protoée matice Q Jje reguldrni,maj{ matice (4 - aB) (B-al)k
'stegnou nulitu /srv.vdtu 35.4 na 8tr.75 & 36.5.1 na str.76/ pro
kazaé p¥irozend k . Jsou tedy charakteristickd &{sla
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pfisludnd k témﬁz kofemu a podobnych matic A,B stejné.
Véta 38,3 : Dveé podobné metice majd
ty%2 minimdlnd polynom,
Véta plyne z v&ty 239.3 a z véty 37.6 /etr.84/.
V8te 28.4 : Nechit matice A, B jBou Ppo-
dobné , t.j, QAQ=3 .
Neoht & jest (0¢)yXwndsobny ko#fen
chaerekt., rovnice matioce B [a tedy
i AJ]. Necht

(Yi), . ..,(vir) 5(Y§), . (y:r_l);...; (Y§), ...,(vjl) /39.4.1/

je soustave normdlndich vektord

pat#ff{cfch k¥ o~ ndsodbnému ko*fenu
0 matice B-aE , Pak

¢ 1 1 3 3
g.(yl),...q.(ydr); Qt(yl)’-oo, Q-(Yo‘r—l);......... Q.(Yd’rlj

je soustava normdlnifich vekto r\ﬁ )

pat¥ficioh k cA-ndsobnému kofenu
0 matice A-af .

Dikaz, Oznaldme pro jednoduchost

(x1) = Q(yi),...,(xjr) = Q.(yir);.......f.(:g(’l) = q.(:ﬁl) .

Podle pfedpokladu jsou vektory
1 .
(Yi ), [N W) (Ydr) i‘é‘du T ’

¢ 6 » & o & o - e = s

b
(Yl)’....‘(yil) i‘é.du 1

pro matici ! B - af , & platd
8 1 3
(B ﬂam)o(Y%) .(Yl) geseebd s (B - w)o(ydr) = (y“r) 3
: 3y _(B N PR
(B "'aAE)o(yl) “(YI) gsesens (B aE)‘(Yo(‘r.,l ‘(Yd?..l ?

2 & # # 3 8 5 ¢ e » ¢ & » e 4 ¥y & * s 5 e & ¢ & o

(8 -am).(yiwl);(yi)g....'.. @ - a.r.).(y::') -:(via) ;



| 08,
mimo to jsou vektory /29.4,1/ linedrn& nezdvislé.

l .
Z pfedpokladu,%s (¥y,), pro n= 1,8,0005 4, , jsou vektory
fddu =z , plyne

- (0)= (BmaE)ro(}’-;“)s Q.Hl(,,&wa.E)r.Q.(y;‘“} = le(b'&mr'- (Xl )
(0# @E-02) " (52) = L. (a2 L, Q.2 ) = L pran) ()

a& odtud plyne slofenim s matici{ Q

, 1
(0 -aE)® () =(0) , (A —a2) . (& £ (0)~
Jeou tedy vektory | ‘
1
(x%),,oéo (glr) Fddu 1T

Pedobnd zjictime,Ze vektory
2 3 .
cxl},opoo (xdr‘_l) JBOU. féldu Tel )
T
(xl),oﬂoo ﬁl [ ] 3y 1 *
Ddle plyne z p¥edpokladu

. Kl
(B-aB)o(vy) =(¥y ) PTO k= 1,3,...7-1§ D3 1,8,y
neboli '
TL(A-68)oQe (v )
vztah
k+1
(a-3). (xp) & @ (vEM) = (")

T (heemy ()= ()

tak¥e zbyvd dokdzati,Ze vektory

1 1 3 3 A - T
(xl),.,o(x%r);(xl) ,qao(xdrug ’""(xl)’""(*%‘l)‘ ,,

(Y k¥l

),

jsou linedrné nez4dvislé,

| Piedpoklédeame Ze jsou zévislé takZe existuje relace

ml(x Y+ m (xl) $ooot m*(xt ) ’

p¥i Sem? n¥kterd z &isel m, jnou #F0 4
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PiSme tuto relaci atrudndji ve tvaru
| 2omy () =(0)
odtud je Zing. Qu(vy) =(Q) ,
takie ' Q. zmn.(}rnj ={0),
coZ znadf,%e se vektor an.(yn} transformuje ligzeé.rni substi-
tuof o matici Q ve vektor (0) , Aviek Q je reguldrnf,t.j.
mé nulitu © , a tedy |
o ry=(0) . -
ProtoZe ndkterd z disel mp, £ 0 , znamend vztah Zmn.(}'n) = (0),
Ze vektory (yn\ jsou linesrnd zé.visié.’ro je vsak proti pfedpo-—-
kladu., Tim je dikaz ukonden,
y3te 9.5 : Neoht metice 4B jsou podobnd,

t.jo» QAQ=B. Nechft @D 1 vee (B Y 5 (D) een(Ba) 5en.
ese3{B)ese(8y¢) ~ je soustava normédlnich
vektord pro maeatici B, Pa.k

Qe(a)seve Qely)y 5 Q{0 5uen, Qu{bp) GeeriQe (81)5++,Q(84)
je soustava normédlnfch vektord
pro mpgtici A ., 7‘
vVéta plyne z 885.4.
V¥ta_388.6 : /Obrdcenf vity 89.8/: Ma j £ =11 dvd meti-

e ae W e G - S

ce tého#% Ffd4ddu n s8tejné ko¥feny
8vyoh charakteristiokyoch rovnic
a stejnd charakt,8{sla p¥{sludnd k témuf ko ¥ enu ,pa k
jsou podobné,

Ray? B = QlAQ & kdy2

(B))see o (8 3(By), 00 (Bg) ;..._.;(gl),...,(ﬁq»\ je soustava nor-
mélnich vektord pro matici B , pak podle 38.5 je soustave nor-
méln:(ch vektord pro matici 4

(“1) Q. (5'1):--4 ) = QlBy); by = Q~(5ﬂ,.....(a¢\ Q. (%)
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avsak
flay,ov s8y 01500 Dp 5evesByseneBe iz 1Q(B1)s 00 Q(B, Q. (b9, QuE) li=
- Q-,’ al’coo-é-d 3 l‘l,'g."’b.& b@ca,gl,... §U l‘ )
_a podle 28,3 jest matioce )Ial,.,...».,..,ﬁ& || reguldrnf,
Tedy '
- - «1

Q: ”&1,00ncoooeoonagcx” 3 " &l,,..o.......,sa, [, ..
P¥istupme nyni k ddkazu horejd{ véty.
Necht meji ob® matice B,A /tého? ¥4du n / stejné~ko¥eny svfch
charakt .rovnic a stejnd charakt,l{isla,pf{sludnd k tému¥ kofenu.
Nechf pak

- - B P - s -
(al),.“,(&d) ; bl o0y bﬂ ;-.:;;(81),-0-,(30")
je né&jakd soustava normdlnich vektord pro matici B a podobné
(80Y yeees(8) 35000 saess(Bp) 3uncs (8) 5 0eneBar)
ngjakd soustava norm.vektorl pro matici A , p¥i SemZ vidy k
témuZ kofenu charakt.rovnice patii ekupiny vektord oznalené
stejnym piementnm,tedy na pi.
(al)jbosCé&‘) a (al),ult(ﬁod") } ]
atd,Podie vSty £8.3 /8tr .83/ jo matice
” ‘é’l, 90 ¢ P e OC e 00 'gci I’ Ieg’ulérni.
Nechf @ je matice
R - - .‘1
Q, - “ algonco‘c 86' ” L] ” atl’qb-vc- asl ” ’ /29-801/

takze _ _ )  /39.8.8/
(a']_)': Qe (5-1) yoey(B8g) = Qe(8y) 4 (b]_)” Q'(bl) IR (80“’@‘(50’)'

Oznalme pro okvmZik pismenem & ndktery ko¥en charakt.rovnice .
meticée A a matice B . K tomuto kofenmu pet¥{ vektory,na p¥.
Pro matici A : (alx,.....,(a‘) ’
: (8))rerees (Bg)
Oznadme tyto vektory postupné _

‘ (BDreemr B Y semne i (& henns ()
pripadnd (E)000 ‘%9"“""‘25)"'"(*513 ’

ae

pro matici B
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takzZe (51} =(X11),...,(45.1) :(i%)’oco,
p¥i dem¥ vektory (x%),...,(ﬁi )} Jsou ¥4du r , atd,
T
Podle vyznamu t&chto vektord jest tedy
(A -&E).(xxl;) = (O) PIO N = l,a,coodl ’
& tedy také podle /239.6.3/

Q7L.(A-aE), @ (X )= q7L.(0) = (0),

& podobnd (BuaE).(i;) = (0} .
Je tedy (B-eT). (&) = ¢L.(A-aE).q.(x)

a odtud pfidtenim vektoru &.(X ) ne obou strandch plyne
Bo(25) = Q7HAQ(E) .

Podobn¥ méme (A-af).(x ") =(x% ) pro n = 1,3,... 0,

a tedy té% /podle 339.6.3/

Qulo(A'“&E)cQ,o(i;-l) = Q“l.Q4(i;) u(iz) y -
'(Ba-a.m).(ii"l) =&x) -

~T-1 - ~r-1l
(B-a8). (& %) = ¢l (a-aE)q. ()
8 odtud priétenim vektoru a(ii“l) ne obou strandch plynse
er=ly _ e -r-1
BO xzrl ) s lOAQQ'(é ) ’
atd, Vidims,Z%e plati rovnice
5.(8)= Q71~A°Q-(al)’3*(aa)= Qfl.A.Q.(EB),.,,,B.(ﬁy)-Q"lA Q-(EaQ .
tek#o B.fay,...5¢ I = QL.A.Q. )&y, .. Bl /89.6.3/
Aviak metice [ Bq,... 8 Il je reguldrni,jak jsme v¥le podotkli.,

a podobné

Tedy

S8loZenim relace /39.6.3/ s matiod I 51,..... %7 ”-1 Pak
vyohédz{ B= QTlA q ,
takZe matice 4, B jsou podobné.

Yot VT e e G W B0 e i U ST e T et ey S S W W S g e e S e

Weieratraes ve svém proslulém pojednédnf,,Zur Theorie der billinearen
und- quadratischen Formen ’ /Honateberiochte der kgl,preussischen

Aksd.der Wiss.1868, str,310 / ¥e8il tento problém :
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Jesou ddny dvd Stvercové metioes
P, Q tého?2 ¥4du n a dalsdif davé P1,Qy
opét Stveroové ¥*A&du n, Jaksé jsonu
nu:tné a d‘oatateéné podminky,aby
existovaly reguldrni maetice H, K
takovdg, Ze
P, = HPK , Q; = HQK . /30.1.1/
Weierstrass se zabyval p¥ipadem,¥e pro viechna 8fsla A v M
neplat i
| o IXp e gaiz=o
a jeho Ffedeni spolivd na pojmu t.zv.elementdrnich d¥litely, jak
ge o ndm pozddji zminfm. Z pfedchAzejic{ theorie,kterd pochizi
od Ed.Weyra,plyne snadno jiné Yedeni,které se také vztahuje ns
p¥ipad, Ze neplatd |IAP + (4Q | =0 pro viechna d{sla A » & -
30.1. Pfedpoklddejme nejprve,%c [P} £ 0 . Existujf-li regu-
1l4rn{ matios H,K tekové,%ec platf /30.1,1/ , jest
I Py = IBIIPILIRS
tak¥c také matice Py je roguldrni., Mimo to mdme
E=9Lylp
Q= Hp~lglp
takze QP = H(erlyr™t
Tedy obd matice QiP7l , Q"1  jisou podobné,
Jsou-1i naopak matice P,Py regulérni a obd matice QiP7l , 1
jsou podobné,takde existuje matice dtvercovh H takovd,Ze
q Pyt = H(Qrlymt
mi¥eme urditi matici KX vzorcem
K= P"]'H'_':}’P:L
Pa.k ‘mAme
HPK = B PP™IH1P) = P; HQK « HQPTlHIR, « QFTlP) = Q
ta.kze: existujf{ reguldarn{ matice H,K = P"ll:f'lPl takové,
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Ze plat{ /30.d.1/. Vychdz{ tedy tento vfsledek:
Yéta 30.1: Ne oh % P,QJR,q; jsou dve péary

3t veroovy¥ch matio téhod :!'~é.du n .
Becht - |PfédoO . |
Pak existujf reguldrni{ matice HX
f4dadu n takové,ite platl
P, = HPK , Qp = HQK
tehdy & jen tehdy, je-11 [P[E£O
a ob® matioce QFL, Pl maji stejnsé
cherakt, ${ela prisludnd k témusi
ko¥fenu a ste jné charakt, kofeny.
30.8., Pfedpoklidejme nynf,%e [P = IPU: Q1 =1qt
aviak %e pro vdechna N\ , A neplati AP + étQ,I =0 .
Pak existujf &isla X, »lo takové, fe matice
R = X,P + M.Q
je raguldrni,tedy /R[£ O , & z¥ejmd je Ayt # 0 .
Existu‘ji-li reguldrni matice H,K takové,Ze plati /30.1.1/, jest
(Ry =)AoP+ oy = AHPK + @ HQK =
= H(M P+ Q)X = HRK ,
Q) = HQK ,
takie IR/ £ 0 & ob¥ matios &™1,q,R]* jeou podobné/podle
prededlé véty 30.1/.

JestliZe naopak lel 40 a QrRY, an‘il _jsou podobné,
existujf reguldrni Stveroové matice H,K ¥idu =n takové, Ze
Ry = HRK , Q1=HQK ’
tak?e APy +a Q) = HOGP+ @ oQ)K = AGHPK + (HoHQE

L oy = EoHAK )
0d8{tdnim obou rovnic obdriime

: NoPy = MHFK
a soudasnd je Qp = HX .
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8 ohledem na nerovnost >~°;£ 0, plyne 30,1,1.,Mdme tedy tento

vysledek: . ‘ .
Y8t 30,3: Nechit P,Q;PQ; jsou dva péary

matic tého#%2 Ff4ddu =n takovych, Ze
iPl = I1Q1 = IPy | = ’Qll =0, aviak

[AP + AL Qf £ 0 pFL vhodnjoh A, &y »
Pak existujf{f reguldrni matice HK
¥f4du n takové, Ze platl

P, = HFK, Q) = HQK ,
kdyZ a jen kdyZ o b8 matice Q()OP -&etoq)“l,
Q']_()*opl"'é%«ql)*l ma j{ stejné kofeny
svych charakteristiockych rovnic

e s8tejnid charakteristickad &E{L{sle
pfiseludnd k¥ témuiz XXofenu,

pi‘ehled 0 Weierstrassove theorii elementérnich d&litel\,

T > D> s . W Wi s Wt W s W g Wy T s R Ww W S s G o —— T S Wit S W g S

Tento odstavec obsahuje strudny prfehled o Weierstrassové
theoril elementdrnich d€liteld.V&ty jsou uvedeny v&tdinou bez
ddkazd.

Definice 8l.1,: Nech i A,B znadi Etvercovi
metice ¥f4&d&du n, a ma.'ci'ce A je regu~
l4drnd{, MnoZina tvercovych matic
f4du n tvaru

AL+ B, /31.1.1/
kde A znadf{ libovolné 8{islbd,

nazyvéd se regulédrni svazek ma tio

uréenj‘ ma tiocemi A,B .

Necht pro k = 1,3,...,n znadi D, nejvétdfho spole¥ného d8li-
" tele viech minord k-tdho ¥4du v determinantu [AA + B |

Jest tedy D, poljmom v A stupnd m 2 0 , a zv1A3tS je

l-)\A. + Bl = D polynom stupnd n /nebof JA] £ 0O ) “
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Pro libovoln§ linedrni polynom /zé,kiad.‘/ A-a ‘neohf znadf
ﬂhk e'xponént“jeho vejvyé'éi mooni.mr,kterﬁ. je obsafena v poly-
nomu Dk . Jeatlie tedy )\-— a ned#lf Dk , jest hye 0,
Jestlize +£~_ e d¥lf D, také ()\ ) d¥l{ D, ,aviak
()x- a. x neddli Dy . @
31.1,1, Pron{ dﬁ.leﬁity poznatek Je ten ¢ pro kxaidy¥y

—-u--u-——-

linedrnf{ polynonm ')\-q, plati
i b, Qhkﬂ_- kK = 1,3,.’..,‘ n-1 /31.1.8/
P¥l1 SéemZ2 znaménko = plati tehdy
2 wj®n tehdy, kdyz Dy =0 .
a/ Odtud pijhe,ée nastage-1i pfi urditém k
" | hk._o,hku)o/,
pak jest by = hgs...m hy= 0, 0<hyy1 {byegd «+- by /31 1.3/
b/ Daldim deledkem je,Ze polynom D41 je d8litelny polynomem
bk ; takZe B

Dys1

~== jepolynomv A - /pro k=1,3,... -1 /.

Dk _— , '

31,1,3. DileZitou ulohu ve Weierstrassové theorii maji isla

;= hy; ep= hg-hy, ez= h;,-ha,...,- en -hn__l - /31.1.4/

Podle /31,1,3/ jest e,= 0 jen tehdy kdyz hk.. 0. ' ‘
JestliZe pii urditém k plat{
pek je e,z e;=...x e.= 0, ek+‘1> 0, €reg> Dreea0y0 , & ‘
podle /31. 1.4/ jest € et k*a«t...c- e=h .« /31.1.5/
Polynomy (}. a.)ek"'l ()\-a.) k+3,...,()~- a}n /3116/
8 e nazy\aagi'elementarni dad8l1litel6d
Bvazkg_)\AéB,'po_pi-"ip.determinan’tu‘
INAeB|, prtelusnt kx z2z4kladu M-8,

A ]
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393"1153 néjaky linedrn{ polynom nedél:i determinant INA 4 BV,
“ 3sou véechna prislusné éisla

hn— hn l=o¢¢cu- hl.—»

a ta-ké N ’ e en= en l—otﬁt" ela— O

Mohou tedy elén“xenté.rni délitelé prisluseti pouze k zdkladu
Ao ‘d8licimu determinant [RKA + B| .

Podle /31.,1,5/ je soulin elementdrnich délitelﬁ,prisluénich k
'/ténmg zékladu A« & , nejvyds{ mocnina (h- a) *m , kterd
- dsls determinantf‘ IXA + B], 8 oudéin viech

; , v ’
,elwement»é.-rnich, d¥%liteldw,pfi{slus-~

2

nyc'h ke videm moénym zé.kvla.dﬁm,j

o

tedy a% na multiplikativn{ kon-
stantu prédvys polynom [»A+ Bl .
pr{klad 51.1.: Nechf | | |

a, 0 o.‘o\‘ /b0 0 0y -
0O a, 0 O S 0 0 O . i -
A= 1 , Bz | o1 , PFL Semi a8 # O .
0 0 &0 Lo o b, O
1o 0 o agl V0 0 0 by
Pak je AL ¢+ B= ABq 4Dy 0 0 0 \
0 -raysby 0 0
\ 0 0 © 0 Aagebg
Zi‘ejx;xé jeo | AA + B? = (kalibl} (}\a3+b3) 53 ’ 8
= a.l a.a()d- - ) . ) . Predpokléde;me,ée 5——- ,.1.'-51- .
Pak elementé,rn:[ d&litelé mohou prisluseti pouze k zdkladu |
L T '
Aed> enevo  Nso— ,
*1 ap

b _
‘a/ Pro zéklad )s -é}i je zrejmé
‘ , | hl= 0, pa; 1, 3h3=A3, hy= 3 , | ‘
: takze €= O}, eg= 1, ez= 1, eq= l . -



~

~

107.
by
Slementé.rni délitelé JBO‘u Ao o= ’ )u--»t-’!-'» ’ * E-l-

b al‘ .

a : .
b/ Pro zdklad A«Q-E; - jest . )
Elementédrn{ délitale Jsou tedy /\4-«5% .
Viichni elementé.rni délxtplé. jsou tedy

by B bl . b
P il - A+ & A = &l ’ fv-t-a-; s
b 3 '

o , 1
3331011 soudin jest - (\-n- ~i} { AE *5“ } a?aa s tha B,

31.3 Necht' poly_nom A-a ad1f {AAeB/ , va.;ﬁéiéla
h (k lyeeey nech¥ maj{ hofegéi v¥znam, |
Pak véeohny minory k-Fddu v fXAeB | ,jaou dslitelny alespon
hk" tou mocninou polynomu %-—a ~a alespon jeden z nich je‘aAt,
d&livelny préve touto mocninou,

Ea 2dy minor k-tého fddu v ’det,ern\i»
nahtu f?\A“«c-Bf, ktery je da&8litelny
p;:.é.(vé'.polynomgm (rA-a) £ ,‘nAaz/}’rvé. 8 e
reg.uié'rni”m‘inor /[subdeterminant]
katédho ¥4ddu Yzhledembk 'V'}\‘-a./.

‘Lze dokdzati tyto dileZité vity: ‘_ |

‘Véxta 31.2.1; Platd »n‘,e rovnosti eLegf...fe .
‘Véta.'.'sl.'a.a; Ketdy reguldrnf{ subdeter
minant /1Y k1< nj}-tého Fddu determi-
Rantu | AA+ Bj vzhledem kX zdkladu r-a

©bsabhuje ‘a.levapidﬁ 'Aj_,ed.ve‘n_ reguldrni
‘B:‘ubd‘e'fe\r\mi;nan't k=1)-ho Fddu vzh\le-—
dem k¥ z24kladu *>-a jako minor, |
'ﬂta,a;.a.a:\zd z'a-y:_ r.eg'u l4rn{ \9ubdeter-

m-‘inan-t (1&'}@1(}1 ny-tého t4du deter -



minantu ‘D‘Aqu!.vzh-le em k}zé‘.krladu'

AN-a ~Je obsBaien je, 0 minor a.le-~

- R A

§pofi-v jednom regulédrnim subde-
t‘er‘m"in/a.ntu k-tého fd4du determi-
nantu ’l’7\A+B" vzhledem kX ha ., |

31.3; B pousitin prededlych vét dé se dokdzati tato Weier -
qtraéeova véta . | , L

*v&ta 31.3: Nechf A,B jsou libovolné étver;:ové matice téhoZ '
_¥4du n anech‘t’ (Al £ 0. E o S
Nech¥ ()-al) "1 ’*)»aajc ; Maw,()\n—am)em

jsou véichni el/ementarni d-élit‘elé
d‘et e\rmin'a ntu ™A+ B! , takZe el-z-ea#.‘.'.#en =N
/8isla 81,83,+54,8 NEjsou nutné,\}zé.jemné razné/. “ |
Existujf regulédzni{ Stverocové ma-

tice *4d4du n takové, Ze

| ‘HAXK = E ) :
& eoudasnd jeat |
e ‘ | | oo
dlsureer i ()
Y . . s o ¢ : k / : : J
_, b 0o 0 Oneiag 1o . Y
~ i 0 O 0--00 a’l: : :
. i n W e e mem s W e - ..it..a_, e .- s P T «-’.-._--.--o--——--o---
? | :6‘2 1 0...0 O: ;v ‘
. A 0 &y 1.0 04 N
ea ¥ P : . : S :to" ; J
HEK = RN B I ‘
'o 0 0...85 1 K
| . 3 : ‘ ;
- ’O O Oaao- 6.3' '
RO U SV U SN AN osmmen
‘1 , , ! '3- 1 0-0-0 0 |
. T ' . - ! : sew O
®n () : N b ‘? &m 1 . O
J / : \ / 3 0 6 m“%l
- I ' 0 0 o'»'," ‘NJ
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- ¥Y#imn¥me '91;2e ‘matice HBEK zdvisi '3enom'-no. koFeneoh a expo-
ner;tech_eleménté.rnigh déliteld ex‘razku\ AL +B.
Matice AE + HBK jet.zv. Weieretrasesdv kano-
nicky tvar svazkuA}\A"oB.
3l.4. Véta 31.3 mé, etné aplikace. Uve&me ndsledujici vitu,kterd
dé.vé. Jiné feSen{ problemu /odst. 30/ soudasné transformace dvou

ma.tic. '
r‘ \'

yggg__:g__g_. Necht PQ; P,y 2znadti dva parTy
tvercovych matiec té'hoz\'i'é.du n ,
& | ne.c;h.t*' n-a ‘p’f. I‘Pl;éo. Pak existujd
regulédrni matice H, K ¥fd&ddu n 'ta.'k;ové,
e pl " t 1 - | '
| P, =HPK , Qp = HQK | 3141/
tehdy a jen tehdy, kdyZ l_P'li};EO a . 0ba
svazky matic 2P - Q , >‘P1‘Q1 ma ji viech -
ny elementé.;éni délitele stejné,
Postup dikazu. 1/ Podminka je nutné,,Vskutku,existuji-li re_gulé,rni
matice H,K vlastnost{ /31.4.1/, plyne pi'edevéim z rovnice
| 1P 1 = jEL IR OELD
- Ze o ARnl#o
Ddle pro libovolné dislo A  je
‘, AP~ Q) ‘H(XP-QQ)‘K . |
2 této rovnosti plyne i )\PI—QI‘ = iHl.!Kl.U\P-Q\ = konst. IAPQl ,
takZe zdklady elementdrnich délitélﬁ obou svazkd A\P-Q, ?\Pl"ql

-

jsou stejné, a dé se vdvoditi i rovhost jejich exponentd /ddiesz

vynechédvime,) . v

3/ UkaZme nYni,ée podminka. s t a & { 1. o | \

Necht tedy | P ..Pll 3 0 nechf .. |
§>“ _311 ()\ © By b ()\" )

jeou elemer_xt.é.rni/ dé 16e1é- obou sva.zk& )\P-Q, ’ )xPl QL «.



o, IR
Podle véty 31 3 oxiatu;f. rcgulé.rni étvercbvé natice’ Hl,tl H
H K, i‘édu n takové Ze _ o o ‘
- HEPK=E, HiQK) = M |
| HpP1Kg= E,  HQKzM
pFi éemé M znaéi matiol kanonického tva.ru. Odtud plyne
HIPK = H P].KE 4 - Hlel = Hanl(a e
a\»odtud Pz (H‘H)P (kX
o = (EE)Q (XK ) |

Existuji tady reguldrni- étveroove matioe - H = ;‘lﬂl, K = lesl :
rédu n takové ¥e - Pl = HPK, Q,l = HQK
~Véta 31.5. /je dlsledkem v&ty predeﬁlé/ ,

| Dvé dtvercovsd ma tice téhoi
¥ 4ddu n _j’e.o_u podobné, kdyZ a jen
kdy ¥ kazdy elementé.‘r' n { dvé,litel
charakt., de@e‘rmindntu jedné, jest
é\l»emeiitér‘n/ix‘ﬁ d8litelenmn oharaktg
d~éit‘ve rminentu druhé matioce /t.j.kdyi'
a jen kdyé charakt,determinanty .b}bou matic maj{ stejné elemen~
térn{ délitele/. N | o — ' v
Dikaz. 1/ UkaZme nejprve, e poﬁ.minka ‘je nutniéd,
Necht ma.tice A,B tého’ ¥ddu n jsou pedobné.Pak existuje
regulé.rn:t matioe Q takové,Ze \ |

Bz TAQ - ‘

Soudasnd plati E=Qlzg -, CEl =1 (# 0)
Tedy pbdie pfededlé véty oba determinanty _IXB-A), |AE-B|
‘maji stejné elementérn{ d8litele. |
aviak _ |NE-4) = {~1)%. 1828 | ,)2B-B1 = (1) ) 1B | ,
ta.kée téz fA-MEy, | B—AE; maj{ ate;né elementdrn{ délitele.
Avéak’ | A-2E1, \B-)E| jsou cha.ra.kiierlsticke determinanty
matic 4,B . o ) IR
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—

3/ UkaZné nyni 20 podminka 6 t ad i |
Nechi tedy |A-MEl,- |B-AE| mji stejné alemcmé.rni msmm.
Pak také  {E-A! , |AE-B! maj{ stejné elem.d¥litele.Tedy podle
v8ty 3i.d.existujf reguldrni matice H,K takovd,ie
o : = HEK , B = HAK .
% prvni relace vyohdzi . H= K':l .
takze B  B=xlax ;
jeau tedy matice A,B podobne.
P¥{klad 31“.5.1 ¢ - BudiZ dé4ne matice
. A= o 1 1 0O
2 1 1 -4
3 -1 -1 1
0O 2 -2 0
Podle vypodtu pa str.66 je jej:( charakt.detoruinant

~z

T)AE - At = N
Uinory 3.stupné jsou /viz str.66/
N+ 4y, 3 X, 2@, ax
Mae 3y, Braen), N, aa(he 3)
NA-2), =X NO-, aa(- a)

D N S I N )Y
Elementérni d8litels o-;arakt determlq&ntu patii Jenom k zdxladu p Y
Pro ten’co zdklad je zIejm& o -
| h1= 0, hg= 0, hz= .1, hy= 4 ,
'ta\kZa ~ 1 8,=0, eg= 0, ez= 1, eg= 3
Elémenté,rn:( délitelé jsou tedy )\'\ >\3 .
podle véty 31.3 existu;f tedy regulérni matice KK takOVé Ze

HEK:E s
HAK = o 0 0 0

‘ 0 010
‘ ) 0 0 0 1
0 0 0 O
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' I.xietuje tedy r?gulé.mi matioe

K takové,ie"k . N
AK::K. 0 0 0 0 |
—~ loo 10
0 0 01 - ~ .
0O 0 00
’ Abychom ji urélll oznaéme ‘ g
K = [Fa X kg Ky
k21 ¥aa a3 K
.| Eay ¥z Kas Kos

\k4i K43 43 Fag
Pak z nésledujic{ relace po_vynésobeni obdr Z{ime ﬂ%ovnénim
steanolehl?ch Prvki na obou stranédh celkem 16 11neérnich o~
 rovnic-o 16 neznémych: kll’kia’klz"""k44 .
n&m zaruduje, e se tyto rovnice dggi Fesiti netriv1élné t. e

/Obecné theorie

—

'hodnotami neznamych které nejsou vsechny O/ Tedy JSBt

(Kn kla’klz k14\ 000 0} / 0-1 1 0\ [k kygk 15 ?14\
=3 1 1.1 k) kgg Xg3 Kad

kg, k3g Kz kas {ooo '1 ,»~ &“3 -1 1] |k kg,)a kg3 kag

\ku kyg kg3 kga/ |0 00O o_/_ \o 3-8 0/ \ky kg ‘.1:'43 ",

" & méme o ' |

(1) ky-ky =0 - -2 kpekgeky ky=0  (5)
(@) kgpmkpg =0 <3 kypekpgekgp kyp= 0 (9)
(3) kyz kg = kg -3 k) zukpzekag ~kyz= koo (7
@) kg kg =g -8 kjgekgekgy <kggmkpy  (8)
Ly Ay k=0 3 by kg kg +k= 0 (9)
Q4 sRyy-3ki= 0 | '3 k12~k33-k33 kgm0 L3207
(Us)  Bkpg-3kgz= kyg B kygkgp-kgg #Egam Ky QD)

@e) Bk -Bkgy= Ky ] kl4-k34m‘kﬁ4 *kyuz kg o (13)

<,/
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Vidime, Z& rovnice (9),(10},(13),(14) jsou tytés jako> (5Y, (6),'

(13, (3), tekZe mdme ddle - - | T
Ty kg =Xy kyy = Bk - 3k (57
(3  ksg=ksg  kyg = Bkpy - 3y N G
(3% k33 = kpzekyg < kyg =-3K) ze@kpgky g-kgy ()
( 4") kg4 = k34+i£13 kaga 'x'«2k14-.}2k24+k13-k33 ! (8")
| | kg = - Bkygedkpgikgikpy e
U kyg = - 3K 4 4Bkgeky gikanik o | (10*)
kyp = Bkgz-3kpz-3ky, o any
. kg = Bkgu-3kge-3ky3 -7 (13
2 rovaice (9%) a (7*) plyne  kgg =0, | -
s o (8Y) a{10q  ,, e T
Dosadme tyto dva visledky do pFedeslych rovnic.Mime pak
kgp = gy ko = Bz - 3k
k33 = 0 = kg k43 = - 2k
Rs3 =%*’k18 i N
kgy = k%-e-‘kl_?’ L9 :f8k1443k84+k13 1 HB _
kg3 :«_,??.;. R,

M4me tedy 10 rovnic « 16 nezndaych,lizeme si tedy celkem 8
~ velidin zvolit /Ovdem tak,aby matice X byla reguldrni/.

Zvolme si tedy na pf.:

k= 0, kjg= 3, kyg=0, kyz= 1, kgpe 1, kgg= O 4
Pak matice K jest »
0 3 01
K= 1 0-1 0
| 1010 o R
34 0-1/ & je regulérni,nevot |K| = -4 .

4
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,/

, Nékteré aplikace pfededlé theorie .

N o B . G T S o G e e e O S -

-38.1, Redent systému‘lineérnich homgggnnich diferenciéinich

' rovnic.M8jme systém linedrnich homogennich diferenciélnich'
“rovpio: -

yl = &llyl'l' alBYB +.co'."' a'lnyn s

yé :'.: aalyl+ &23Y3 E YRS aanyn ’ ‘ /1/
yn = anly1+ anaya *eoot a'nnyn ’
- kde 8y zna8i konstanty.
0Oznpdme ~ o \ ,
qa ta s a z\ Y ' y
F 11 1 ; 1) ’
R P TR ¢ =(: , (v)= (3t
- . . . » .' L
l | a'nl LI a'rm ¢ 'yn yn
Pak miZeme psdti dany systém /1/ ve tvaru _

Jde o vyhleddni obecného feseni systému /1/. Metoda,kterou
vyloZime,zdle%i v tom,Ze mfsto nezndmych funkef Yiseess &n
zavedeme jejich linedrni kombinace s konstantnimi koeficienty,’
totiz 'zl;,..,zn ) P¥i &emZ tyto kombinace zvolime tak,aby
hovély systému difer.rovnic pokud moZno jednoduchého tvaru.
He3enim tohoto nového systému obdriime funkce ZysevesZn o
NuZe, zavedme linedrn{ kombiﬁace Z1sZ8sess3p nezndmych
funkc{ Yl,noa;y vzorci

Yl = ll klaza *ooad Ky 20, |

Yg = KgZq#kgols deusd KpiZ oy /8

L] L [ L) L] 1] & % L] . . L] L] L]

knl l'ﬁanZB oot knn n ’
p¥i Semz o konstantéoh k, predevéim jenom pfadpoklédéme,

| 13
zemltice K - kil EERK) kln

i je reguldrni.
%l LI BN knn ‘i
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‘:Lineérni substituci /3/ miZeme peéti také ve tvaru

(1= %(x), ke () = (2)

Odfud a z rovnice /la/ plyne

- - K.{(z') = AK. (2)
a odtud ‘ : (z) = ;AK (z) o /1b/
Podle predchéze;ici theorie miZeme zvoliti mat1c1 K tak,aby

matice E~AK méla kanonicky tvar.Pak jest

XTHAK = oy 1 0..,0

i i ~
. 0 o , \
el . 0 Ol l“.o,s 0 .o'-.ono-- '
i
. ! 1
| it

v e e e r T e h et o — - n
e, 1 0...0 I e
. \ , 8 B ~
. "O c 1!000‘ :‘
e« 1 b 3 l-.t‘l.'il l
2 ! ‘ QI e 8 ¢ o @ ' . .
..\ X ‘O O O-voca
R ] e - mew W wme oy T - e o0t e cem. - . e e vee ]
\ o ! -
3 “-Ci)oonoua | ves s s e "o.-oooai:
s\ ! !
] t ¢ i . J
R —— i

u

R

p¥i Semi cy, 03,...,om‘ znadi koFeny charekteristické rovnice

matice A . v .

Vychdz{ tedy ze vztahu /1b/ po vynésobeni

Zi = C127 ¥ Za
\ zé = 0123, + 23
’;;].:—:. / T T T CIZel d
| zél+1 = Cazel+} ¥ Ze 43
;é'l-:;a.' C e e e e e .
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Je zfejmé, Ze se tento aystém difer,rovnic dé snadnovfeéiti.

A sice jsou dif.rovnice pro “funkce zel; Zg 4@ yeves
e.+e +..,+ ‘ v homogenni dif.rovnice I, fédu 2 nichZ lze

€1 3 m.
bezprostfedné tyto funkce vypodisti,Pomoci nich miZeme pak Fe-

8iti poetupné ostatni dif.rovnice,které 33$u,3ak je patrno,
vesmés dif,rovnice linedrni,nehomogenni,prvnfho ¥édu.Tim urdime
funkée 21,2g8ye0052 8 28 vztahl /3/ obdriime pak funkce
V1, ¥5g0eee Ty o ‘

33.1.1, Je-1i na p¥.ddn systém linedrnich difer.rovnic

Y1 = - Yg¥¥g
Y = -B¥p 4 YaHig - V4 [le/
) Y5 = ) - Yg¥s + Vg
vy = 3y 3-23Y 4 ,
pak matice A = t 0-1 1 0O

; -2 1 1 -1
2 -1-1 1
O fB 0
je totoZnd s maticd{ A na str.lll, Zvolime matici K, kterd
pfeiédi matici A na kanonicky tvar.Takovou maticd jest, jak
jeme vid&li na str.ll3 , na pf. matice
K= [0 201

. 1010
1 010
k . \a2-4 0/
a mame - .
| K4k = ;0 0.0 © \
0010 i
' °o.0 0 1
c @ 00
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Linedrn{ substituocf o métic; X, t.j.substiiudk

~3 o, ! .
. ¥y = - 3z * % ' R
l, o ya: zl" ' - Zg \
Y3 ] Zl f + 23 | |
- N T A

‘pfejde tedy dany systém v systém ‘ |
Vi F Y . . 3 ’
2= O,‘ézan Zp; Z3= 2y, ;=0
Jeho obeoné Yeseni jest

z,= O
o 1 3
Za- 03 + J3x+ 'é‘ \_/4 X .
23= GOz + 04hx 7
B YO G4 o kde 01,03,03, O Jer)u kona’ta.nty. ,
A odtud plyne obeoni ¥YeSeni systemu /la/: "
- 71" 303*‘303"”‘-“04@‘ #1) - Yge Op + Oz + Ogx

- A o

33.3 Klaeifikaoehregu1Arnimh para
metio., o | |
Pojednime Jeété gtrudné o klaSlflk&Cl reguldrnich pérd matioc,
které se, zakldda na predchézegici Welerstraseové theorii,Pfe- .

devéim plati tato véta,kterou uvadim bez dﬁkazu'

S i S up v A > s Wy Sy

Véta 33.8. : Nec n f al,ag,fa.,am znadéi{ 1ibo~
volné t{sla, eI,eg,.;;,em libovolnid
v§ i irTozendg Eisla a nech % 8)40g+eedOp= 1
Pak ”‘a vazek mnm ati c'?‘XE -M ¥ 4ddu n .
kde M znad | |

[

matioi kanonickélho
tva T u /uvedenou ha str, 108/, méi elementdzrail
[ é~1Ai tele priavaeé : L

»:‘ ('X.,‘a,l)l ()\ B,A;)) ’co;‘do ' (A" &m)ei‘

v



118, | |
- Podle této vty existu;f tedy svazky matic libOVOIneho fédu n ,‘
které maji dené elementdrnt déliteie. | S
Definioce: h egulédrnim p 4re ﬁ' & atic
‘rozumime pax étvercovyoh matic téhoﬁ fhdu n, 2 nichz alespon

: ;edna je reguldrnt. Ob& matice takoveho péru myslime si usporé—

| dany tak Ze prvni matlce je regulérni

33.3.8. 'Nechi A,B je regulérni paT matic F4du n a neohf

\

polynoﬁy

’

: (X al}e,,...... ()v-al)e,'i,, - ~
g o .{A ag) L (7\-&2)“3’; Lo
| \A-ah\e‘hi....;., O )l
Jsou v8ichni elementérni dél;tela svazku AA-B , pii éemz
1’389""ah jsou vzé;emné rﬁzne.
‘Oznadeni zvolme takovéjie exponenty ‘e ) piislusné k tému%
"~ zékladu,s restoucinm lndexem nerostou tekie gest '
el%eg,..... )ekl‘,a.td .,8 mimo to kl,ka 2 2 2k, .
‘Jest ovéem - o _ /

(e'vi-.-“"e' )Q’ (63:"’0'.*6];' )+.0-’+(e(h")"tiu 1£h )= n /380363/

\

\ .

- pravinme, Ze regulérni par matlc A, B mé charak t e - -
r‘i 8tiku | o

[(el,..., X, Y s (el,...,ek ),...,(el ,...,ekh)]
Kaédy regulérni\pér matlc A,B mé tedy jistou oharakterlstiku
a tato udavé 1/ poéet vzégemné raznych zdkladd elementérnich
délitelﬁ svazku AA-B , 3/ exponenty elementérnich délltelﬁ
prisluénvch ke kaédemu zéklaau. Na pf regulérni par matic 4
Fddu : E,A, kdﬁ A je matlce uvedgna na str.lll,mé charakte~
Qrietiku [(3, 1)] . | | | |
NOth nyni n znad{ 11bovolné pflrozené éielo a. uvaéugme'o
.‘mnoéiné véech regulérnioh pérﬁ matic ngtﬁhg rédu.K&idi pér mi
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jistod charakteristiku aviak v z 4 3 emn 6 rdznyoch
- o h ar a kterist L k jest jenom ko-

mned&ny podet. VBkutku ¢{sle kazdé charakteristiky
Jsou prirozené a podle /33 3. 3/ jest gea;ch soudet n ., Odtud
plyne, ze oharakterlstik 36 negvyse tolik, kolik Je véech moZnych '\
rozkladd &fsla n v pfirozené scitance.Téchto rozkladd je. .
'-ovéem konedny podet a tedy i véech'vzéjemné rﬁznﬁoﬁ charakte-
Tistik je konecny poéet ' - o
| Mysleme si v8echny rozklady éisla n v prlrozené séitanae
‘uspofédény tak, ¥e na prvnim misté Je rozklad obsahujioi jenom
jednoho séitance /totiz n /, pak rozklady o dvou séitancich
pak o t¥ech séitancich 'atd ,ad koneéné rozklad o n aéitan_
Voiqh /tqtiz’ l!l% ,.zl/ ‘ '
Na p¥.v piipadé = 4 mdme tyto rozklady

4; 3,1; 8,8; 3,1 l, 1,1, 1 1,
. zatadme nyni 8isla ka#dého rozkladu do h (:vl,é,;..,zl)
' skupin,pokud to jde,a uspoiddejme je“v:kaédé skupin. tak'aby
nerostle.Mimoto usporadegme tyto skupiny podle podtu d{sel tak,
.Ze prvni skupina obsahuje neJV1ce élsel atd. Poéet viech roZny¥ch
" charakteristik - re*ulérnioh pard matlc n-tého ¥édu jest zregmﬁ
‘ne;vyse roven podtu tcohto usporédanych gkupin,
Na p¥.v pfipad® n = 4 méme tyto skupiny:
=l 4 5 (3,1); (8,3); (3,11),(1111)

Pro h
Pro h =3 | :“'3>1 ;- 2€3 ; (3:1))15(1:1)’3'5(lal);awl)£l)1;i)»1‘
h

[ )
=3 ¢ 3,1,1; (1,1, 1,1.
Pro b=4 : 1,1,1,1 .
Tedy celkem 14 skupln .

Pro

"+ vratue 8se op&t k obecnému o . Z vty 32 3.1 plyne zd existuji
“regulérni pary manno‘rAdu n, které maji pfedepsanou charakte-
ristiku Odtud v1dime e vsech moénych charakteristik je pravé tolik,
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kolik je skupin,o nich% jeme vyde mluvili.Tak na pf.kaidy regu-
»léini pér métié :Ltého fédu nd jednu z t&chto charakteristik.
[4], [(3 ], [(a 2],{(2,1,1], [a,1, 1,1] .

[3,11 5 [3,8] ,[(20,:1], [0, 0,3] ,[(Q,0,,1], [(1,1,D 1]
‘311][(11)11] [1,_111] ‘
Nazveme t {,i dou regulédrnfch pdrid mtic
~n-tého fﬁdu mnoZinu t&ch pérd,které maj{ stejnou cﬁarakteriatiku.
MnoZina véech regulérnich'pérﬁ‘matic n-tého ¥4du se tedy rozpadéd
v kone&ny poéet trid ,pIi CemZ vsechny péry téze tridy se daJi
regulérniml matlceml prevéstl na stegny kanonicky tvar Na pf
ka Zdy regularni par matic 4-tého rédu ge da brevésti ns jeden z
p&rd tohoto tvaru / B znaéi~jedgotkoﬁou'mafi§i Fhdu 4 [:
1/ E.;‘iall e‘,o9 3/ E all_o' 0
fl 0 a3 1.0 \ | [0 8l 0
v | 0 0 2 0

s

O 0 0 &,

-00a11,) | 00 20
\ 0. 0 O A Co = 0 0 0 a,.

0O 0 Ell
\OO Of‘al

“3/ E

b
©
|
[
O

o
o

o o o o |
Y

.7/ E (all o--‘o '-\ T '8/  E ;

(o2}
~
C ’ ) ; "n-.
' o o o. P
© S
(@] o [+ [ aad
f
: = O
o Hﬂﬂ )
P O O O

(((((
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/- E ; f&8; 0 0 0\ 10/ E ; ay 0 0 O
0 & 0 0 0 & 0 O

R 0 0 &y 1 | 0 0 a0
o,oo§l8 ooo%

11/ E -3 a, 0 0 O 13/ E ; a; 1 0 0
| 0 a; 0 0 0 8y 0 O
. : A ’

0 0 & 0 0 0.8,y0

13/-E ; ya; 0 0 0, 14/ E ; 78,0 0 O
0 a0 0 oazo»o )

0 0 ago 0 0 a;0

0 0 7o as 0 0 0 aj

-

: T&to ﬁéri maj{ charéﬁteristiky,kgeré jsme jiZ vyse uvedli.Na
p¥. par 1/ mi charakteristiku f4] ‘p4r 3/ mé charaktéristiku
[(3 1)] s atd, Zdﬁraznéme Ye pismena & 8 riznymi indexy zna-
81 oviem g1sla riznd. ' ‘

.Vvrafme se k obecpemu n . Vidéli~jsme,ée se videchny reguléini
pdry watic ¥4du n , které pati{ db‘téie tfiaf,daji pfevésti’
fagulérniﬁi maticemi na ty% kanonicki‘tvér‘0v§§m tisla a ,
vfﬁkftujici se v kanonickém tvaru jednoho paru,nejsou Tovna.

';Cislﬁm a .vﬁskytujicim se v kanonickém tvaru péru druhého,

To zfejﬁé souvisl & tim,%e charakteristike ka#dého reguléfniho

p&ru A,B udédvi podet vzagemné rdznych zdkladd elementarnich

délitelﬁ svazku AA-B 2 exponenty elementdrnich d&litell pa-
ziﬁcieh k jednotlivfmvzékladﬁm,avéak neud4vé tyto z4k1lady,t.je.
prisludnd &fela & . - |

: xui;i.regulérni pér matic ¥4du 4 ,ntptiz E,A, kde' A znaéi
‘nntioiruﬁedenbu na str. 111,md charakteristiku [(3,1)]
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-

& jeho kanonicky tvar jest

E, 10 1 0 0O\ ’
| 0 0,1 0
' 0 0 0 0
06 o of -
Zde je §1‘= c.
Reguldrni pér matic
. E; /1 100
| 0 11 0 N
. 001 0 ’
0 0 0 1

ktery 'je jiZ v kenonigkénm tvaru mé tutéz charakterietiku
[¢3,1)) , & tedy patif do té%e t¥{dy jako pAr E, A . 2de
 véak jest ay = 1., o ‘

‘KniZnf{ literatura o maticich .

S Vg W ey o s W N e s T s D e e A G e e 400 B e B0 S e Pt S W 1,

.B. Bydﬁovsky, Zéklady theorle determinantd & matic a Jich
‘ uziti, /Prahe,1930/
P, Muth, Theorie und Anwendung der Elementartheiler
/Lelp21g,1899/
C.C. Mao Duffee, The tneory of matrices /Berlin 1933/
J.H.M, Wederburn, Lectures on matrices /New York,1934/.
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Opra.vy & doplnkw .
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[Zé.kladni dislice znaé:{ stré.nku “irdex 'k naho¥e /dole/ znadf

k—-ty ¥4dek shora /zdola/ }

B

Str.
“»
RN
R
T
R
X
3
’y.
)
s
v
s>

)

L
L)

>3

s
"n‘
’)
’)
’?

1y

16

310 ; ’_ féau n> 1 str. 45 : (&7

95 ¢ ;aké,kollv Stvercové matice.. 8tr.10°: k ='1,3,...,n

1011,17, ( Nad symbolem Z, m4 byti n misto u)

k”daléi matici . B typu

Ll d

-

1lg urar-.“(misto nr;" .)Str 135: pla.ti zékon komuta.t:.vni..'

8 : rovnic o n mnezndmych > 178 >‘11xn """'X:——m 1xx(1n-m)+“

175 3 f4defch & m sloupcich ,, 19qq: determinant JAj ,

3313 : , A,d-a A- ' 5 aea xl-yl’ ) ,Xn&"yn .

O o me e

36,7 @ substituof o matioci 4 .,, 39%°: ve vektor  Ax)

3110 :(Dopld u vektoru zévorky), ,. 3111: (xy’ ,(x) = 2, o

33g : V determinantu {R|  ,, 335 :( Dopld na okraji [1/)

35 : matice (R-AE)"1

/

35/uprostred/ (Dopln u tretiho Jdeterminantu chyb&jict )s
ma: o T]i-A s TpgmA .

430 " T'u (mi‘sto v'y) 8tr.437: za (x) vektor

g (A 0) (misto(o(_e(} D s 457 Xy = ke if3

4511; matx-q_e v . N _4612: ﬁ.’rzi(E-—U) (U+E)~l= H

473 : pro niz UsE) £ 0. 'y 47"; utvofens matice
48y5: 8fsla X . ., 48g: Ze ;E-mt;é 0

5617 if(A)l..f(Al) f()\a)..f(% ) .Str. 5313.....», ah. =0,
so® : T ) AP 1+(.,.,)Ap"3+..~, Str. 601’4": Pak matice Y(A_) Jj€ece

6lg i (N=.o=(0.)0 () 8y 015

614 : (V matici A% mé. byti prvni dlen: a‘ll + 9‘318'13 sos ) .
634 : (v matici. y(A) mé byti posledni &len 1'*‘113‘83“&13“814' DI
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134.

§_§_§'_.643: n-l- % ‘ | *_13_;'.739. vektory (-Y{H-l) oo (Tp)

s Thygi Ze £(4) .ng,)x 0 yy 7931 je alespoﬁ«ngq_% minor, .
»y 79g: Proto%e O je ok-nisobnf.. Str. 804 ipro k=0, Pro k21.,
’s 413 (Mezi Yddek 13 a 14 vsun fddek telek ........ ) |

’. 843. matice A splnu;;e Ma: pro i =1,8,..., 8 ,

’s 868"""(1*"‘3"'“““’(1-:"( : ys 8711 0znadme Pro m = ...

y» 88p: vektory Fadu . s> 891g¢ 3.pro. 1$kSr121

’s 90°»75 %, :(Dopli u vektord zdvorky) Str. a8, xf"l 41 P e

,, 3% Az‘-—k—é“[ co)mal=(0) Str. 934""&1'3' ne?ggzlrovny 0.
sy 93g: o ATTEL (xkﬂ'k ,,‘%"c--’(bﬂ»--u(bﬁ) $pee

9410,0¢ By[ «vu]= 1, [(000) 4(0n) E]2 (D))
= Dy [( 10} (b,)]+ ny [(eo0) o(by)]
945,6‘ =(ees) { + g bp)}-‘- nl ﬁr .;1) Yoon
9818 (Doplh zévorky a,-vektoru (x;l) . __S__‘t_:_i? 985: .. = (0)

100%: @1) ""’(BP) ; S£r.1058: nejvy$s{ mocniny,
1108: Ql-_-(H‘g‘lﬁlm(le’él) -, 11110:(prvnf ¥4dex v A

jest 0-110 ) .

1174 y,= 30, + 80gx + Of (x°+ 1)

1195_:/1[4 byti/:0dtud plyne, e charakteristik je nejvyse
(sgn“l-l) ~kTA&t t011k,k0lik jes.......,

1304: /Matice 8 mé miti tfeti fddek: 0 D&y 0./

133,¢ Wedderburn /mi{sto Wederburn/ |

875t Protoze Xk > F=1 /misto = /,
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