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6 1. Mengen

Offenbar gehoren die kartesischen Produkte zu den oben erwihnten Mengen,
die von endlichen Folgbn gebildet werden. Wir wollen auf diese Begriffe nicht
naher eingehen, da sie in unseren weiteren Ausfithrungen nicht mehr auf-
treten werden.

9. a-Mengengebilde. In unseren weiteren Betrachtungen werden wir auch
komplizierteren, auf dem Mengenbegriff beruhenden Gebilden begegnen.
Wir wollen hier insbesondere die sogenannten «-Mengengebilde erwihnen.

Es sei a(=1) eine beliebige natiirliche Zahl und ((4) =) (4,, ..., 4,)
eine Folge von nicht leeren Mengen.

Unter einem o-Mengengebilde beziiglich der Mengenfolge (A) verstehen wir
eine nicht leere Menge A von folgender Struktur:

Die Elemente d € A sind «-gliedrige Folgen; das Glied @, vom Rang y

=1,...,) der Folge G ist jeweils eine nicht leere Teilmenge in 4,.

Wir werden insbesondere den Fall zu betrachten haben, dafl die Mengen
A,, ..., A, von nicht leeren Mengen gebildet werden, also nicht leere Systeme
A,, ..., A, von nicht leeren Mengen darstellen. Solche x-Mengengebilde A
haben also die folgende Struktur: Die Elemente @ € A sind «-gliedrige Folgen;
das Glied @, vom Rang y (=1, ..., «) der Folge d ist jeweils ein nicht leeres
System von nicht leeren Mengen, die als Elemente in dem System A4, vor-
kommen.

10. Ubungsaufgaben.

1. AUG =4; AUA=4; ANO=0; AN4=A.

2. AudNnNB)=4; AN(AUB)=A.

3. Aus ACBfolgt AUB=B, ANB=A4. Gilt umgekehrt eine dieser beiden
Gleichheiten, so ist 4 C B.

4. (AUB)UC =4U(BUC); (ANBNC =AN(BNC).

5. (AUB)NC =(ANC)UBNC); (ANB)UC =(AUC)N (BUC).

6. In einer endlichen Menge mit n(= 0) Elementen gibt es genau 2" verschiedene
Teilmengen.

7. Das kartesische Produkt einer endlichen Menge mit m (= 0) und einer solchen mit
n(= 0) Elementen enthélt genau mn Elemente.

8. Eine Teilmenge in dem kartesischen Produkt 4 x B braucht nicht das kartesische
Produkt einer Teilmenge von 4 und einer Teilmenge von B zu sein.

§ 2. Zerlegungen in Mengen

»

Unsere folgenden Ausfiihrungen kniipfen an die Betrachtung einer nicht
leeren Menge an, die wir stets mit ¢ bezeichnen wollen.

1. Zerlegung in einer Menge. Unter einer Zerlegung in G verstchen wir ein
nicht leeres System von nicht leeren, paarweise disjunkten Teilmengen in G.
Der Begriff der Zerlegung in einer Menge gehort zu den wichtigsten, die
in simtlichen weiteren Untersuchungen vorkommen, und bildet die mengen-
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theoretische Grundlage fiir die aufzubauende Gruppoid- und Gruppentheorie.
Der Leser moge insbesondere beachten, dall je zwei verschiedene Elemente
einer Zerlegung in einer Menge stets disjunkt sind, also keine gemeinsamen
Punkte besitzen.

Ein einfaches Beispiel einer Zerlegung etwa inder in §1, Nr.1[2] beschriebenen
Menge stellt das folgende, von einem einzigen Element gebildete System dar:
Dieses Element sei die aus den auf S.7 dieses Buches vorkommenden Wértern
bestehende Menge. Allgemeiner ist das aus einer nicht leeren Teilmenge
in G bestehende System eine Zerlegung in @. Das System der Mengen aus
§1, Nr. 1 [4] stellt eine unendliche Zerlegung in der Menge aller natiirlichen
Zahlen n = 2 dar.

2. Zerlegung auf einer Menge. Es sei A eine Zerlegung in G. Ein Element
von G kann hochstens in einem Element von A als Punkt vorkommen, da
zwei verschiedene Elemente dieser Zerlegung keine gemeinsamen Punkte
haben. Es kann natiirlich der Fall eintreten, daBl ein Element von G in keinem
Element von A liegt.

Wenn die Zerlegung A so beschaffen ist, daB jedes Element von G in einem
Elément von A als Punkt vorkommt, so sagen wir, daB die Zerlegung A die
Menge G bedeckt, oder, ,,A ist eine Zerlegung auf der Menge G, ,,A ist eine
Zerlegung der Menge G* oder ,,A liegt auf der Menge G*.

Ist also A eine Zerlegung auf G, so gibt es zu jedem Element a € ¢ ein
Element @ € A derart, daB a € @ ist. Zum Beispiel stellt das letzte der oben
angefiihrten Beispiele von Zerlegungen in einer Menge eine Zerlegung auf
der Menge aller natiirlichen Zahlen n = 2 dar. Jede natiirliche Zahl » = 2
ist namlich entweder eine Primzahl oder das Produkt von einigen Primzahlen,
also jedenfalls in cinem Element der erwihnten Zerlegung enthalten.

Wichtige Zerlegungen auf der Menge G sind die sogenannten extremen
Zerlegungen, und zwar die grofte und die kleinste Zerlegung der Menge G.
Unter der griften Zerlegung G, von @ verstehen wir die aus dem einzigen
Element ¢/ bestehende Zerlegung der Menge Q. Unter der kleinsten Zerlegung
Gmin von G verstehen wir das System aller von je einem Element von @
gebildeten Mengen. Zum Beispiel wird auf der Menge aller natiirlichen Zahlen
(§1,1{3]) die grofite Zerlegung von dieser Menge selbst, die kleinste von
allen je aus einer natiirlichen Zahl bestehenden Mengen gebildet.

Wir wollen beachten, daB eine Zerlegung A in der Menge @ zugleich eine
Zerlegung auf der Menge s A darstellt. Diese Tatsache erméglicht es, Eigen-
schaften von Zerlegungen in Mengen weitgehend durch diejenigen von Zer-
legungen auf Mengen zu beschreiben.

3. Hiille und Durchdringung. Es sei A eine Zerlegung und B eine Unter-
menge in G.

Unter der Hiille der Untermenge B in der Zerlegung A verstehen wir die
Menge aller mit B inzidenten Elemente von A, die wir mit BC A oder A1 B
bezeichnen. Da jedes mit B inzidente Element von A zugleich mit BN sA4
inzident ist und umgekehrt, gilt B A~ (BNsA)CA. Wir sehen, daB die
Hille B = A eine Teilmenge von A ist, die unter Umstéinden mit 4 zusammen-

2%
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fallen oder auch leer sein kann. Der erste Fall, B A = A, tritt dann und
nur dann ein, wenn jedes Element von A mit B inzident ist, der zweite Fall,
BrC A= 0, genau dann, wenn kein Element von 4 mit B inzident ist. Es
ist leicht einzusehen, daB der Fall B A = @ durch BN s A = @ charakteri-
siert ist. Wenn die Hiille B — A nicht leer ist, so stellt sie natiirlich eine Zer-
legung in G dar.

Unter der Durchdringung der Zerlegung A (der Untermenge B) mit der
Untermenge B (der Zerlegung A) verstehen wir die Menge aller nicht leeren
Durchschnitte der einzelnen Elemente von A mit der Untermenge B. Diese
Durchdringung wird mit A1 B oder B A bezeichnet. Wir sehen, daB auch
die Durchdringung AM B unter Umstéinden leer sein kann. Dies tritt genau
dann ein, wenn kein Element von A mit B inzident ist, und wir wissen, da@
dieser Fall durch BNs A = O charakterisiert ist. Wenn die Durchdringung
A B nicht leer ist, so stellt sie eine Zerlegung in G, ja sogar in B dar. Es
ist zu beachten, daB diese Zerlegung' A M B zugleich eine Zerlegung auf der
Menge BN s A ist. Offenbar gilt s(AMB) = BNsA.

Wir sehen, daB die Hiille BC A und die Durchdringung B A immer
zugleich nicht leer oder leer sind, je nachdem, ob BNs A 4 @ oder = 0 dst.
Wenn B = 0 ist und die Zerlegung A die Menge G bedeckt, so sind B 4
und B A4 nicht leere Mengen, von denen die erste eine Teilmenge in A und
die zweite eine Zerlegung auf B darstellt. Demnach bestimmt jede nicht leere
Untermenge B C G und eine Zerlegung A auf G einerseits eine Teilmenge
in 4, und zwar die Hille B A4, und andererseits eine Zerlegung auf B, die
Durchdringung B 4.

Wir wollen nun die Begriffe der Hiille und der Durchdringung dahin er-
weitern, daBl statt einer Untermenge eine Zerlegung umbhiillt bzw. durch-
drungen wird.

Es seien A, B Zerlegungen in G.

Unter der Hiille der Zerlegung B in A verstehen wir die Menge aller mit
irgendeinem Element von B inzidenten Elemente von 4 und schreiben B = 4
oder A B. Da jedes mit einem Element von B inzidente Element von A4
zugleich mit sB inzident ist und umgekehrt, gilt B A = sB A. Durch
diese Gleichheit wird der neue Begriff der Hiille auf den vorgehenden der
Hiille einer Untermenge in einer Zerlegung zuriickgefithrt. Wenn die Zer-
legung B aus dem einzigen Element B bestcht, so ist B A — B A.

Unter der Durchdringung der Zerlegung A mit der Zerlegung B verstehen
wir die Menge aller nicht leeren Durchschnitte der einzelnen Elemente von A
mit den Elementen von B. Diese Durchdringung bezeichnen wir mit AN B.
Aus der Definition sehen wir, daB AM B = BM A4 ist. In Hinsicht auf*diese
Symmetrie sprechen wir auch von der Durchdringung der Zerlegungen A, B.
Da fiir je zwei Elemente a € 4, b € B die Bezichunganb = (aNsB)N (bN s A)
besteht, gllt AN B = (ANsB)N(BMsA). Jede der beiden Mengen A1sB,
Bns 4 isteine Zerlegung von s A N s B oder ist leer, je nachdem,ob s AN s B :1:(7
oder = @ ist. Wir sehen, daB die Durchdringung der Zerlegungen A4, B
im Fall sANsB <40 mit einer der beiden auf s ANsB liegenden Zer-
legungen AMsB, BMs A zusammenfillt, wihrend sie im Fall s ANsB = 0
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die Nullmenge darstellt. Wir wollen beachten, dafl die Durchdringung von
zwei auf derselben Menge liegenden Zerlegungen immer eine Zerlegung dieser
Menge ist. Wenn die Zerlegung B aus dem einzigen Element B besteht, so
ist ANMB= ANB.

4. Uberdeckung und Verfeinerung einer Zerlegung. Es seien A, B Zer-
legungen in G.

Wir nennen die Zerlegung A(B) Uberdeckung (Verfeinerung) von B(A)
wenn jedes Element von A die Summe von einigen Elementen von B und
zugleich jedes Element von B in einem Element von A als Teilmenge ent-
halten ist. Diese Beziehung der Uberdeckung bzw. Verfeinerung zwischen
den beiden Zerlegungen driicken wir durch .1 > B oder B < A aus. Wir sehen,
daB nach dieser Definition die Beziehung A = B nur dann moglich ist, wenn
die beiden Zerlegungen A, B auf derselben Menge s A = sB liegen. Wenn
A= B und zugleich 4+ B ist, so wird die Uberdeckung (Verfeinerung)
A (B) von B (A) echt genannt; in diesem Fall schreiben wir gelegentlich auch
A>B oder B< A. Wir wollen auch folgendes beachten: Bedecken die
Zerlegungen A, B die Menge @, so ist A eine Uberdeckung von B, wenn jedes
Element von A die Summe von einigen Elementen von B ist.

Es sei nun A = B. Dann ist jedes Element @ € A die Summe von einigen
Elementen von B, und man sieht, daB diese Elemente eine Zerlegung von @
bilden. Ferner sieht man, daB das System aller Teilmengen in B, die von den
je in einem Element a € A enthaltenen Elementen von B gebildet werden,
einc Zerlegung B auf B darstellt. Wir sagen, 4 sei die durch diese Zerlegung B
erzwungene._ Uberdeckmzq von B. Zusammenfassend gilt: Man erhilt die Ver-
feinerung B von A, indem man jedes Element @ € 4 durch eine passende Zer-
legung desselben ersetzt. Man erhalt die Uberdeckung A von B mit Hilfe einer
passenden Zerlegung B auf B und der Bildung von Summen aller je in einem
Element von B enthaltenen Elemente von B.

5. Ketten von Zerlegungen. Es seien 4 D B nicht leere Untermengen in G.
Unter einer Kette von Zerlegungen von A nach B oder Kette von A nach B
verstehen wir eine endliche Folge von « (= 1) Zerlegungen K,, ..., K, in @
mit den folgenden Eigenschaften: a) K, liegt auf 4; b) K, ., liegt auf einem
Element von K, fir 1 <y <a —1; c) B¢ K, Eme solche Kette wird mit

Ky>-—>R,

oder kiirzer mit [K] bezeichnet. Fir 1 < y < « bezeichnen wir die Menge s K,
mit @,; es ist also insbesondere @, = ~ A. AuBerdem setzen wir Ay, = _1_9
Aus der Definition der Kette folg,ul die Bezichungen a, € K,, ..., a@,,; € K,
und ferner 4 = @, >...D>d,,, = B. Die Mengen A, B werden Enden der
Kette [K] genannt. Man sioht, daB jedes Element von K, ein Ende der Kette [K]
darstellen kann. Die Zerlegungen K,, . .., K, werden als Glieder der Kette [K]
bezeichnet. K, heit das Anfangs- und K, das Endglied der Kette [K]. Unter
der Linge der Kette [K] verstehen wir die Anzahl « der Glieder in [K].

Einen wichtigen Typus von Ketten von Zerlegungen bilden die sogenannten
elementaren Ketten iiber einer Zerlegung.
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Es sei A eine Zerlegung in G und B ein Element von 4, also B¢ 4. Wir
setzen A = s A. Unter einer elementaren Kette von Zerlegungen von A nach B
diber A oder elementaren Kette iiber A verstehen wir eine Kette von Zerlegungen
von 4 nach B,

([K]:) Ii’l%”'éﬁyar

die so beschaffen ist, daB fiir 1 <y < « das Glied K die Zerlegung (4, =) A
iiberdeckt; dabei ist @, = K, (a, = 4).

In einer solchen Kette ist also zuerst die Z erlegung K, eine Uberdeckung
von A 1= A). Ferner gibt es in @,(= A4) genau eine durch die Beziehungen
BcC aze K, bestimmte Teilmenge a,. Auf dieser liegt die Zerlegung (A2 =)
Ana,. Dlese Zerlegung A, enthilt die Menge B als Element und ist eine
Teilmenge von A,. Ferner 1st die Zerlegung K, eine Uberdeckung von A,.
Wiederum gibt es in @, genau eine-durch die Bezxehungen Bca,e K, be
stimmte Teilmenge @,. Auf ihr liegt die Zerlegung (4; =) AMa,. Diese / er-
legung A, enthilt die Menge B als Element und ist eine Teilmenge von A,.
Ferner 1st die Zerlegung K, eine Uberdeckung von A, usw. SchlieBlich ist
die Zerlegung K, eine Uberdeckung von (4, =) AMa,, und es gilt die Be-
ziehung B€ K,

Zum Beispiel ist die aus der einzigen Zerlegung A bestehende Kette cine
elementare Kette von 4 nach B iiber A (von der Linge 1). Wenn man vor
(hinter) die Zerlegung A eine beliebige endliche Anzahl von groBten Zer-
legungen der Menge A (B) hinzufiigt, so erhilt man ebenfalls eine elementare
Kette von A4 nach B iiber A.

Wir betrachten eine beliebige Kette (K] =) K,—-+-— K, von 4 nach B
und wenden die obigen Bezexchnungen an.

Wenn eine Zerlegung K, (y =1, -, ) von der groBten Zerlegung der
Menge a, verschieden ist, wenn also a,,+1 in @, echt ist, so wird das Glied K,
wesentlich genannt. Anderenfalls ist K, unwesentlich. K, ist also genau dann
unwesentlich, wenn a,,, mit a, uberemstlmmt Gibt es in [K] wenigstens
ein unwesentliches Ghed K,, so heiBt [K] (wegen a,,, = a,) Kette mit Wieder-
holungen. Sind alle Gheder der Kette [K] wesentlich, so helBt [K] Kette ohne
Wiederholungen. Die Anzahl o’ wesentlicher Glieder in der Kette [K] ist dic
reduzierte Linge der Kette [K]. Es gilt 0 <o’ <«, wobei die Gleichheit o’ - a
Ketten ohne Wiederholungen charakterisiert. Im Fall A = B sind alle Glieder
in [K] unwesentlich, so daB «’ = 0 ist, und umgekehrt. Wenn A4 4 B ist,
so kann die Kette [K] durch Streichung aller unwesentlichen Glieder redu-
ziert, d. h. auf eine Kette [K’] ohne Wiederholungen von 4 nach B verkiirzt
werden. Die Linge der reduzierten Kette [K’] ist gleich der reduzierten
Linge o der Kette [K]. Umgekehrt kann die Kette [K] durch Eingliederung
von unwesentlichen Gliedern zwischen zwei beliebige Glieder K, K, , bzw.
vor (hinter) das Anfangsglied (Endglied) K,(K,) der Kette verlngert werden
und zwar durch Eingliederung der grofiten Aerlegung aufa,,, bzw. auf @,(a, ,,)
oder einer beliebigen endlichen Anzahl solcher Zerlegungen. Jede Verkiirzung
(Verlingerung) von [K] entsteht offenbar durch sukzessive Streichungen
(Eingliederungen) je einer groBten Zerlegung auf einer der Untermengen
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@y -5 Gy,,. Es ist auch klar, daB jede verkiirzte oder verlingerte Kette
von [K] dicselbe reduzierte Linge hat wie die Kette [K].

Unter einer Verfeinerung [K)] der Kette [K] verstehen wir eine Kette von
Zerlegungen in ¢ mit beliebigen, den Beziehungen 4,0 A D B D B, geniigenden
Enden 4,, B,:

Ko o= Ki1—=> =Ky g1 Ky > Ky == Ky 4, 1= Ky 5~
—éK“p ﬂaeK‘l*l, 1—>..'-_)K“*lxﬁz+l_1~éK“+]~ﬁa4 1’>A"‘+2,1’>...K“+2yﬁz+2"1‘
In diesen Formeln bedeuten die f,, ..., f,,, natirliche Zahlen. Ferner

stellt fir 6 =0, ..., a +1 (3= 0)
((K']=) Ka,ﬁo‘f*"‘%lzau,ﬁdﬂ—l

eine Kette von Zerlegungen in @ dar (im Fall §,,; = 1 wird nur das Anfangs-
glied K, ;. gelesen), und zwar von folgender Art: fiir 6 — 0 eine Kette von
Gy (= A4,) nach @, (= 4), die jedoch im Fall A, = A4 nicht vorhanden zu
sein braucht; fiir 6 = 1, ..., « eine elementare Kette von @, nach a,,, iber
der Zerlegung K; fiir 6 = « + 1 eine Kette von By 11 (= B) nach a,,, (= B,),
die im Fall B = B, ebenfalls nicht vorhanden zu sein braucht.

Man erhilt also eine jede Verfeinerung der Kette [K], indem man jedes
Glied K, (y =1, ..., a) der Kette [K] durch eine elementare Kette von a,
nach @, , iiber K, ersetzt und eventuell noch eine nach (aus) dem Ende 4 (B)
von [K] laufende Kette vor das Anfangsglied K, (nach dem Endglied K,)
hinzufigt.

Wenn man insbesondere jedes Glied der Kette [K] durch die aus diesem
Glied bestehende elementare Kette ersetzt, so erhilt man wiederum die
Kette [K]. Die Kette [K] ist also zugleich ihre eigene Verfeinerung.

Die reduzierte Linge jeder Verfeinerung von [K] ist gleich der Summe
reduzierter Lingen der einzelnen elementaren Ketten und der hinzugefiigten
Ketten. Dieselbe ist also gleich oder groB8er als die reduzierte Linge von [K].

6. Ubungsaufgaben.

1.84AC A=A=84dMA.
2.8 BC A A=BrC 4; s(BMA)MA=BMA;
$(BC A)NA—BrC A=sBNAC A.
3. Wenn B~ 4 -=BM A ist, so gilt fiir jedes Element a € A entweder @ C B oder
aNB =0, und umg,ekohrt
4 sSACOMA=sCn A
- Wenn BD € ist, so gelten die folgenden! Benolmm;on a) (CC AMB=CC (AN B).
Weg,en dieser Gleichheit wird die ange;,obene Menge mit CC AMB bezeichnet. Ins-
besondere (fiir ' = B) haben wir (B[Z A)MB = AMB. b) (BC A)NC = AMC.
6. Wenn eine der drei folgenden Aussagen gilt, so gelten auch die zwei iibrigen: a) Jedes
Element von A ist wenigstens mit einem Element von € inzident; b) 4 = C [ 4;
c) sA =s(sC A).
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7. Jede Verlingerung einer Kette [K) ist eine Verfeinerung derselben.
8. Die Gesamtzahl p, ,, der auf einer endlichen Menge von der Ordnung n +1 (= 1)
liegenden Zerlegungen ist endlich. Die Zahlen p, , ; sind durch die Formel p,, , ; = 2 ( 1: ) s
1=0
(po = 1) gegeben. Man hat also p, =1, p =2, p; =5, p, =15, py = 52, ps =203, . ...

§ 3. Zerlegungen auf Mengen

In diesem Paragraphen werden wir uns mit Zerlegungen auf Mengen be-
fassen. Wie wir bereits erwéhnt haben (§ 2, Nr. 2), kommen die diesbeziiglichen
Ergebnisse auch fir Zerlegungen in Mengen weitgehend zur Geltung, da jede
Zerlegung A in der Menge G zugleich eine auf der Menge s A darstellt.

1. Bindungen in einer Zerlegung. Es seien A, B Zerlegungen auf @. Wir
betrachten beliebige Elemente a, p € A.

Unter einer Bmdung von @ nach P in der Zerlegung A in bezug auf die Zer-
legung B verstehen wir eine endliche Folge von Elementen in 4,

@, -, (€z2),

die so beschaffen sind, da8 @, = a, @, = P ist und je zwei benachbarte Glieder
@, g,; (f=1,...,0 —1) mit einem Element b; € B inzident sind. Wir
sagen, dafl eine solche Bindung von der Zerlegung B gebildet wird. Kiirzer
sprechen wir von der Bindung {A, B} von @ nach p oder von einer Bindung
von @ nach p.

Es ist zu betonen, daB die in einer Bindung vorkommenden Elemente nicht
durchweg voneinander verschieden zu sein brauchen.

Wenn eine Bindung {4, B} von @ nach p existiert, so driicken wir dies
auch so aus, dafl sich das Element § mit dem Element @ mit Hilfe der Zer-
legung B verbinden 1aBt; kiirzer sagen wir, dal Element p lasse sich mit @
verbinden.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Bindungen besprechen.

Zunichst ist es leicht einzusehen, und wir mochten die entsprechende
Uberlegung dem Leser iiberlassen, daB fiir beliebige Elemente @, b, € A
die folgenden Behauptungen gelten.

a) Das Element a lafit sich mit sich selbst verbinden.

b) Wenn es eine Bindung von a@ nach b und eine von b nach ¢ gibt, 50 gubt
es auch eine Bmdung von @ nach ¢.

¢) Wenn es eine Bindung von a nach b gibt, so gibt es auch eine von b nach a.

Wegen der nach c) bestehenden Symmetrie bei der Bindung zweier Elemente
sprechen wir auch von Bindungen zwischen zwei Elementen, ohne die An-
ordnung der Elemente zu beriicksichtigen.

Wenn sich die Elemente @, b € A mit einem Element ¢ € A verbinden lassen,
so lassen sie sich auch miteinander verbinden; denn nach Voraussetzung lift
sich @ mit ¢ und ¢ mit b, also auch @ mit b verbinden (nach c¢) und b)).
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