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6 I. Mengen 

Offenbar gehören die kartesischen Produkte zu den oben erwähnten Mengen, 
die von endlichen Folgen gebildet werden. Wir wollen auf diese Begriffe nicht 
näher eingehen, da sie in unseren weiteren Ausführungen nicht mehr auf­
treten werden. 

9. a-Mengengebilde. In unseren weiteren Betrachtungen werden wir auch 
komplizierteren, auf dem Mengenbegriff beruhenden Gebilden begegnen. 
Wir wollen hier insbesondere die sogenannten a-Mengengebilde erwähnen. 

Es sei a ( ^ 1) eine beliebige natürliche Zahl und ((A) ==) (Al9 . . ., Aa) 
eine Folge von nicht leeren Mengen. 

Unter einem OL-Mengengebilde bezüglich der Mengenfolge (A) verstehen wir 
eine nicht leere Menge A von folgender Struktur: 

Die Elemente ä£A sind a-gliedrige Folgen; das Glied äy vom Rang y 
(== 1, . . ., a) der Folge ä ist jeweils eine nicht leere Teilmenge in Ay. 

Wir werden insbesondere den Fall zu betrachten haben, daß die Mengen 
At, . . ., Aa von nicht leeren Mengen gebildet werden, also nicht leere Systeme 
Äl9 . . ., Äa von nicht leeren Mengen darstellen. Solche a-Mengengebilde Ä 
haben also die folgende Struktur: Die Elemente ä £ A sind a-gliedrige Folgen; 
das Glied äy vom Rang y (= 1, . . ., a) der Folge ä ist jeweils ein nicht leeres 
System von nicht leeren Mengen, die als Elemente in dem System Äy vor­
kommen. 

10. Übungsaufgaben. 

i, AU0=A; AUA^A; An0 = 0; AnA-=A. 
2. AU(AHB)=A; An(AuB) = A. 
3. Aus A C B folgt AuB = B9 AnB = A. Gilt umgekehrt eine dieser beiden 

Gleichheiten, so Ist AQB. 
4. (AUB)UC^AU(BUC); (AnB)nC = An(BnC). 
5. (AUB)nC = (AnC)U(BnC); (AnB)UC ^(AuC)n(BuC). 
6. In einer endlichen Menge mit n(^0) Elementen gibt es genau 2n verschiedene 

Teilmengen. 
7. Das kartesische Produkt einer endlichen Menge mit mfe 0) und einer solchen mit 

n(*z0) Elementen enthält genau mn Elemente. 
8. Eine Teilmenge in dem kartesischen Produkt A x B braucht nicht das kartesische 

Produkt einer Teilmenge von A und einer Teilmenge von B zu sein. 

§ 2. Zerlegungen in Mengen 

Unsere folgenden Ausführungen knüpfen an die Betrachtung einer nicht 
leeren Menge an, die wir stets mit O bezeichnen wollen. 

1. Zerlegung in einer Menge. Unter einer Zerlegung in 0 verstehen wir ein 
nicht leeres System von nicht leeren, paarweise disjunkten Teilmengen in O. 

Der Begriff der Zerlegung in einer Menge gehört zu den wichtigsten, die 
in sämtlichen weiteren Untersuchungen vorkommen, und bildet die mengen-
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theoretische Grundlage für die aufzubauende Gruppoid- und Gruppentheorie. 
Der Leser möge insbesondere beachten, daß je zwei verschiedene Elemente 
einer Zerlegung in einer Menge stets disjunkt sind, also keine gemeinsamen 
Punkte besitzen. 

Ein einfaches Beispiel einer Zerlegung etwa in der in § 1 ,Nr. 1 [2] beschriebenen 
Menge stellt das folgende, von einem einzigen Element gebildete System dar : 
Dieses Element sei die aus den auf S. 7 dieses Buches vorkommenden Wörtern 
bestehende Menge. Allgemeiner ist das aus einer nicht leeren Teilmenge 
in G bestehende System eine Zerlegung in G. Das System der Mengen aus 
§ 1, Nr. 1 [4] stellt eine unendliche Zerlegung in der Menge aller natürlichen 
Zahlen n ^ 2 dar. 

2. Zerlegung auf einer Menge, Es sei Ä eine Zerlegung in G. Ein Element 
von G kann höchstens in einem Element von Ä als Punk t vorkommen, da 
zwei verschiedene Elemente dieser Zerlegung keine gemeinsamen Punk te 
haben. Es kann natürlich der Fall eintreten, daß ein Element von G in keinem 
Element von Ä liegt. 

Wenn die Zerlegung A so beschaffen ist, daß jedes Element von G in einem 
Element von .4 als Punkt vorkommt, so sagen wir, daß die Zerlegung Ä die 
Menge G bedeckt, oder, ,,A ist eine Zerlegung auf der Menge G", 7,Ä ist eine 
Zerlegung der Menge G" oder „Ä liegt auf der Menge G' \ 

Ist also Ä eine Zerlegung auf G, so gibt es zu jedem Element a £ G ein 
Element ä£ Ä derart , daß a£ä ist. Zum Beispiel stellt das letzte der oben 
angeführten Beispiele von Zerlegungen in einer Menge eine Zerlegung auf 
der Menge aller natürlichen Zahlen n I> 2 dar. Jede natürliche Zahl n >̂ 2 
ist nämlich entweder eine Primzahl oder das Produkt von einigen Primzahlen, 
also jedenfalls in einem Element der erwähnten Zerlegung enthalten. 

Wichtige Zerlegungen auf der Menge G sind die sogenannten extremen 
Zerlegungen, und zwar die größte und die kleinste Zerlegung der Menge G. 
Unter der größten Zerlegung Gm a x von G verstehen wir die aus dem einzigen 
Element G bestehende Zerlegung der Menge G. Unter der kleinsten Zerlegung 
Gmin von (/ verstehen wir das System aller von je einem Element von G 
gebildeten Mengen. Zum Beispiel wird auf der Menge aller natürlichen Zahlen 
(§1 ,1 [3]) die größte Zerlegung von dieser Menge selbst, die kleinste von 
allen je aus einer natürlichen Zahl bestehenden Mengen gebildet. 

Wir wollen beachten, daß eine Zerlegung Ä in der Menge G zugleich eine 
Zerlegung auf der Menge sÄ darstellt . Diese Tatsache ermöglicht es, Eigen­
schaften von Zerlegungen in Mengen weitgehend durch diejenigen von Zer­
legungen auf Mengen zu besehreiben. 

3. Hülle und Durchdringung. Es sei A eine Zerlegung und B eine Unter­
menge in G. 

Unter der Hülle der Untermenge B in der Zerlegung A verstehen wir die 
Menge aller mit B inzidenten Elemente von Ä, die wir mit B n A oder Ä Z3 B 
bezeichnen. Da jedes mit B inzidente Element von A zugleich mit B n sÄ 
inzident ist und umgekehrt , gilt B n A (BC\sÄ)\zA. Wir sehen, daß die 
Hülle B r A eine Teilmenge von Ä ist, die unter Umständen mit -4 zusammen-
2* 
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fallen oder auch leer sein kann. Der erste Fall, B C Ä = Ä, tritt dann und 
nur dann ein, wenn jedes Element von Ä mit B inzident ist, der zweite Fall, 
B c Ä = 0, genau dann, wenn kein Element von Ä mit JS inzident ist. Es 
ist leicht einzusehen, daß der Fall Bc Ä = 0 durch B C\ s Ä = 0 charakteri­
siert ist. Wenn die Hülle B\z Ä nicht leer ist, so stellt sie natürlich eine Zer­
legung in G dar. 

Unter der Durchdringung der Zerlegung Ä (der Untermenge B) mit der 
Untermenge B (der Zerlegung Ä) verstehen wir die Menge aller nicht leeren 
Durchschnitte der einzelnen Elemente von Ä mit der Untermenge J5. Diese 
Durchdringung wird mit AHB oder Bfl Ä bezeichnet. Wir sehen, daß auch 
die Durchdringung A VI JS unter Umständen leer sein kann. Dies tritt genau 
dann ein, wenn kein Element von Ä mit B inzident ist, und wir wissen, daß 
dieser Fall durch B n s Ä = 0 charakterisiert ist. Wenn die Durchdringung 
Ä n B nicht leer ist, so stellt sie eine Zerlegung in G, ja sogar in B dar. Es 
ist zu beachten, daß diese Zerlegung AHB zugleich eine Zerlegung auf der 
Menge B n s Ä ist. Offenbar gilt s(Ä l~l B) = Bn sÄ. 

Wir sehen, daß die Hülle Bc A und die Durchdringung Bfl A immer 
zugleich nicht leer oder leer sind, je nachdem, ob BnsÄ =j= 0 oder = 0 4st. 
Wenn B 4= 0 ist und die Zerlegung A[ die Menge G bedeckt, so sind JB tZ Ä 
und Bfl Ä nicht leere Mengen, von denen die erste eine Teilmenge in Ä und 
die zweite eine Zerlegung auf B darstellt. Demnach bestimmt jede nicht leere 
Untermenge B C G und eine Zerlegung Ä auf G einerseits eine Teilmenge 
in Ä, und zwar die Hülle J5 c Ä, und andererseits eine Zerlegung auf B, die 
Durchdringung BD Ä. 

Wir wollen nun die Begriffe der Hülle und der Durchdringung dahin er­
weitern, daß statt einer Untermenge eine Zerlegung umhüllt bzw. durch­
drungen wird. 

Es seien Ä, B Zerlegungen in G. 
Unter der Hülle der Zerlegung Fi in Ä verstehen wir die Menge aller mit 

irgendeinem Element von B inzidenten Elemente von Ä und schreiben /] c Ä 
oder Ä "3 B. Da jedes mit einem Element von B inzidente Element von A 
zugleich mit sB inzident ist und umgekehrt, gilt BrA sFirA. Durch 
diese Gleichheit wird der neue Begriff der Hülle auf den vorgehenden der 
Hülle einer Untermenge in einer Zerlegung zurückgeführt. Wenn die Zer­
legung B aus dem einzigen Element B besteht, so ist B (Z Ä B{Z Ä. 

Unter der Durchdringung der Zerlegung A mit der Zerlegung Fi verstehen 
wir die Menge aller nicht leeren Durchschnitte der einzelnen Elemente von A 
mit den Elementen von B. Diese Durchdringung bezeichnen wir mit ÄV\B. 
Aus der Definition sehen wir, daß An B == BV\ Ä ist. In Hinsieht auf*diese 
Symmetrie sprechen wir auch von der Durchdringung der Zerlegungen A, Fi. 
Da für je zwei Elemente ä 6 Ä, b 6 B die Beziehung ä n ß (ä n HB) O (6 n s A) 
besteht, gilt AHB = (Ä VI sB) n(Br\s A). Jede der beiden Mengen Ä H sB, 
EnsAist eine Zerlegung von s A O s B oder ist leer, je nachdem, ob sADs B 4- O 
oder == 0 ist. Wir sehen, daß die Durchdringung der Zerlegungen A, B 
im Fall sÄC\sB^0 mit einer der beiden auf sÄDsB liegenden Zer­
legungen Är\sB, BnsÄ zusammenfällt, während sie im Fall sÄCisB ^ O 



§ 2. Zerlegungen in Mengen 9 

die Nullmenge darstellt . Wir wollen beachten, daß die Durchdringung von 
zwei auf derselben Menge liegenden Zerlegungen immer eine Zerlegung dieser 
Menge ist. Wenn die Zerlegung B aus dem einzigen Element B besteht, so 
ist ÄnB= ÄnB. 

4. t lberdeckung und Verfeinerung einer Zerlegung. Es seien Ä, B Zer­
legungen in G. 

Wir nennen die Zerlegung Ä(B) Überdeckung (Verfeinerung) von B(A), 
wenn jedes Element von Ä die Summe von einigen Elementen von B und 
zugleich jedes Element von B in einem Element von Ä als Teilmenge ent­
halten ist. Diese Beziehung der Überdeckung bzw. Verfeinerung zwischen 
den beiden Zerlegungen drücken wir durch Ä J> B oder B <L\ Ä aus. Wir sehen, 
daß nach dieser Definition die Beziehung Ä > B nur dann möglich ist, wenn 
die beiden Zerlegungen Ä, B auf derselben Menge sÄ-= sB liegen. Wenn 
Ä }?z B und zugleich Ä ^ B ist, so wird die Überdeckung (Verfeinerung) 
Ä (B) von B (A) echt genannt ; in diesem Fall schreiben wir gelegentlich auch 
Ä > B oder B < A. W7ir wollen auch folgendes beachten: Bedecken die 
Zerlegungen Ä. B die Menge (7, so ist Ä eine Überdeckung von J3, wenn jedes 
Element von A die Summe von einigen Elementen von B ist . 

Es sei nun A ^ B. Dann ist jedes Element ä £ Ä die Summe von einigen 
Elementen von Ii, und man sieht, daß diese Elemente eine Zerlegung von ä 
bilden. Ferner sieht man, daß das System aller Teilmengen in J5, die von den 
je in einem Element ä £ A enthaltenen Elementen von B gebildet werden, 
eine Zerlegung ß auf B darstellt. Wir sagen, Ä sei die durch diese Zerlegung /? 
erzwungene Überdeckung von B. Zusammenfassend gilt: Man erhält die Ver­
feinerung B von A, indem man jedes Element ä £ Ä durch eine passende Zer­
legung desselben ersetzt. Man erhält die Überdeckung A von B mit Hilfe einer 
passenden Zerlegung ß auf B und der Bildung von Summen aller je in einem 
Element von B enthaltenen Elemente von B. 

5. Ketten von Zerlegungen. Es seien A D B nicht leere Untermengen in G. 
Unter einer Kette von Zerlegungen von A nach B oder Kette von A nach B 

verstehen wir eine endliche Folge von a ( ^ 1) Zerlegungen Ä 1 ; . . ., Ka in G 
mit den folgenden Eigenschaften: a) Kx hegt auf A; b) Ky + 1 liegt auf einem 
Element von K für 1 < y :g a — 1; c) B £ Ka . Eine solche Ke t t e wird mi t 

Kx-> >Iva 

oder kürzer mit [K] bezeichnet. Für 1 < y < a bezeichnen wir die Menge sIvy 

mit ä: es ist also insbesondere a, ••--A. Außerdem setzen wir 0atl B. 
Aus der Definition der Ket te folgen die Beziehungen ä2 £ Iv1? . . ., äa + 1 £ Ka 

und ferner A äx D . . . D ä a f l B. Die Mengen Ay B werden Enden der 
Kette [Iv ] genannt. Man sieht, daß jedes Element von Iva ein Ende der Ke t t e [Iv ] 
darstellen kann. Die Zerlegungen Iv^, . . ., Ka werden als Glieder der Kette [K] 
bezeichnet. Kx heißt das Anfangs- und K9 das Endglied der Kette [K]. Unter 
der Länge der Kette [K] verstehen wir die Anzahl a der Glieder in [K]. 

Einen wichtigen Typus von Ket ten von Zerlegungen bilden die sogenannten 
elementaren Ket ten über einer Zerlegung. 
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Es sei Ä eine Zerlegung in G und B ein Element von Ät also B t~ Ä. Wir 
setzen A = SÄ. Unter einer elementaren Kette von Zerlegungen von A nach B 
über Ä oder elementaren Kette über Ä verstehen wir eine Kette von Zerlegungen 
von A nach J?, 

die so beschaffen ist, daß für 1 fg y g: a das GHed i t ? die Zerlegung (J^ =) Ä VI aK 

überdeckt; dabei ist äy = s i ^ ^ = A). 
In einer solchen Kette ist also zuerst die Zerlegung i?1 eine Überdeckung 

von Ä1(= Ä). Ferner gibt es in ät(= A) genau eine durch die Beziehungen 
B_Cä2£K1 bestimmte Teilmenge ä2. Auf dieser liegt die Zerlegung (Ä2=) 
Ä n ä2. Diese Zerlegung Ä2 enthält die Menge B als Element und ist eine 
Teilmenge von Ät. Ferner ist die Zerlegung K2 eine Überdeckung von Ä2. 
Wiederum gibt es in ä2 genau eine durch die Beziehungen 5 C % 6 -^2 be­
stimmte Teilmenge ä3. Auf ihr Hegt die Zerlegung (Ä3 =)Iflä3. Diese Zer­
legung J 3 enthält die Menge B als Element und ist eine Teilmenge von Ät. 
Ferner ist die Zerlegung i t 3 eine Überdeckung von J 3 , usw. Schließlich ist 
die Zerlegung i t a eine Überdeckung von (Äa =) Änäa , und es gilt die Be­
ziehung B £ Ka. 

Zum Beispiel ist die aus der einzigen Zerlegung Ä bestehende Kette eine 
elementare Kette von A nach B über Ä (von der Länge 1). Wenn man vor 
(hinter) die Zerlegung Ä eine beliebige endHche Anzahl von größten Zer­
legungen der Menge A (B) hinzufügt, so erhält man ebenfalls eine elementare 
Kette von A nach B über Ä. 

Wir betrachten eine beliebige Kette ([K] =) K1~*- • • • —> Ka von A nach B 
und wenden die obigen Bezeichnungen an. 

Wenn eine Zerlegung Ky(y = 1, . . ., a) von der größten Zerlegung der 
Menge äy verschieden ist, wenn also äy+1 in äy echt ist, so wird das Glied Ky 

wesentlich genannt. Anderenfalls ist Ky unwesentlich. Ky ist also genau dann 
unwesentHch, wenn äy + 1 mit äy übereinstimmt. Gibt es in [K] wenigstens 
ein unwesentHches Glied Ky, so heißt [K] (wegen äy+1 äy) Kette mit Wieder­
holungen. Sind alle Glieder der Kette [K] wesentlich, so heißt [K] Kette ohne 
Wiederholungen. Die Anzahl a' wesentlicher Glieder in der Kette (Ä'J ist die» 
reduzierte Länge der Kette [K]. Es gilt ö r ^ a ' ^ a , wobei die Gleichheit a' a 
Ketten ohne Wiederholungen charakterisiert. Im Fall A B sind alle Glieder 
in [K] unwesentHch, so daß a' = 0 ist, und umgekehrt. Wenn A -\- B ist, 
so kann die Klette [K] durch Streichung aller unwesentlichen Glieder redu­
ziert, d. h. auf eine Kette [K'] ohne Wiederholungen von A nach B verkürzt 
werden. Die Länge der reduzierten Kette [K'] ist gleich der reduzierten 
Länge a' der Kette [K]. Umgekehrt kann die Kette [K] durch Eingliederung 
von unwesentHehen Gliedern zwischen zwei beliebige Glieder Ky1 Ky+1 bzw. 
vor (hinter) das Anfangsglied (Endglied) Kx(Ka) der Kette verlängert werden 
und zwar durch EingHeclerung der größten Zerlegung auf ä/+1 bzw. auf ät (äa + Y) 
oder einer beliebigen endliehen Anzahl solcher Zerlegungen. Jede Verkürzung 
(Verlängerung) von [K] entsteht offenbar durch sukzessive Streichungen 
(Einghederungen) je einer größten Zerlegung auf einer der Untermengen 
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äl9 . . ., ä(t + 1. Es ist auch klar, daß jede verkürzte oder verlängerte Ke t t e 
von [R] dieselbe reduzierte Länge h a t wie die Ke t t e [R]. 

Unter einer Verfeinerung [K] der Kette [K] verstehen wir eine Ket te von 
Zerlegungen i n ö mi t beliebigen, den Beziehungen A0 D AD BD B0 genügenden 
Enden A0,B0: 

^ 0 , 0 ^ ^ 1 , 1 " ^ , * , ^ > ^ 1 , I 5 1 - 1 ~ > ^ 1 5 ^ 1 - > ^ 2 , 1 ~ > ^ 2 , ^ - 1 " ^ ^ 2 , 0 2 - > * * * 

In diesen Formeln bedeuten die ßl9 , , . , /? a + 2 natürliche Zahlen. Ferner 
stellt für ö = 0, . . ., a + 1 (ß0 = 0) 

([R']=-)Rötßd-> >Rö±i,ßd + l~i 

eine Ket te von Zerlegungen in G dar (im Fall ßd + x = 1 wird nur das Anfangs-
glied Kdtßd gelesen), und zwar von folgender Ar t : für d = 0 eine Ke t t e von 
ä0 (= A0) nach äx (= A), die jedoch im Fall A0 -- A nicht vorhanden zu 
sein braucht ; für d — 1, . . ., a eine elementare Ket te von äd nach äd + 1 über 
der Zerlegung Kö; für d =-= a + 1 eine Ket te von äa + 1 (•— B) nach äa + 2 ( = B0)7 

die im Fall B = ß 0 ebenfalls nicht vorhanden zu sein braucht . 
Man erhält also eine jede Verfeinerung der Ke t te [K], indem man jedes 

Glied Ky(y =•= 1, . . ., a) der Ke t te [K] durch eine elementare Ke t t e von äy 

nach ä., + 1 über Ky ersetzt und eventuell noch eine nach (aus) dem Ende A (B) 
von [K] laufende Ket te vor das Anfängsglied K1 (nach dem Endglied Ka) 
hinzufügt. 

Wenn man insbesondere jedes Glied der Ket te [Ä] durch die aus diesem 
Glied bestehende elementare Ket te ersetzt, so erhält man wiederum die 
Ke t t e [K\. "Die Ket te [KJ ist also zugleich ihre eigene Verfeinerung. 

Die reduzierte Länge jeder Verfeinerung von [K] ist gleich der Summe 
reduzierter Längen der einzelnen elementaren Ket ten und der hinzugefügten 
Ket ten . Dieselbe ist also gleich oder größer als die reduzierte Länge von [K]. 

6. Übungsaufgaben. 

I. HÄCÄ A .-.sAnA. 
2. s(B c A) C A - B r: A • s(nn A) n A - - Bn A ; 

«(n c: A ) n A B r A H( B n A K: Ä . 
3. Wenn BGA BMA ist, so gilt für jedes Element ä € A entweder a C B oder 

(1C\ B O, und umgekehrt. 

4. s(sAc.c)nA --scnA. 
5. Wenn B D C ist, so gelten die folgenden^Beziehungen: a) (C C. A) H B C C. (Ä \1 B). 

Wegen dieser Gleichheit wird die angegebene Monge mit CJZAnB bezeichnet. Ins­
besondere (für C -- B) haben wir (Br A)V1B AHB. b) ( B C A)\1C-• A\lC. 

6. Wenn eine der drei folgenden Aussagen gilt, so polten auch die zwei übrigen: a) Jedes 

Element von A ist wenigstens mit einem Element von C inzident; b) A C C. A; 

o) sA s(sC[Z <-?). 
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7. Jede Verlängerung einer Kette [K] ist eine Verfeinerung derselben. 

8. Die Gesamtzahl pn + 1 der auf einer endlichen Menge von der Ordnung n - f1 fei) 

liegenden Zerlegungen ist endlich. Die Zahlen pn + x sind durch die Formel pn+1 = £ ( . ] p4 

(PQ = 1) gegeben. Man hat also px = 1, p% = 2, p3 = 5, p4 = 15, p5 = 52, p6 = 203, . . . . 

§3. Zerlegungen auf Mengen 

In diesem Paragraphen werden wir uns mit Zerlegungen auf Mengen be­
fassen. Wie wir bereits erwähnt haben (§ 2, Nr. 2), kommen die diesbezüglichen 
Ergebnisse auch für Zerlegungen in Mengen weitgehend zur Geltung, da jede 
Zerlegung Ä in der Menge G zugleich eine auf der Menge s Ä darstellt. 

1. Bindungen in einer Zerlegung. Es seien Ä, B Zerlegungen auf G. Wir 
betrachten beliebige Elemente ä, p £ Ä. 

Unter einer Bindung von ä nach p in der Zerlegung Ä in bezug auf die Zer­
legung B verstehen wir eine endliche Folge von Elementen in Ä, 

%, ...9äa (a.= 2), 

die so beschaffen sind, daß ät = ä, äa — p ist und je zwei benachbarte Glieder 
&ß> öß+i (/3 = 1, . . ., ot — 1) mit einem Element §ß£_B Inzident sind. Wir 
sagen, daß eine solche Bindung von der Zerlegung B gebildet wird. Kürzer 
sprechen wir von der Bindung [Ä, B) von ä nach p oder von einer Bindung 
von ä nach p. 

Es ist zu betonen, daß die in einer Bindung vorkommenden Elemente nicht 
durchweg voneinander verschieden zu sein brauchen. 

Wenn eine Bindung {Ä, E} von ä nach p existiert, so drücken wir dies 
auch so aus, daß sich das Element p mit dem Element ä mit Hilfe der Zer­
legung B verbinden läßt; kürzer sagen wir, daß Element p lasse sich mit ä 
verbinden. 

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Bindungen besprechen. 
Zunächst ist es leicht einzusehen, und wir möchten die entsprechende 

Überlegung dem Leser überlassen, daß für beliebige Elemente ö, 5, c £ Ä 
die folgenden Behauptungen gelten. 

a) Das Element ä läßt sich mit sich selbst verbinden. 
b) Wenn es eine Bindung von ä nach 6 und eine von b nach c gibt, so gibt 

es auch eine Bindung von ä nach c. * 
c) Wenn es eine Bindung von ä nach b gibt, so gibt es auch eine von b nach ä. 

Wegen der nach c) bestehenden Symmetrie bei der Bindung zweier Elemente 
sprechen wir auch von Bindungen zwischen zwei Elementen, ohne die An­
ordnung der Elemente zu berücksichtigen. 

Wenn sich die Elemente a, b 6 Ä mit einem Element c £ Ä verbinden lassen, 
so lassen sie sich auch miteinander verbinden; denn nach Voraussetzung läßt 
sich ä mit c und c mit 5, also auch ä mit 5 verbinden (nach c) und b)). 
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