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In der Tat, die Zerlegung (Ä, B) ist nach ihrer Konstruktion eine Ver­
feinerung von Ä nnd nach der Aussage a) auch eine solche von B. Die 
Zerlegung (Ä, B) stellt demnach eine gemeinsame Verfeinerung der Zerlegun­
gen Ä, B dar. Es sei nun Y eine behebige gemeinsame Verfeinerung von Ä, B. 
Dann haben wir die Gleichheiten 

(Y,Ä)=Y, (?,B)=Y 

und ferner, nach der Aussage c), 

(Y,(Ä,E)) = ((Y,Ä),B) = (Y,B)=Y. 

Damit ist gezeigt, daß die Zerlegung Y eine Verfeinerung von (Ä, B) darstellt. 
Jede gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen Ä, B ist demnach eine 

Verfeinerung der Zerlegung (Ä, B), die selbst eine gemeinsame Verfeinerung 
von Ä, B ist. Wir sehen, daß die Zerlegung (Ä, B) die größte gemeinsame Ver­
feinerung der Zerlegungen Ä, B darstellt. 

6, Beziehungen zwischen der kleinsten gemeinsamen Überdeckung und der 
größten gemeinsamen Verfeinerung zweier Zerlegungen. Es seien Ä, B Zer­
legungen auf G. 

Zwischen der kleinsten gemeinsamen Überdeckung [Ä, B] und der größten 
gemeinsamen Verfeinerung (Ä} B) der Zerlegungen Ä, E bestehen die Beziehungen 

[Ä,(A,B)] = Ä, (Ä,[Ä,B]) = Ä. 

Die Behauptung drückt nämlich die Beziehungen Ä >̂ (Ä, B) und [Ä, B] ^ Ä 
aus (Nr. 4 und 5). 

7. Übungsaufgaben. 

1. Für beliebige Zerlegungen A, B auf G folgt aus a 6 A, b € B, s(ü r B) = s(b C Ä) — «-
die Beziehung Tt € [A , Bl. __ __ 

2. Für je drei der Bedingung X ^ A genügende Zerlegungen Ä, A, B auf G gilt 

a) [X.Bte[Ä,m, (X,B)>(ÄJI); b) (X,[Ä .B}) >{Ä, (X,B)]. 

3. Der Loser möge an einem Beispiel zeigen, daß in der Beziehung b) von Aufgabe 2 
das Gleichheitszeichen nicht zu gelten braucht. 

§ 4. Spezielle Zerlegungen 

In diesem Paragraphen werden wir uns mit einigen für die weiteren Aus­
führungen wichtigen Tatsachen befassen, in denen gewisse, aus Zerlegungen in 
bzw. auf der Menge G bestehende Gebilde mit speziellen gegenseitigen Be­
ziehungen auftreten. 
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1. Halb verknüpfte und verknüpfte Zerlegungen. Es seien Ä, C Zerlegungen 
in G. 

D e f i n i t i o n e n . Wir nennen die Zerlegungen A, C halbverknüpft und sagen. 
Ä(C) sei mit C(Ä) halbverknüpft, wenn es zu jedem Element ä £ Ä höchstens 
ein mi t ihm inzidentes Element c £ C und zu jedem Element c £ C höchstens 
ein mi t ihm inzidentes Element ä £ Ä gibt und wenn wenigstens für ein Paa r 
von Elementen ä £ Ä, c £ C die Inzidenz tatsächlich auftritt . 

Wir nennen die Zerlegungen Ä, C verknüpft und sagen. Ä(C) sei mit C(Ä) 
verknüpft, wenn es zu jedem Element ä £ Ä genau ein mit ihm inzidentes 
Element c £ C_ und zu jedem Element c £ C genau ein mit ihm inzidentes 
Element ä £ A gibt. 

Aus diesen Definitionen geht zunächst hervor, daß zwei verknüpfte Zer­
legungen stets halbverknüpft sind. 

Als Beispiel von verknüpften Zerlegungen wollen wir etwa das folgende 
anführen: Wenn für eine Teilmenge X C O und eine Zerlegung F in 0 die 
Beziehung X D s Y 4= 0 besteht, so stellen die Hülle X c. Y und die Durch­
dringung Yf)X verknüpfte Zerlegungen dar. 

Wir wollen uns nun mit Eigenschaften von halbverknüpften und ver­
knüpften Zerlegungen befassen. 

Zunächst bemerken wir: Wenn die Zerlegungen Ä, C halbverknüpft sind, 
so gilt die Beziehung sÄdsC 4 0 ; denn dann gibt es wenigstens zwei mit­
einander inzidente Elemente ä £ Ä, c £ C, so daß s A n sC 3 äDc 4 0 gilt. 

Wir setzen im weiteren die Gültigkeit der Beziehung sÄHsC 4 ^ voraus. 
Der Einfachheit halber setzen wir sÄ ^ A, sC C, so daß AC\C 4 0 ist. 

Die Zerlegungen A, C sind genau dann halbverknüpft, wenn die beiden Durch­
dringungen AnC, CnA zusammenfallen, also Ä\~\C C'^A ist. 

B e w e i s , a) Es seien Ä, C halbverknüpft. Dann gelten zunächst wegen 
i n C + 0 die Beziehungen Ä VI C 4 0 4 CnA. Man betrachte z. B. ein 
Element ö! £ ÄnC, so daß äf •-•- änC gilt, wobei ä ein geeignetes Element 
in Ä bedeutet. Wegen ä ' c C ist das Element ä wenigstens mit einem und 
folglich nach Voraussetzung mit genau einem Element c £ C inzident; ä ist 
offenbar das einzige mit c inzidente Element in Ä. Es gelten also die Beziehun­
gen ä' — äC\c -~ cC\A £ C Fl A. Damit ist die Gültigkeit der Beziehung 
ÄnG cCnA festgestellt. Offenbar gilt zugleich die Beziehung D und folglich 
auch das Gleichheitszeichen. 

b) Es sei Ä VI C --= CnA und ä £ Ä ein beliebiges Element . Dieses Element ä 
ist entweder mit keinem oder wenigstens mit einem Element in C inzident. Ist 
es mit cx, c2 £ C inzident, so gilt ä n (cx U c2) C ä n C £ C \"\ A, und es gibt 
ein Element c £ C, für das äC\ (cr Uc2) C A De ist. Daraus folgt, da je zwei 
verschiedene Elemente in C disjunkt sind, cx c2 = c. Damit ist gezeigt, daß 
jedes Element in Ä höchstens mit einem Element in C inzident ist. Offenbar 
ist gleichzeitig auch jedes Element in C mit höchstens einem Element in A 
inzident. Wegen AHC 4 0 t r i t t die Inzidenz wenigstens für ein Paar von 
Elementen ä £ Ä, c £ C tatsächlich auf. Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Zerlegungen Ä, C sind genau dann halbverknüpft, wenn die beiden Hüllen 
( H Ä = ) C c Ä, (HC -=) Ä cC verknüpft sind. 
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B e w e i s , a) Es seien Ä, C halbverknüpft. Dann gelten zunächst wegen 
A n C 4= 0 die Beziehungen H i 4= 0 4= H C Man betrachte z. B . ein Element 
ä £ H i , so daß ä wenigstens mi t einem und folglich, nach der Voraussetzung, 
genau mit einem Element c £ O inzident ist. Dieses Element c gehört offenbar 
der Hülle H O an, also c 6 H C , und ist das einzige mit ä inzidente Element 
in IlC. Wir sehen, daß jedes Element in H i genau mit_einem Element in 
H O inzident ist. Offenbar ist auch jedes Element in H O genau mit einem 
Element in HÄ inzident. Somit ist gezeigt, daß die beiden Hüllen HÄ, H O 
verknüpft sind. 

b) Die beiden Hüllen IIA, H O seien verknüpft. Dann ist ein behebiges 
Element ä £ Ä entweder mi t keinem oder wenigstens mit einem Element 
von O inzident. Im zweiten Fall gehört ä der Hülle H i an und ist folglich 
nach Voraussetzung mit genau einem Element c £ H O inzident. Offenbar gibt 
es außerhalb der Hülle H O kein mit ä inzidentes Element von O. Somit ist 
gezeigt, daß jedes Element in Ä höchstens mit einem Element in O inzidiert. 
Aus analogen Gründen ist auch jedes Element in O höchstens mi t einem 
Element in Ä inzident . Wir sehen also, daß die Zerlegungen Ä, C halbverknüpft 
sind. 

Die Zerlegungen Ä, C sind genau dann verknüpft, wenn die folgenden Be-
Ziehungen gleichzeitig erfüllt sind: 

ÄnC^CnA, (l) 
A=s(Cn:Ä), C = s ( i cC) . (2) 

B e w e i s , a) Es seien A, C verknüpft. Dann ist jedes Element in Ä(C) mit 
höchstens einem und zugleich mit wenigstens einem Element in C(A) inzident. 
Folglieh gilt nach dem obigen Resultat die Gleichheit (1) und zugleich wegen 
§2 , Nr . 6,6 die erste (zweite) Gleichheit (2). 

b) Wir nehmen nun an, die Gleichheiten (1), (2) seien erfüllt. Wir wenden 
dieselben Sätze wie in a) an und sehen, daß die Zerlegungen Ä, C verknüpft 
sind. 

Wenn die Zerlegungen A, C verknüpft sind, so ist jedes Element von A 
bzw. C mit wenigstens (und zugleich höchstens) einem Element von O bzw. A 
inzident. Folglich gelten die Gleichheiten Ä CrA, Cj-^ÄnC (§2 ,Nr .6 ,6) . 

Wir setzen im weiteren voraus, daß die Zerlegungen A, C diese Gleichheiten 
A - (J \Z A, C ÄC.C befriedigen; unter dieser Voraussetzung gilt natür­
lich auch die oben angenommene Beziehung A O C 4- 0. 

Wir betrachten nun eine gemeinsame Überdeckung B der beiden Zer­
legungen AnC, CHA der Menge „4 O O und definieren die Zerlegung A (C) 
von A(C) in folgender Weise: Jedes Element in A(C) ist die Menge aller 
Elemente ä £ A (c £ C), die je mit demselben Element in B inzident sind. Es sei 
A (C) die durch A (C) erzwungene Überdeckung von .4 (C); es ist also \Jä £ .4 
(Uc£C) genau dann, w e n n U {an C) £ B (Ü(cnA)eB) gilt. 

Durch dieses Verfahren haben wir mit Hilfe von B die Überdcekungen A, C 
der Zerlegungen Ä bzw. C konstruiert . Wir sagen, die Überdeckungen A, C 
von A, C seien durch die gemeinsame Überdeckung B der beiden Durch-
3 Oruppoid- uiul Oruppenthcoric 
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dringungen ÄnC, CFlA erzwungen. Wir möchten betonen, daß unsere 
Konstruktion auf der Gültigkeit der beiden Beziehungen Ä =_C C Ä, 
C = Ä CO beruht. Offenbar bestehen die Gleichheiten sÄ == sÄ (= A), 
sC = sC(=C). 

Es gilt nun: Die Zerlegungen Ä, C sind verknüpft und durchdringen sich in 
der Zerlegung B, also ÄnC = B. 

Beweis. Aus Ä = CcÄ folgt Ä = C CA und ähnlich C=ÄcC. Es 
genügt zu zeigen, daß 

Anc = CnA=B 

gut. In der Tat, wenn diese Beziehungen erfüllt sind, so sind nach dem obigen 
Ergebnis die^l, C verknüpft, und wir erhalten (§ 2, Nr. 3) die Gleichheiten 
ÄnC = (ÄnC)n(CnA) = BnB = B. 

Nun gibt es zu jedem äf £Ä Fl C geeignete Elemente ä = Uä, d £Ä, ä £ A 
derart, _daß d' = ä n C = (U ä) n C = U (ä n C) £ B ist. Daraus folgt 
i n C C - ? . Umgekehrt ist jedes Element B £ B von der Form h = U (än C) 
mit ä£ A, ä = Uä£Ä, und es gilt 

5 = U(änO) = (Uä)nO = dnO6zfnO. 

Daraus folgt B c Ä VI C. Wir haben also A VI O =- B und aus analogen Gründen 
CnA = B. 

2. Adjungierte Zerlegungen. Es seien Ä, C Zerlegungen und B, D Unter-
mengenjüQ G. Wir nehmen an, daß B £ Ä, D £ C und B n D =j= & ist, und setzen 
A = sA,C=sC. 

Aus den Voraussetzungen folgt B £ D c A, D £ BcC, und wegen BC A, 
DcC haben wir O^BnDcBnC, DnA. Also sind (vgl. §2, Nr. 6,5) 

D e i n e , BcCnA 
Zerlegungen in 0. 

Wenn für diese Zerlegungen die Gleichheit 

s(DcÄnC)-^s(BcCnA) (l) 

gilt, so sagen wir, die Zerlegungen Ä, C sind in bezug auf B, D adfumjiert oder 
die Zerlegung Ä (C) ist zu C (Ä) in bezug auf B, D adjungiert. 

Wegen DcÄnC= (DnA)c(Änö), BcCnA = (BnC)c(CnA) 
kann (1) durch 

s((DnA)tz(AnC)) = s((BnC)c(CnA)) m(V) 
ersetzt werden. 

Zum Beispiel sind die Zerlegungen Ä, C in bezug auf B, D adjungiert, 
wenn Ä die größte oder die kleinste Zerlegung von Ä ist. 

Wir setzen nun voraus, daß Ä, C in bezug auf B, D adjungiert sind. Dann 
sind 

Ä1 = CcÄ, Ä2 = DCÄ, 

C\ = AcC, C2 = BcC 



§ 4. Spezielle Zerlegungen 23 

Zerlegungen in G. Wir setzen At = sÄl7 A2 = sÄ2y Ct = sCt, O2 = sC2 

und erhalten die Beziehungen 

ÄDÄtD Ä p { i 3 } , A D A ^ A ^ B , 

CDCtDC2D{D), CDCXDC23D. 

Nun wollen wir zeigen, daß es verknüpfte Überdeckungen Ä, C von Äl9 C\ 
mit der Eigenschaft Az £ Ä, C2£C gibt; Ä, C sind durch die in Teil a) des 
folgenden Beweises beschriebene Konstruktion definiert. Die Mengen A2, C2 

sind Inzident. 

B e w e i s , a) Jedes Element in Äx (Ct) ist in Ä (C) enthal ten und ist mi t 
C(A), also auch mi t einem mit A(C) inzidenten Element in C(Ä) Inzident; 
dieses Element in C(Ä) ist also in C\(Ä1) enthalten. Folgheh haben wir 

J\^ ==- GjCZ ^ i » G 1 = i 4 j [ Z G j * 

Ebenso leicht ist es einzusehen, daß A1nC1~ AdC ist. Folgheh sind die 
i j f l C j , C1n Ät Zerlegungen auf A n C. Wir bezeichnen mit U ihre kleinste 
gemeinsame Überdeckung. Die A, C sind die durch diese kleinste gemeinsame 
Überdeckung Ü der beiden Durchdriftgungen A1nCli C\n Ät erzwungenen 
Überdeckungen von Äli Ct. Es ist also ÄHÖ = Ü9 und jedes Element in A(C) 
stellt die Summe aller je mit einem Element in Ü inzidenten Elemente in 
AyCj) dar. 

b) Es ist A2 £ A, C2 £ C. In der Tat , aus den Beziehungen B £ Ä, D £ C 
folgt 

cnsecnÄ, AnneAnc, 
und da die Ä, C in beziig auf B, D adjungiert sind, gilt (V). Es ist also ü £ Ü 
nach § 3, Nr. 7 ,1 , wobei u die beiderseits in (!') stehende Menge bedeutet . Die 
einzelnen Elemente \x\Ä(C) sind die Summen aller je mit einem Element in U 
inzidenten Elemente in Ax (C\). Zur Feststellung der Beziehung A2£Ä (C2 £ C) 
genügt es also zu beweisen, daß A2(C2) die Summe aller mit ü inzidenten 
Klcmcnte in Aj((\) ist. Nun ist aber 

ü^8{Dn.ÄnC) = s{Ä2r\C) = A2nc. 

FAn Klement in Äx int zugleich in Ä enthalten und ist inzident mit C; es ist 
gleichzeitig dann und nur dann in A2 enthalten, wenn es sogar mit D, also 
auch mit J 2 n C ü inzident ist. Es sind also mit ü genau diejenigen Elemente 
in Äx inzident, die in zi2 enthalten sind; ihre Summe ist somit• A2. Ähnlich 
folgt aus 

ü=-=s(BcCnA) = s(C2nA)^C2nA, 

daß die Summe der mit v inzidenten Elemente in C\ die Menge C2 ist. 

c) Aus 0^ Bni)cA2nc2 folgt A2nc2=\--0. 
Der Begriff von adjungierten Zerlegungen kann auf denjenigen von adjun-

gierten Ketten von Zerlegungen erweitert werden. 

3* 
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Essei (0+)BcAcG, (0±)DcCcG, und 
([£]=) £.->.•.->£., 
(|X]=) L^..--*^ 

seien Ketten von Zerlegungen von .4 nach B und von C nach D. 
Die Ketten [K], [L] heißen adjungiert, wenn a) die Enden von [K] und 

[L] dieselben sind, also A = C, B = D; b) je zwei Glieder Ky, Xd von [K] 
bzw. [L] in bezug auf sKy+1, sLd +1 adjungiert sind, und zwar für y = 1, . . . , a 
und ( 5 = 1 , . . . , / ? ; dabei ist s f a + 1 = B, sLß+1 = D. 

3. Modulare Zerlegungen* Wir betrachten nun Zerlegungen auf der Menge G. 
Es seien X, Ä, B der Bedingung X ^ 4 genügende Zerlegungen auf G. 
Der Leser dürfte festgestellt haben (§ 3, Nr. 7,2), daß die Zerlegung (X,[Ä, B]) 

eine Überdeckung von [Ä,(X, B)] darstellt, ohne daß die beiden Zerlegungen 
gleich zu sein brauchen. 

Wenn in speziellen Fällen diese Zerlegungen gleich sind, wenn also 

[Ä,(X,B)] = (Z,[Ä,B]) 

ist, so nennen wir die Zerlegung B modular in bezug auf die Zerlegungen X, Ä 
(in dieser Anordnung). 

Ist etwa X = Ä oder X = Gmax, so ist B in bezug auf X, Ä modular. 
Wir betrachten nun beliebige, den Bedingungen X ^ Ä, 7^B genügende 

Zerlegungen X, 7 und Ä, B auf G und setzen voraus, daß die Zerlegung B 
in bezug auf X, Ä und die Zerlegung Ä in bezug auf Y, B modular sind. Dann 
gut 

(Ä=) [Ä,(X,B)] = (X,[Ä,B]), 

(£=-) [B,(7,Ä)] = (7,[B,Ä]), 

wobei wir die durch die erste (zweite) Formel definierte Zerlegung auf G mit 
A(B) bezeichnet haben. 

In diesem Fall gelten offenbar die Beziehungen 

X^Ä^Ä, 7>B^B, 

und wir sehen, daß Ä, B die beiden Zerlegungen X, Ä bzw. 7, B in dem durch 
diese Formeln definierten Sinn interpolieren. 

Ferner verhalten sieh die Zerlegungen Ä, B nach den Formeln 

[Ä,ß]^[Ä,B], [X,ß]^[X,B], [Y,Ä] [Y,Ä], (1) 
(Ä,B)^(X,B)=:(Y,.l)^((X,Y), [Ä,B]). (2) 

Diese Formeln ergeben sich unmittelbar bei Anwendung der Eigenschaften 
der kleinsten Überdeckung und der größten Verfeinerung zweier Zerlegungen. 
Zum Beispiel erhält man die erste Formel von (1) mit Rücksicht auf die 
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Beziehungen (X, E) ^ E <: [/?. (f, J ) ] , (Y,Ä)^Ä< [Ä E] folgender-
maßen: 

[A,ß) = [[A,(X,B)], [B,(Y,Ä)]] = [Ä,[(X,B), [B,(Y,Ä)]]] 

= [Ä,[B,(Y, Ä)]] = [[Ä,B],{Y, A)] = [Ä,B]; 

die anderen Formeln findet man auf ähnliche Art. 
Die in den obigen Ausführungen besprochenen Eigenschaften der modularen 

Zerlegungen haben den Charakter ,,im Großen44 oder sind, wie man zu sagen 
pflegt, global, da sie ohne Bezugnahme auf einzelne Elemente der betrach­
teten Zerlegungen beschrieben werden können. Außer diesen globalen Eigen­
schaften ist die folgende, die „lokale** Struktur der modularen Zerlegungen 
beschreibende Eigenschaft für unsere Zwecke von besonderer Bedeutung: 

Für je zwei inzidente Elemente x £ Jt, y 6 Y sind die beiden Hütten (xny)rA, 
(x ny)rß verknüpft. 

Beweis . Es seien x£Xf y£ Y inzidente Elemente. Wir betrachten ein 
Element ä £ (xny) r_A und wollen zeigen, daß es mit genau einem Element 
der anderen Hülle Inzident ist. Da das Element d £A. mit xny gemeinsame 
Punkte besitzt und X 7>A ist, haben wir « C x. yf^ä=hO. Wegen dieser 
letzten Beziehung kommt ynd als Element in ( V, A) vor. und aus der Formel 
(N, (i) ~ ( }\A) sehließen wir auf die Existenz eines der Gleichheit x nb =••- y n ä 
genügenden Elements b £ ß. Wir sehen, daß das Element /; mit ä inzident 
ist: bnä ~\- 0. Da ferner b mit xny gemeinsame Punkte besitzt, haben wir 
b£ (xny)C-ß. Hiermit ist gezeigt, daß das Element ä wenigstens mit dem 
Element b der Hülle (xny) r fi inzident ist. Nun gibt es aber keine weiteren 
mit (i inzidenten Elemente der letztgenannten Hülle, da jedes Element dieser 
Art in y enthalten und mit yn<i xnb inzident ist und folglieh mit b über­
einstimmt. Aus analogen (Gründen ist auch jedes Element in (xny)rfi mit 
genau einem Element der anderen Hülle inzident. 'Damit ist der Satz bewiesen. 

1. lTbuii£sau¥ffaben. 

1. Zwei endliche verknüpfte Zerlegungen haben dieselbe Anzahl von Elementen. 
2. In Zusammenhang mit dem letzten Satz von Nr. 3 möge sieh der Leser von der 

(Gültigkeit der folgenden Beziehungen überzeugen: 

((jny)r A)ns([xnff)r ih) (crnfn c:B)) r\»(uny) rÄ)^{xns)n [Ä,S], 

§5. Komplementäre Zerlegungen 

Eine weitere Art von Zerlegungen auf der Menge G (mit speziellen gegen­
seitigen Beziehungen) stellen die sogenannten komplementären Zerlegungen 
dar. Wegen der großen Wichtigkeit von komplementären Zerlegungen für 
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