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Beziehungen (X, E) ^ E <: [/?. (f, J ) ] , (Y,Ä)^Ä< [Ä E] folgender-
maßen: 

[A,ß) = [[A,(X,B)], [B,(Y,Ä)]] = [Ä,[(X,B), [B,(Y,Ä)]]] 

= [Ä,[B,(Y, Ä)]] = [[Ä,B],{Y, A)] = [Ä,B]; 

die anderen Formeln findet man auf ähnliche Art. 
Die in den obigen Ausführungen besprochenen Eigenschaften der modularen 

Zerlegungen haben den Charakter ,,im Großen44 oder sind, wie man zu sagen 
pflegt, global, da sie ohne Bezugnahme auf einzelne Elemente der betrach­
teten Zerlegungen beschrieben werden können. Außer diesen globalen Eigen­
schaften ist die folgende, die „lokale** Struktur der modularen Zerlegungen 
beschreibende Eigenschaft für unsere Zwecke von besonderer Bedeutung: 

Für je zwei inzidente Elemente x £ Jt, y 6 Y sind die beiden Hütten (xny)rA, 
(x ny)rß verknüpft. 

Beweis . Es seien x£Xf y£ Y inzidente Elemente. Wir betrachten ein 
Element ä £ (xny) r_A und wollen zeigen, daß es mit genau einem Element 
der anderen Hülle Inzident ist. Da das Element d £A. mit xny gemeinsame 
Punkte besitzt und X 7>A ist, haben wir « C x. yf^ä=hO. Wegen dieser 
letzten Beziehung kommt ynd als Element in ( V, A) vor. und aus der Formel 
(N, (i) ~ ( }\A) sehließen wir auf die Existenz eines der Gleichheit x nb =••- y n ä 
genügenden Elements b £ ß. Wir sehen, daß das Element /; mit ä inzident 
ist: bnä ~\- 0. Da ferner b mit xny gemeinsame Punkte besitzt, haben wir 
b£ (xny)C-ß. Hiermit ist gezeigt, daß das Element ä wenigstens mit dem 
Element b der Hülle (xny) r fi inzident ist. Nun gibt es aber keine weiteren 
mit (i inzidenten Elemente der letztgenannten Hülle, da jedes Element dieser 
Art in y enthalten und mit yn<i xnb inzident ist und folglieh mit b über­
einstimmt. Aus analogen (Gründen ist auch jedes Element in (xny)rfi mit 
genau einem Element der anderen Hülle inzident. 'Damit ist der Satz bewiesen. 

1. lTbuii£sau¥ffaben. 

1. Zwei endliche verknüpfte Zerlegungen haben dieselbe Anzahl von Elementen. 
2. In Zusammenhang mit dem letzten Satz von Nr. 3 möge sieh der Leser von der 

(Gültigkeit der folgenden Beziehungen überzeugen: 

((jny)r A)ns([xnff)r ih) (crnfn c:B)) r\»(uny) rÄ)^{xns)n [Ä,S], 
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Eine weitere Art von Zerlegungen auf der Menge G (mit speziellen gegen­
seitigen Beziehungen) stellen die sogenannten komplementären Zerlegungen 
dar. Wegen der großen Wichtigkeit von komplementären Zerlegungen für 
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unsere weitere Ausführungen wollen wir diesen Zerlegungen einen eigenen 
Paragraphen widmen. 

1. Der Begriff der komplementären Zerlegungen. Es seien Ä, B, C Zer­
legungen auf G. 

Nach Definition der kleinsten gemeinsamen Überdeckung [Ä, B] ist jedes 
Element u £ [ Ä, B] die Summe von einigen Elementen ä £ i und zugleich 
eine solche von einigen Elementen 5 £ B. Wir nennen die Zerlegung Ä kom­
plementär zu B (oder in bezug auf B), wenn jedes Element ä£ Ä mit allen 
Elementen b £ B, die in demselben Element u £ [Ä, B] wie ä als Teilmengen 
enthalten sind, Inzident ist. 

Wenn z. BL die Zerlegung Ä die Zerlegung B überdeckt, so ist Ä komple­
mentär zu 5 . Wir sehen, daß der neue Begriff* den der Überdeckung 
verallgemeinert. 

Der obigen Definition schließen sieh die folgenden Aussagen an: 

a) Die Zerlegung Ä ist komplementär zu Ä. 
b) Wenn die Zerlegung Ä zu der Zerlegung B komplementär ist, so ist dies 

auch B in bezug auf Ä. 

Die Richtigkeit von a) ist evident. Zum Beweis von b) nehmen wir an, 
daß wohl die Voraussetzung, nicht aber die Behauptung erfüllt sei. In dieser 
Situation gibt es ein Element b £ S, das nicht mit allen Elementen von Ä, 
die in demselben Element ü £ [Ä, B] wie 5 als Teilmengen enthalten sind, 
Inzident ist. Daraus folgt die Existenz eines in ü als Teilmenge enthaltenen, 
jedoch mit 5 nicht inzidenten Elements ä £Ä, was jedoch der Voraussetzung 
widerspricht. 

Wegen der (nach b)) bestehenden Symmetrie in dem Begriff von komplemen­
tären Zerlegungen sprechen wir im allgemeinen von (zueinander) komplemen­
tären Zerlegungen, ohne ihre Ordnung zu unterscheiden. 

Wir wollen an einem Beispiel folgendes feststellen: Venn die Zerlegungen 
Ä, B und zugleich die Zerlegungen B, C komplementär sind, so brauchen die Zer­
legungen Ä, C diese Eigenschaft nicht zu besitzen. 

Wir betrachten die aus sechs Elementen bestehende Menge 

G-= {a1,a2,a^,a4,aö,aB} 

und auf ihr die von den Teilmengen 

ät = {ax, a2], ä2 -=--- {az, a4}, a3 = {af>, <z6}, 
bt = {at, az, ab), b2 ==- {a2, a4, a6} 
ct = \at, a2, az), c2 = {a4, o6, a6} 

gebildeten Zerlegungen 

Ä = [äx, a2, % } , B = (6X, b2}, C = {cj., c2). 

Jedes Element äa ist mit allen Elementen bß und jedes bß mit allen Ele­
menten cy Inzident (a =- i , 2, 3; ß, y = 1, 2). Folglich gelten die Beziehungen 
[Ä, B] = GmAX, [B,€] = önaax» und sowohl die Zerlegungen Ä, E als auch 
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die Zerlegungen B, C sind komplementär. Ferner sehen wir, daß wohl das 
Element ä2, nicht aber das Element äx mit allen cy Inzident ist ; daraus folgt 
die Beziehung [Ä, C] =-= ö m a x und auch die Feststellung, daß die Zerlegungen 
Ä, C nicht komplementär sind. 

2. Charakteristische Eigenschaften. Es seien weiterhin Ä, B, C Zerlegungen 
auf 0. 

Wenn je zwei Elemente ä £ A, b £ B, die in demselben Element einer gemein­
samen Überdeckung C der beiden Zerlegungen Ä, B enthalten sind, gemeinsame 
Punkte haben, so ist C = [Ä, B], und Ä und B sind komplementär. 

B e w e i s . Es_sei C eine gemeinsame Überdeckung der Zerlegungen Ä, B 
und ferner c £ C ein behebiges Element; c ist die Summe von einigen Elemen­
ten der Zerlegung [Ä, B]. Wir betrachten beliebige, in c enthaltene Elemente 
ü, v £ [A, B] und ferner ein in U enthaltenes Element äx £ A. Zu diesem Ele­
ment äx gibt es ein mit ihm inzidentes Element h £ B, das sowohl in ü als 
auch in c enthalten ist. Wenn nun die Zerlegungen A, B die oben beschriebene 
Eigenschaft haben, so ist b mit jedem in v enthaltenen Element ä2 £ Ä in-
zident, und wir sehen, daß die zweigliedrige Folge äx, ä2 eine Bindung [Ä, B} 
von öj nach ä2 darstellt. Daraus folgt v =--: ü, also auch c — ü und ferner 
C C [Ä, B]. Da jedes Element von [Ä, B] in einem Element von C enthalten 
ist, gilt zugleich die Beziehung D, also auch die Gleichheit. 

Die Zerlegungen Ä, B sind genau dann komplementär, wenn die in B liegenden 
Hüllen von je zwei in demselben Element ü £ [Ä, B] enthaltenen Elementen 
ä1, ä2 G A identisch sind, also äx c B ä2 [Z B. 

B e w e i s , a) Wir nehmen an, daß die Zerlegungen Ä, B komplementär sind, 
und betrachten zwei beliebige, in demselben Element ü £[Ä, B] enthaltene 
Elemente ät, ä2 G Ä. Jedes mit äx inzidente Element b £ B liegt in ü und ist 
folglich inzident mit «2. Daraus folgt die Beziehung äl\zB Cä2\zB. Aus 
analogen Gründen gilt auch die Beziehung D; folglich sind die beiden 
Hüllen gleich. 

b) Wir nehmen an, daß die obige Hüllenbedingung erfüllt ist, und be­
trachten zwei in demselben Element U £ [A, B] enthaltene Elemente ä £ A, 
b G B. Zu b gibt es wohl ein mit ihm inzidentes Element x £ Ä, das infolge 
dieser Inzidenz ebenfalls in U enthalten ist. Folglich haben wir 
b £ x [Z B r.-.-- ä c: ß und sehen, daß die Elemente ä, h inzident sind. 

3. Weitere Eigenschaften. Es seien A,B komplementäre Zerlegungen aufO . 
Für je zwei der Beziehung äCU genügende Elemente <z£ Ä, ü£ [Ä, B] gilt 

die Gleichheit ü s(äc.B). 

B e w e i s . Es seien ä £ A, ö £ [A, ß ] zwei beliebige Elemente von der er­
wähnten Art, also äCü. «Jeder Punkt n £ U liegt in einem bestimmten Ele­
ment h £ B, das selbst in ?7 enthalten sein muß. Da die Zerlegungen A, B 
komplementär sind, haben die ä, h gemeinsame Punkte , und es besteht die 
Beziehung h £ n r B. Daraus folgt u £ b C s(ä r B) und ferner ü C s(ä c B). 
Jeder Punkt a £ s(ä [l B) liegt in einem mit ä inzidenten Element b £ ß , das 
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ein Teil von U ist. FolgHch ist a £ ü und ferner s(äcB)Cü. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Jede den Beziehungen [ Ä, B] _> C _g_ J entsprechende Zerlegung C auf G 
ist zu B komplementär. 

Beweis. Es sei C eine den jDbigen Beziehungen entsprechende Zerlegung 
auf G. Sodann ist [Ä, B] ._> [C, B] _> [A, B] (§ 3, Nr. 7,2, und Nr. 4) und folgHch 
[C, B]=_[A, B] (§3, Nr. 2). Wir betrachten JbeHebige, in demselben Element 
ü £ [C, B] enthaltene Elemente c £ C, b£B. Aus [C, B] = [Ä, B] schHeßen 
wir, daß die c, 5 in demselben Element ü £ [Ä, B] enthalten sind. Wegen 
C_ ^_A ist c die Summe von einigen Elementen ä £ Ä, und da die Zerlegungen 
Ä, B komplementär sind, sind die c, 5 Inzident. Damit ist gezeigt, daß die 
Zerlegungen C, B komplementär sind. 

Ferner gelten die folgenden S ä t z e : 
Für jede der Bedingung X >̂ Ä genügende Zerlegung X auf 0 ist die Zer­

legung Ä komplementär zu (X, B). 
Für jede der Bedingwig Ä^Z genügende Zerlegung Z auf G ist die Zer­

legung Ä komplementär zu [Z, B], 

Beweis, a) Es sei X ^ Ä. Wir betrachten ein Element u £ [Ä,(X, B)] 
und woUen zeigen, daß je zwei in u Hegende Elemente ä£ Ä, 1/ £ (X,B) 
inzident sind, also äO 5' 4= 0 ist. Nach §3, Nr. 7,2 gilt ü cxDw mit passen­
den Elementen x£X, w£ [Ä,B] und ferner (nach der Bedeutung von b') 
b' = x' n 5 mit x' £ X, b £ B. Aus x' C\ b c ü c xH w folgt x' -= x und 5 c w. 
Ferner haben wir äcü cxDw. Aus ä, b c w schließen wir auf die Beziehung 
äC\b 4= 0 ? denn die Zerlegungen Ä, B sind komplementär, und aus äcx 
auf die Gleichheiten äf)b = (äC\x)nh = är\(xP\b) = äC\h'. Folglich haben 
wir ä H b' 4= 0, w. z. b. w. 

b) Es sei Ä^Z. Wir betrachten ein Element ü £ [A,\Z, B}] und wollen 
zeigen, daß je zwei in ü Hegende Elemente ä£ Ä, b' £ \Z, B] inzident sind, 
also_än5' 4= 0. Aus [Ä,[Z, B]] ,.- [[AL Z], B] und 'Ä ^ Z folgt [A.[Z, /!)] 
~ [AI, B], also auch -ö £ [A, B]. Nun ist 1/ die Summe von einigen Elementen 
b £ B, (He wegen b' c w sämtlich in tZ enthalten sind. Da die Zerlegungen A, B 
komplementär sind, sind die Elemente b und somit auch ihre Summe b' 
mit ä inzident, also a n 5 ' 4 - 0 . Damit ist der Satz bewiese*». 

4. Modularität. Es seien weiterhin Ä, B komplementäre Zerlegungen auf 6r. 
Ist X^ Ä, so ist die Zerlegung B modular in bezug auf die Zerlegungen X, A. 

Beweis. Es sei X eine Überdeckung von A, also X ^ Ä. Nach §3, Nr. 7,2 
haben wir die Gültigkeit der Beziehung (X,[Ä, B]) :" [Ä,(X, B)] festzustellen. 
Wir betrachten ein Element üf £ (X,[Ä, B]), so daß üf xDü ist mit ge­
eigneten Elementen x£X, ü£[Ä,B]. Das Element ü ist die Summe von 
bestimmten, in der Zerlegung Ä Hegenden Elementen, von denen einige, die 
wir mit ä bezeichnen wollen, mit dem Element x inzident, die übrigen, soweit 
es solche gibt, mit x disjunkt sind. Wegen der Beziehung X > A gilt x Da 
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für jedes ä, und wir sehen, daß üf die Summe aller dieser Elemente ä darstellt, 
ü! = Uä. Wir haben noch zu zeigen, daß sich je zwei Elemente ä mit Hilfe 
von (X, B) miteinander verbinden lassen. Es seien äx, ä2 Elemente mit der 
Eigenschaft, daß äx, ä2Cxf\u ist. Da die Zerlegungen Ä, B komplementär und 
die äx, ä2 in ü enthalten sind, gibt es ein in u enthaltenes und mit den Ele­
menten äx, ö2 inzidentes Element 5 £ B, d. h., es ist äxDb =(= 0> ä2P\h 4= 0; 
da ferner die Beziehungen äx, ä2C x bestehen, haben wir äxnh — äxO (xn5), 
ä2C\b == ä2C\ (xHb). Folglieh sind die äx, ä2 mit xDh £_(-?, B) inzident, und 
die zweigliedrige Folge äx, ä2 stellt eine Bindung {Ä,(X, B)} von äx nach ä2 

dar. Damit ist der Satz bewiesen. 
Dieser Satz läßt sich nicht umkehren. Wir können nämlich an einem Bei­

spiel folgendes zeigen: Sind Ä0, B0 beliebige Zerlegungen auf G und ist die 
Zerlegung B0 in bezug auf jede Überdeckung von Ä0 und auf die Zerlegung Äö 

modular, so brauchen die Zerlegungen Ä0, B0 nicht komplementär zu sein. 
Wir betrachten die aus vier Elementen bestehende Menge G = {ax, a2, a3, a4) 

und auf ihr die von den Teilmengen 

äx = {ax, a2), ö2 == {a3, a4} 

hx {aj, h2-..:{a2,az}, B 3 ^ W 

gebildeten Zerlegungen 

Ä0: {äx, ä2) B0 -..--- {5-, h2, b2}. 

Dann gilt [A0, B0\ G, und wir sehen, daß z. B. die Elemente ä- und 63 

keine gemeinsamen Punkte haben und folglich die Zerlegungen Ä0, B0 nicht 
komplementär sind. Im ganzen gibt es nur zwei Überdeckungen von A0, 
und zwar Xx A0, X2 Gmax? und die Zerlegung B0 ist sowohl in bezug 
auf JsTj, A0 als auch auf Ar

2, ^40 modular (§4, Nr. 3). 
Infolge des obigen Satzes haben die aus den Zerlegungen X ^ Ä, Y ^ B 

bestehenden Gebilde» alle Eigenschaften von modularen Zerlegungen, wie 
wir sie in § 4, Nr. 3 beschrieben haben, insbesondere gelten für die Zerlegungen 

A .(X.\Ä,ß-\) .[Ä,(X',ß)), 

ß -(T.[ß.Ä\)-[ß,(T,Ä)) 

die in §4, Nr. 3 gegebenen Formeln (1) und (2). Darüber hinaus lassen sieh 
weitere, mit der Komplementarität der Zerlegungen A, B zusammenhängenden 
Eigenschaften von A, ß angeben. Wir begnügen uns mit der Bemerkung, daß 
die Zerlegungen A, ß komplementär sind, und überlassen es dem Leser, sich 
davon unter Anwendung der Formel [A, ß] •-•- [A, B] zu überzeugen. 

5. Lokale Eigenschaften. Es seien wieder A. B komplementäre Zerlegungen 
auf G und X, Y ihre Überdeckungen, also X Ig A, Y ^ B. Die A, ß mögen 
dieselbe Bedeutung wie oben haben. 

Ferner sei a £ (7 ein beliebiger Punkt, und x £ X, ä £ A, y £ Y, 5 £ B 
seien die den Punkt a enthaltenden Elemente der Zerlegungen. 
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Zunächst haben die Zerlegungen Ä, B die auf der Modularität beruhende 
lokale Eigenschaft, daß die beiden Hüllen (xC\y){zÄ, (xC\y)[lß verknüpft 
sind. 

Ferner betrachten wir in G die Zerlegungen 

Xa=xc:Ä(=Änx), ¥a=§(zB(=Bn§), 

von denen Xa bzw. Ya auf x bzw. y liegt und ä bzw. 5 als Element enthält. 
Wir wollen zeigen, daß die Zerlegungen Xa, Ya in bezug auf ä, b adjungiert 

sind. Zu diesem Zweck haben wir das Bestehen der folgenden Gleichheit 
zu beweisen: 

s(b!ZXan§) = s(ä[ZYanx). 

Wir bezeichnen mit ä, b die den Punkt a enthaltenden Elemente von A, B. 
Da nach Nr. 3 die Zerlegungen Ä, (X, B) komplementär sind und Ä ihre kleinste 
gemeinsame Überdeckung darstellt, haben wir (Nr. 3) 

ä = s((bnx)n: Ä). 

Ferner sehen wir mit Rücksicht auf die Beziehung X ^ Ä, daß die Zerlegung 
(b n x) n Ä genau aus denjenigen Elementen von Ä besteht, die in x liegen und 
mit b Inzident sind, so daß (b n x) d Ä = b C.Xa ist. Daraus folgt s (b c Xa) = d 
und ferner 

s(bn.Xan§)^s(b£:Xa)n§ = än§£(Y,Ä); 

diese Beziehung ergibt sich aus äD§3{a}^0. Wir sehen, daß die Menge 
s(b c. XaTl §) in der Zerlegung (Y,A) enthalten ist, und zwar als dasjenige 
Element, in dem der Punkt a liegt. Ähnlich kann gezeigt werden, daß die 
Menge s (ä c Ya Fl x) in der Zerlegung (X, ß) als das den Punkt a einschließende 
Element enthalten ist. Aus diesen Tatsachen und aus (X, ß) = (¥, Ä) folgt 
die obige Gleichheit. 

6. Übungsaufgaben, 
_ o o 

1. Die für modulare Zerlegungen X ^ A, Y>B bestehenden Gleichheiten (A9J>) 

= (X,B) - ( 7 , 1 ) - ((X9 Y)9 [Ä9 B]) (vgl. § 4, Nr. 3 (2)) können durch ---• [(X, B)9 (Y9 Ä)] 

ergänzt werden, falls die Ä, B komplementär sind. Jn diesem Fall sind auch die Zer­

legungen (X,B), (Y, Ä) komplementär. 
2. Man zeige, daß auf einer aus vier Elementen bestehenden Menge genau die folgenden 

Paare von komplementären Zerlegungen liegen: a) Paare, die aus je einer Überdeekung 
und einer Verfeinerung bestehen; b) Paare, deren beide Zerlegungen aus zwei Elementen 
bestehen und jedes Element von zwei Punkten der Menge gebildet wird; c) Paare, deren 
beide Zerlegungen aus drei Elementen bestehen und untereinander disjunkt sind. 
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