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44 1. Mengen

Eine Folgerung aus dieser Erkenntnis besteht darin, daB jede Uberdeckung
der Zerlegung G mit ihrem @g-Bild dquivalent ist; die Abbildung, die jedem
Element der Uberdeckung sein Bild zuordnet, ist schlicht.

3. Ubungsaufgaben.

1. Es seien g eine Abbildung der Menge G auf G* und 4, B beliebige Teilmengen in G.
Man zeige, daB die Beziehungen g(AUB)=gA4AUgB, g(ANB)CgdNgBhB gelten.

2. Wir betrachten den in Aufgabe 1 beschriebenen Fall und ferner die zu der Abbildung g
gehorige Zerlegung G der Menge G. Man zeige, daB die Gleichheit g(ANB)=gANgRB
dann und nur dann besteht, wenn (ANB)C & =(AC HN(BCG) gilt.

3. Es sei g eine Abbildung der Menge @ auf G* und ferner {a, b, . . .} eine Zerlegung
auf G. Das System {ga, g0, ...} stellt dann und nur dann eine Zerlegung auf G* dar,
wenn (@, b, ...} eine Uberdeckung der zu der Abbildung g gehérigen Zerlegung @ von G
ist.

4. Es sei g eine schlichte Abbildung der Menge G auf G*. Ferner sei 4 C ¢ eine nicht
leere Teilmenge, und A, B seien Zerlegungen in (auf) @. Dann gilt: a) Die erweiterte
Abbildung g bildet das System aller nicht leeren Teilmengen in @ auf dasjenige aller
nicht leeren Teilmengen in G* schlicht ab; b) die Mengen 4, g4 sind miteinander aqui-
valent; c) g 4 ist eine Zerlegung in (auf) G*; d) die Zerlegungen 4, g 4 sind miteinander
aquivalent; e) sind die Zerlegungen A, B miteinander aquivalent bzw. halbverkniipft
oder verkniipft, so haben die Zerlegungen g4, g B stets die gleiche Eigenschaft.

§ 8. Permutationen

Wir werden uns in diesem Kapitel mit schlichten Abbildungen von end-
lichen Mengen auf sich befassen. Diese Art Abbildungen spielt in der Algebra
und insbesondere in der Gruppentheorie eine wichtige Rolle.

1. Definition. Unter einer Permutation der Menge G' verstehen wir eine
schlichte Abbildung der Menge G auf sich (§ 6, Nr. 6).

Im folgenden werden wir uns nur mit Permutationen von endlichen Mengen
befassen.

Es sei also G eine endliche Menge mit n (= 1) Elementen. Aus der Voraus-
setzung, dafl es sich um eine endliche Menge handelt, geht hervor, daf} eine
schlichte Abbildung p der Menge ¢ in sich eine Permutation dieser Menge
darstellt (§ 6,Nr. 10, 2).

Wir wollen die Elemente von ¢ mit den Buchstaben a, b, . . ., m bezeichnen
Dann kénnen wir jeder Permutation p von G eindeutig ein Symbol von der,

Form
ab ...m
(e )
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zuordnen; dabei bedeuten a*, b*, . .., m* die Buchstaben, mit denen die Ele-
mente pa, pb, ..., pm bezeichnet wurden. Unter jedem Buchstaben in der
ersten Zeile des obigen Symbols steht also in der zweiten derjenige Buchstabe,
der das Bild des betreffenden Elements bei der Abbildung p bezeichnet.

Wegen pG = @ sind a*, b*, . . ., m* wiederum die in einer gewissen Reihen-
folge aufgeschriebenen Buchstaben a, b, ..., m. Umgekehrt ist durch jedes
Symbol der obigen Form, in dem a*, b¥*, . . ., m* die in einer gewissen Reihen-
folge aufgeschriebenen Buchstaben a,b, ..., m bedeuten, eine bestimmte

Permutation der Menge G gegeben, und zwar diejenige, bei der sich jedes
Element der ersten Zeile auf das unter ihm stehende Element der zweiten
Zeile abbildet. Wir wollen beachten, dal man dieselbe Permutation p in
dhnlicher Weise auch mit Hilfe anderer Symbole darstellen kann, und zwar so,
dafl man die Buchstaben a,b, ..., m in der ersten Zeile in einer anderen
Reihenfolge aufschreibt und unter jeden von ihnen denselben Buchstaben setzt
wie zuvor. Insbesondere ist die identische Abbildung der Menge @ auf sich
eine Permutation von G, die sogenannte identische Permutation; sie wird durch

das Symbol <Zlb) e 2) oder durch irgendein ahnliches Symbol, wie etwa

bac...m

( bac. . .m ) dargestellt.

2. Beispiele von Permutationen. Wir wollen zunachst einige einfache Bei-
spiele von Permutationen auf Mengen, die von n = 1, 2, 3,4 Elementen ge-
bildet werden, anfiihren. In allen diesen Beispielen handelt es sich um ebene
Gebilde.

1. n = 1. Es sei G die aus einem in einer Ebene liegenden Punkt a bestehende
Menge. In diesem Fall gibt es offenbar genau eine Permutation von @, die

identische Permutation (Z) .

2. n = 2. Es gei G die aus zwei in einer Ebene liegenden Punkten a, b be-
stehende Menge. Bei der Drehung der Punkte a, b, etwa im positiven Sinn
um den Mittelpunkt der durch @ und b bestimmten Strecke um einen Winkel o,
geht der Punkt @ in einen bestimmten Punkt a*, der Punkt b in b* iiber, und
man erhilt eine Abbildung der Menge G auf die Menge {a*, b*}, also (Z* g*)
Wenn « = 0°, 180° ist, so fillt die Menge {a*, b*} mit G zusammen, und man
findet die Permutationen | ¢ b R (a b der Menge G.

ab b a ©

3. n = 3. Es sei G die aus drei in der Ebene liegenden und die Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks bildenden Punkten a, b, ¢ bestehende Menge. Bei der
Drehung der Punkte a, b, ¢, etwa im positiven Sinn um den Mittelpunkt des
Dreiecks um einen Winkel «, geht der Punkt a in einen bestimmten Punkt a*,
der Punkt b in b*, der Punkt ¢ in ¢* iber, und man erhilt eine Abbildung der
Menge G auf die Menge {a*, b*, c*}, also (a b e ) . Wenn o = 0°, 120°, 240°

a* b* c*
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ist, so fillt die Menge {a*, b*, ¢*} mit G zusammen, und man findet die Per-
mutationen ( ¢ be , (¢ be (¢ be der Menge G. Weitere Permutationen
abe bca cab
von @ erhélt man so, daBl man den Punkten a, b, ¢ die in bezug auf je eine Achse
des Dreiecks symmetrisch gelegenen Punkte zuordnet. Das Dreieck hat genau
drei Achsen, von denen jede durch eine seiner Ecken geht und die gegeniiber-
liegende Seite halbiert. Wenn man jedem Punkt a, b, ¢ den in bezug auf die
durch a gehende Achse symmetrisch gelegenen Punkt zuordnet, so erhilt
man die Permutation (a bg); dhnlich erhidlt man weitere Permutationen:

ab C), ab c)_ Wir haben also in diesem Fall sechs Permutationen der
cba bac

Menge G gefunden, und zwar
abe abec abc) abe abe ‘abec
abce)’ beca)’ cabl” \acb)’ \cba)’ (bac'
4. n=4. Es sei G die aus vier in einer Ebene liegenden und die Ecken
eines Quadrats bildenden Punkten a, b, ¢, d bestehende Menge. Bei der Drehung
der Punkte a, b, ¢, d, etwa im positiven Sinn um den Mittelpunkt des Quadrates

um einen Winkel «, geht der Punkt a in einen bestimmten Punkt a*, der
Punkt b in b*, ¢ in ¢*, d in d* lber; man erhilt eine Abbildung der Menge ¢

. % % % % _f{a b c d ) . e o
et ot 0 e (o o) i Tl 507,07

abcecd abed abced abced
(abcd)’ (bcda,)’ (cdab)’ (dabc)
der Menge G. Weitere Permutationen von ¢ erhilt man wiederum so, daf}
man den Punkten a, b, ¢, d die in bezug auf je eine Achse des Quadrats sym-
metrisch gelegenen Punkte zuordnet. Das Quadrat hat genau vier Achsen,
von denen zwei durch je zwei gegeniiberliegende Ecken gehen und zwei je zwei
gegeniiberliegende Seiten halbieren. Wenn man jedem Punkt a, b, ¢, d den

in bezug auf die durch die Ecken a, ¢ gehende Achse symmetrisch gelegenen

Punkt zuordnet, so erhilt man die Permutation (Z (blz;f

ab Cd) ’<ab Cd), (a be d). Wir haben also

); dhnlich erhilt

man weitere Permutationen: (c bad bade deba

in diesem Fall acht Permutationen der Menge G gefunden, und zwar

abcd abcecd abced abcd)
abecd)’ \beda/’ \cdab)’ \dabe)’

abed abced abced abcd
adecb)’ \cbad)’ \badc)’ \dcba)’
3. Anzahl der Permutationen. Wir wollen nun zu Permutationen einer

beliebigen, von n(= 1) Elementen a, b, ¢, . . ., m gebildeten Menge G zuriick-
kehren.
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Wie viele Permutationen der Menge ¢ gibt es im ganzen? Um diese Frage
zu beantworten, wollen wir zunichst beachten, daf sich bei einer beliebigen
Permutation p der Menge G das Element a auf ein bestimmtes Element
pa € G abbildet; wenn n > 1 ist, so bildet sich ferner das Element b auf ein
von pa verschiedenes Element pb ab, dhnlich das Element ¢ auf ein von
pa, pb verschiedenes Element pc, usw., und endlich das Element m auf das
von den erwahnten Elementen pa, pb, pc, ... verschiedene Element pm.
Umgekehrt, wenn man dem Element e irgendein Element a* € G zuordnet,
und ferner, im Fall » > 1, dem Element b irgendein von a* verschiedenes
Element b* € ¢, dhnlich dem Element ¢ irgendein von a*, b* verschiedenes
Element c¢* € ¢, usw., und endlich dem Element m das von den erwihnten

Elementen a*, b*, c*, ... verschiedene Element m* € G, so erhilt man eine
Permutation (:* Z* 2* e ::*> der Menge G. Wir sehen, dafl es ebenso viel

Permutationen der Menge G gibt, wie Moglichkeiten dieser Art Zuordnung
vorhanden sind. Nun konnen wir aber dem Element a ein Element a* € G
auf n verschiedene Arten zuordnen, indem wir fiir a* irgendeines der Elemente
a,b,c,..., m wihlen; wenn n > 1 ist, so konnen wir ferner dem Element b
ein von a* verschiedenes Element b* € G auf n — 1 verschiedene Arten, dhn-
lich dem Element ¢ ein von a*, b* verschiedenes Element ¢* € G auf n — 2 ver-
schiedene Arten, usw., und endlich dem Element m ein von den erwihnten
Elementen verschiedenes Element m* € ¢ auf genau eine Art zuordnen.
Es kommen also im ganzen n(n — 1)(n — 2) . . - 1 Moglichkeiten heraus, und
die Antwort auf die obige Frage lautet so, daBl es im ganzen 1.2.3...7n
Permutationen der Menge G gibt. Diese Zahl wird bekanntlich mit n! bezeichnet.
Zum Beispiel gibt es auf einer aus n =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 Elementen
bestehenden Menge im ganzen n = 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320, 362880,
3628800 Permutationen. Die in den obigen Beispielen (Nr.2) beschriebenen
Permutationen der aus n = 1,2,3,4 in einer Ebene liegenden Punkten
bestehenden Mengen stellen also in den Fillen n = 1,2,3 alle moglichen
Permutationen der erwihnten Mengen dar, wihrend im Fall n = 4 aufler
den beschriebenen 8 Permutationen noch weitere 2.8 Permutationen der
entsprechenden Menge existieren.

4. Figenschaften der Permutationen. 1. Inverse Permutationen. Es sei p
eine beliebige Permutation der Menge @. Da p eine schlichte Abbildung dar-
stellt, existiert die zu p inverse Permutation p-! der Menge @. Es ist leicht
einzusehen, daBl man das Symbol dieser Permutation p-! erhilt, indem man
in dem von p die beiden Zeilen miteinander vertauscht. Zum Beispiel sind
die zu den obigen 8 Permutationen der Menge von vier in einer Ebene liegen-
den Punkten (Nr.2) inversen Permutationen der Reihe nach die folgenden:

abced abcd abed abed
abcd)’ \dabe)’ \cdab)’ \bedal’

‘abcd abcd abcd) abed
(adcb > \ebad)’ \badc)’ \dcba)’
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2. Invariante Elemente. Ein belicbiges Element x € @ wird bei der Per-
mutation p auf ein bestimmtes Element pa abgebildet, das mit & zusammen-
fallt oder nicht. Wenn der erste Fall eintritt, wenn also px = x ist, so sagen
wir, dal} die Permutation p das Element x unverdndert lifit oder dal das Kle-
ment x bei der Permutation p invariant ist. Offenbar sind bei den Permutationen
p. p~! dieselben Elemente von @ invariant. Zum Beispiel lassen die obigen
Permutationen der Menge von vier in einer Ebene liegenden Punkten folgende
Elemente unverindert: a, b, ¢, d; keins; keins; keins; a, ¢; b, d; keins; keins.

3. Zyklische Permutationen. Ein beliebiges Element a € ¢ und die Permu-
tation p bestimmen eindeutig eine Reihe von Elementen in G: z, px, p(p=),
P(p(p2)), . ..; in dieser Reihe ist jedes Element, vom zweiten an, das Bild
bei der Permutation p desjenigen Elements, das unmittelbar vor ihm steht.
Statt x, px schreiben wir auch p°z, p'x und wenden statt p(pz), p(p(p2))....
im allgemeinen die einfachere Schreibweise p2z, p3x, . .. an.

Wenn fir eine natiirliche Zahl k die Reihe =z, pa, pa, ..., p* 1z aus
lauter verschiedenen Elementen besteht und p*x = x ist, so wird die aus
diesen Elementen bestehende geordnete Menge ein Zyklus der Permutation p
oder k-gliedriger Zyklus oder k-Zyklus genannt. In diesem Fall ist offenbar
fiir jede nichtnegative ganze Zahl 0 < i < k — 1 die geordnete Menge p'x,
pitle, pit2x, ..., p*E-1g ebenfalls ein k-gliedriger, aus denselben Elementen
wie zuvor bestehender Zyklus der Permutation p.

Die Permutation p heilit zyklisch, wenn die Menge (' aus den Elementen
eines k-gliedrigen Zyklus, 1 < k < n, besteht, abgesehen von eventuellen Ele-
menten, die bei der Permutation p invariant sind. Wenn es sich um den Zyklus
z, px, p?x, ..., p* 1z handelt, so sagen wir, p sei zyklisch in bezug auf die
Elemente z, px, p*x, ..., p* lxz. Wenn insbesondere k - n ist, wenn also
jedes Element der Menge G in dem Zyklus der Permutation p auftritt, so wird p
eine echte zyklische Permutation genannt.

Wir nehmen an, dafl die Permutation p in bezug aut die Elemente x, pa,
piz, ..., p* 1z zyklisch ist. Dann wird p in der Regel mit einem ein-
facheren Symbol bezeichnet, und zwar so, dall man die Zeichen fiir die Ele-
mente z, px, px, ..., p¥~1z in dieser Reihenfolge in cine Klammer sctzt.
Die zu p inverse Permutation p-! bildet offenbar jedes Element des Zyklus
x, px, p*x, . .., p¥~lz, mit Ausnahme des ersten, auf das unmittelbar voran-
gehende Element ab, das Element « auf p* 1, und 148t im tibrigen alle anderen
Elemente der Menge @, soweit es solche gibt, unverindert; die Permutation p-!
ist also zyklisch in bezug auf die Elemente p¥~1z, . . ., p*z, px, z. Wennaman
eventuell eine andere Bezeichnung der Elemente von @ derart wahlt, da} das
Element x mit a, das Element px mit b, p2x mit ¢, usw., und schliefilich das
Element p*~1x mit j bezeichnet wird, sicht das einfachere Symbol der Per-
mutation p folgendermaflen aus: (a, b, c, ..., j). Es ist einleuchtend, daf}
man die Permutation p auch mit irgendeinem Symbol wie (b, ¢c, ..., 7, a),
(c,...,j,a, b), usw., also im ganzen auf k Arten, bezeichnen kann. Das
Symbol der zu p inversen Permutation p-1ist z. B. (4, ..., ¢, b, a).
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Die einfachsten zyklischen Permutationen der Menge G sind zyklische
Permutationen in bezug auf ein cinziges Element; aus der obigen Definition
einer zyklischen Permutation geht hervor, dafl jede in bezug auf ein einziges
Element zyklische Permutation mit der identischen Permutation dieser
Menge iibercinstimmt, so daf also die identische Permutation der Menge G
mit jedem der Symbole (a), (b), (c), . . ., (m) bezeichnet werden kann.

Eine zyklische Permutation der Menge ¢ in bezug auf zwei Elemente heift
Transposition der Menge G.

Zum Bcispiel haben wir in den obigen Beispielen von Permutationen der
Mengen von n = 1, 2, 3, 4 in einer Ebene liegenden Punkten (Nr. 2) folgende
zyklische l’crmutatlonen (a) fiurn = 1; (a), (a,b) fir n = 2; (a), (a, ), (a, ¢), (b, ¢),
(a, b, ¢), (a,c,b) fir n=3; (a), (a, c) (b, d), (a,b,c,d), (a,d, c, b) fir n = 4.

4. Invariante Untermengen und Zerlegungen. Es sei nun p wiederum eine
beliebige Permutation der Menge G = {a, b, ¢, ..., m}. Eine nicht leere
Untermenge 4 C G wird bei der erweiterten Abbildung p auf eine bestimmte
Untcrmcnge pA C ¢ abgebildet, die eine Teilmenge von A4 darstellt oder nicht.
Wenn der erste Fall pA4 C 4 eintritt, so ist pA = A4; denn nach Definition der
partiellen Abbildung p, gilt p4 = ps4, und ierner haben wir, da py4 als
schlichte Abbildung der ondlichen Menge A in sich eine Permutation von A4
darstellt, p44 = 4.

Im Fall p4 = A sagen wir, daB die Permutation p die Untermenge A un-
verdndert lifst oder dall die Untermenge A bei der Permutation p invariant ist.

Die Permutation p liBit die Untermenge 4 insbesondere dann unverindert.
wenn sie jedes Illement von 4 unverindert 1it. Es ist einleuchtend, dafl dann,
wenn die Permutation p die Untermenge 4 unverindert lafit, dasselbe auch
von der inversen Permutation p-!' gilt. Zum Beispiel lassen die oben be-
schriebenen Permutationen der Menge von vier in einer Ebene liegenden
Punkten a, b, ¢, d die folgenden echten Teilmengen dieser Menge unvomndert
alle; keine: {a, ¢}, {b, d) keine; {a}, {c}, {b d}; {0}, {d}. {a.c}; {a, b},
{e, d}; {a, d}, {b,c}. Wir wollen folgendes beachten: Wenn p die zyklische
Permutation (a, b, ¢, . . ., j) ist, so ist jede, die Elemente a, b, ¢, ..., j ent-
haltende Untermenge 4 C @@ in der Permutation p invariant; in diesem Fall
ist die partielle Permutation p4 ebenfalls zyklisch und kann mit demselben

Symbol (a, b, ¢, . . ., j) bezeichnet werden.
Es sei G - {a, b, ..., m} cine Zerlegung der Menge (. Es kann der Fall

eintreten, dafB bei der erweiterten Abbildung p das Bild jedes Elements in G
wiederum ein Element in G ist; in diesem Fall sagen wir, daB die Permutation p
die Zerlegung G unverdndert lifit oder die Zerleqgung G in der Permutation p
invariant ist.

Es ist leicht cinzusehen, daB dann, wenn die Permutation p die Zerlegung G
unverindert laBt, dasselbe auch von der inversen Permutation p-1 gilt.

Wir wollen msbosondcre den Fall betrachten, dall jedes Llement der Zer-
legung @ bei der Permutation p invariant ist, so daB also pa = @, pb = b, . ..
pm == i gilt. ln diesem Fall ist die durch die Permutation p eines bchebxgen
Elements € G bestimmte partielle Permutation p;ebenfalls eine Per-
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mutation von Z. Durch die partiellen Permutationen p;, p3, ..., pm wird
die Permutation p eindeutig erzeugt, und zwar im folgenden Sinn: Das
Bild bei der Permutation p eines beliebigen Punktes € G fillt mit dem
Bild bei der partiellen Permutation p; zusammen, wobei Z € G das den Punkt x
enthaltende Element bedeutet. Bei der inversen Permutation p-! ist ebenfalls
jedes Element der Zerlegung G invariant, und diese Permutation p-1 wird
durch die inversen partiellen Permutationen p: 1 pil, R p;'ﬁ1 erzeugt.

Wenn wir umgekehrt eine beliebige Zerlegung G = {a@, b, . . ., @} der Menge G
wihlen und auf jedem Element Z von G irgendeine Permutation p; erkliren,
so konnen wir eine Permutation p der Menge G in der Weise definieren, daf3
wir jedem Punkt x € G sein Bild bei der Permutation p; zuordnen, wobei
% € G das den Punkt x enthaltende Element bedeutet; dann liBt die Permu-
tation p jedes Element von G unverindert, und die p;, p;, . . ., P stellen
die partiellen erzeugenden Permutationen dieser Permutation p dar.

5. Erzeugung von Permutationen durch echte zyklische Permutationen.
Wir wollen zeigen, dafl jede Permutation p einer endlichen Menge G mit
n(=1) Elementen durch endlich viele echte zyklische Permutationen erzeugt
wird, d.h., daB es eine Zerlegung G = {a,b, ..., m} der Menge G gibt,

die so beschaffen ist, dal jedes Element @, b, . . ., i bei der Permutation p
invariant ist und die partiellen Abbildungen p;, pg, . . ., p; echte zyklische
Permutationen der Elemente a, b, . .., m darstellen.

Zum Beweis wenden wir die Methode der vollstindigen Induktion an. Unsere
Behauptung ist richtig fiir n = 1; in diesem Fall ist nimlich p die identische
Permutation der Menge G, und dic grofite Zerlegung auf G' hat wohl die
erwihnte Eigenschaft. Es sei also » > 1. Wir haben folgendes zu zeigen:
Ist unsere Behauptung fir jede aus hochstens » — 1 Elementen bestehende
Menge richtig, so bleibt sie auch fiir jede Menge mit » Elementen bestehen.
Es sei also ¢ eine von n» Elementen gebildete Menge und p eine Permutation
von (. Wir wihlen ein beliebiges Element a € ¢ und tetrachten die endliche
Folge a, pa, p*a, ..., p"a von Elementen in @, von denen jedes Element
das Bild des unmittelbar vorangehenden Elements bei der Permutation p
darstellt. Da die Anzahl dieser Elemente gleich n + 1 ist, kommt unter ihnen
wenigstens ein Element von ¢ mindestens zweimal vor. Wenn wir also in der
genannten Folge vom ersten Element @ je zu dem nichstfolgenden fort-
schreiten, so kommen wir zum erstenmal

a) zu einem Element p’a, das unter den Elementen p’*la, ..., p"a
mindestens noch einmal erscheint; j bedeutet eine der Zahlen 0, . . ., n— 1;

b) zu einem Element p’**a, das mit p’a zusammenfillt, fiir das also
pa — p’**a ist; k bedeutet eine der Zahlen 1, ..., n — j.

Wenn nun p’a nicht gleich das erste Element « der obigen Folge darstellt,
d. h. wenn j > 0 ist, so bilden sich die beiden Elemente p?~'a, p’*¥~1a bei der
Permutation p auf dasselbe Element p’a ab, und wir haben die Gleichheit
p'~la = p'**¥-1g, da die Permutation p schlicht ist; diese Gleichheit kann
jedoch nicht bestehen, weil sich das Element pj a eben dadurch auszeichnet, daf
es vor ihm in der obigen Folge kein Element gibt, welches weiter rechts noch
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einmal vorkommen wiirde, wihrend die Gleichheit die Existenz eines solchen
Elements, und zwar des Elements p’~'a angibt. Wir haben also j = 0. Nach
der Definition der Zahl k besteht die Gleichheit p*a = a, aber keines der Ele-
mente pa, ..., p¥la fillt mit a zusammen. Wenn zwei der Elemente
a, pa, ..., p*~'a identisch sind, wenn also fiir zwei, den Ungleichungen
0=<r<s=<k—1 geniigende ganze Zahlen r, s die Gleichheit p'a = p’a
besteht, so haben wir p*~*(p"a) = p*¥-*(p’a), also p*~**"a = p*a = a; dies
widerspricht jedoch der Tatsache, daB keines der Elemente pa, ..., p*~'a
mit @ zusammenfillt, da 1 <k —s+r <k — 1 ist und folglich das Ele-
ment p*¥~%*Ta unter diesen Elementen vorkommt Damit ist gezeigt, dal3
keine zwei der Elemente a, pa, . . ., p¥~1a identisch sind.

Es sei nun @ die von den Elementen a, pa, ..., p*~'a gebildete Menge.
Wir sehen, daf} die Teilmenge @ C & bei der Permutation p invariant ist und
die particlle Abbildung p; eine echte zyklische Permutation dieser Menge
darstellt. Wenn k& = n, d. h. wenn @ = @ ist, so haben wir p; = p, und die
groBte Zerlegung der Menge G hat die in unserer Behauptung beschriebene
Eigenschaft. Wir wollen also noch den Fall £ < n untersuchen. In diesem
Fall sind in der Menge G auler den Elementen a, pa, .. ., p*¥~'a noch hoch-
stens n — 1 weitere Elemente vorhanden; wir bezeichnen die von ihnen
gebildete (nicht leere) Menge mit H. Das Bild cines Elements « € H bei der
partiellen Abbildung p,, liegt wiederum in H. Andernfalls haben wir ndmlich
die Gleichheit pa - pla (I~ 0, ..., k - 1), ausder x — p'~'a oder z — p*~la
folgt, je nachdem ob 7 > 0 oder l = 0 ist; dies widerspricht jedoch in bexdcn
Féllen der Voraussetzung x € H. Die Abblldung pu bildet also die Menge H
in sich ab, und da sie schlicht und die Menge H endlich ist, stellt py eine Per-
mutation der Menge H dar. Wenn nun unsere Voraussetzung fiir jede von
hochstens 7 — 1 l:.lomcntcn gebildete Menge zutrifft, so gibt es eine Zer-
legung H = (b, ..., m) der Menge H derart, daB jedes ihrer Elemente bei der
Permutation p” invariant ist und die durch diese Permutation py bestimmten
partiellen Permutationen der Elemente 0, ..., m echte zyklische Permuta-
tionen darstellen. Da die Permutation py jedes Element in H auf dasselbe Ele-
ment wie die Permutation p abbildet, sind die durch die Permutation p be-
stimmten partiellen Abbildungen pj, ..., p,, der Ll(‘mentc b, ..., m genau
die erwithnten echten zy kllsChen Permutationen. Das System G = (u 5 ., M)
stellt offenbar eine Zerlegung der Menge (7 dar, und wir sehen, daf ](‘dee seiner
Elemente a, b, ..., m bei der Permutation P invariant ist und die partiellen
Abbildungen pu.pb.. , P, cchte zyklische Permutationen der Elemente
a, b, ..., m darstellen. I)mnit ist der Satz bewiesen.

6. Methode zur Bestimmung der erzeugenden echten zyklischen Permu-
tationen. Wenn eine Permutation p der Menge ¢ mit » =1 Elementen ge-
ceben ist, so erhilt man die diese Permutation (‘rzeug(‘ndvn echten zyklischen
Permutationen in folgender Weise: Man geht von einem beliebigen Element
a € ( aus und bestimmt zunichst den Zyklus a, pa, .. p’” ta; dann wihlt
man im Fall £ < » ein beliebiges, in dem genannten 7 yklus nicht enthaltenes
Element b € ¢ und bestimmt den Zyklus b, pb, ..., p'~'b; ferner wihlt
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man im Fall £ + I < n ein beliebiges, in keinem der genannten Zyklen ent-
haltenes Element ¢ € G, bestimmt den mit ¢ beginnenden Zyklus und fihrt
auf diese Weise fort. Da die Menge @ endlich ist, fithrt dieses Verfahren nach
endlich vielen Schritten zu Ende. Mit Riicksicht auf diese Struktur wird die
Permutation p so bezeichnet, dal die Symbole der gefundenen echten zykli-
schen Permutationen nebeneinander aufgeschriecben werden. Aus dieser
Bezeichnungsweise bekommen wir das Symbol der inversen Permutation p-!
so, dal wir in jedem Zyklus die Reihenfolge der einzelnen Buchstaben um-
kehren. Zum Beispiel werden die obigen, von n = 1, 2, 3, 4 in einer Ebene
liegenden Punkten gebildeten Permutationen durch echte zyklische Per-
mutationen in folgender Weise erzeugt: (a) fiir n = 1; (a) (b), (a, b) fir n = 2;
(a)(b) (), (@, b, ©), (a, ¢, b), @b, ¢), (@ c)(b), (@ b)) fir n — 3; (a)(b) () (d),
(@, b, ¢, d), (a, ¢) (b, d), (a, d, ¢, b), (a)(¢) (b, d), (a, ¢) (b) (d), (a, b)(c,d), (a, d)(b, c)
fir n = 4. Die zu diesen Permutationen inversen lassen sich in folgender
Weise ausdriickten: (a) fir n = 1; (a)(b), (a, b) fir n = 2; (a)(b)(c), (c, b, a),
(®, ¢, a), (@) (b, c), (a, ¢) (B), (, B) (¢) fiir n — 3; (a) (b) (¢} (d), (d, c, b, a), (@, ¢) (b, d),
(b,c,d, a), (a)(c)(b, d), (a,c)(d)@d), (a, db)(c,d), (a, d)(b, ¢) fir n == 4.

7. Zusammensetzung von Permutationen. 1. Einleitende Erirterungen. Per-
mutationen der Menge G konnen wir, wie Abbildungen tiberhaupt, in iblicher
Weise zusammensetzen. Es seien p, q beliebige Permutationen der Menge G.
Die aus den Permutationen p, g zusammengesetzte Abbildung qp stellt
wieder eine Permutation der Menge ¢ dar. Das Symbol dieser Permutation qp
erhalten wir so, da wir unter jeden, ein Element von @ bezeichnenden Buch-
staben = denjenigen des Elementes q(px) aufschreiben. Wenn die Permuta-
tionen p, q mit iblichen zweizeiligen Symbolen bezeichnet werden, so suchen
wir den das Element q(pz) bezeichnenden Buchstaben in folgender Weise
auf: Wir suchen zunéchst den im Symbol der Permutation p unter dem Buch-
staben x befindlichen Buchstaben des Elements pa auf und dann den im Sym-
bol der Permutation q unter diesem Buchstaben von px stehenden Buchstaben
von g (px). Wenn etwa n = 3 ist und die Permutationen p, ¢ durch die Sym-
bole <Z s ;) , (Z Z Z) definiert, sind, so ist (g 5 ;) das Symbol von ¢p. Ein ahn-
liches Verfahren wenden wir an, wenn wir die Permutationen p, ¢ mit Hilfe
der entsprechenden echten zyklischen Permutationen ausgedriickt haben.
Wenn z. B. wieder n = 3 ist und die Permutationen p, ¢ durch die Symbole
(a, b, c), (a) (b, c) definiert sind, so wird die Permutation ¢ p durch das Symbol
(a, c)(b) ausgedriickt.

2. Miteinander vertauschbare Permutationen. Wir wollen beachten, daB das
Resultat einer Zusammensetzung von zwei Permutationen der Menge ¢ im
allgemeinen von der Reihenfolge, in der die Zusammensetzung durchgefiihrt
wird, abhidngt; die aus den Permutationen p, q zusammengesetzte Permu-
tation ¢ p kann also von der aus den Permutationen q, p zusammengesetzten
Permutation pq verschieden sein. So ist in dem obigen Beispiel gp = pq,
denn die Permutation qp stellt die zyklische Permutation (a,c), die Per-
mutation pq jedoch die zyklische Permutation (a,b) dar. Wenn sich die
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Permutationen p, q dadurch auszeichnen, dal das Resultat ihrer Zusammen-
setzung von der Reihenfolge, in der sie durchgefiihrt wird, nicht abhingt,
d. h. wenn die Gleichheit gp = pq besteht, so werden p und q miteinander
vertauschbar oder miteinander kommutativ genannt. Zum Beispiel ist die
identische Permutation der Menge G' mit jeder Permutation dieser Menge
vertauschbar.

3. Assoziativgesetz diber Zusammensetzung von Permutationen. Fir je drei
Permutationen p, q, r der Menge @ gilt natiirlich das Assoziativgesetz

r(gp) = (rq)p.

Die auf beiden Seiten dieser Gleichheit auftretende Permutation wird kiirzer
mit rqp bezeichnet.

4. Inverse Permutationen in bezug auf zusammengesetzte Permutationen.
Mit Hilfe des Assoziativgesetzes konnen wir leicht zeigen, daB die zu der
zusammengesetzten Permutation qp inverse Abbildung die Permutation p~1q~!
ist; d. h., es gilt die Gleichheit

(gp)'=pqt.

Beweis. Es sei « € G ein beliebiges Element. Nach der Definition der Per-
mutation p-1q-! und mit Riicksicht auf die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes
schlieBen wir auf das Bestehen der Gleichheiten

(P 'q7) (gpa) =P (g (gp) =P (7 Q) pe);
ferner haben wir
P (g7 q)px) = pi(e(px)) =p7((ep)x) = p~l(pr) = (p 'p)x =ex=nx,

wobei e die identische Permutation der Menge ¢ bedeutet. Wir sehen, dal die
Permutation p-'q-! das Element gpax € ¢ auf = abbildet. Damit ist die
Richtigkeit unserer Behauptung bewiesen.

8. Ubungsaufgaben.
1. Man zeige an einem Beispiel, daf3 eine schlichte Abbildung einer unendlichen Menge
(z. B. der Menge aller natiirlichen Zahlen) in sich keine Permutation zu sein braucht.

2. Bs sollen die Symbole aller Permutationen einer aus vier Elementen bestehenden
Menge aufgeschricben und die einzelnen Permutationen durch echte zyklische Permuta-
tionen ausgedriickt werden.

3. Es soll eine Regel angegeben werden, die ein sukzessives Aufschreiben der Symbole
aller Permutationen einer beliebigen aus n (= 1) Elementen bestehenden Menge gestatten
wiirde.

4. Ein regulires ebenes n-Eck (n = 3) besitzt genau n Achsen. Die Drehungen der

Iicken, z. B. im positiven Sinn um den Mittelpunkt des n-Ecks um 0°, <»329-> s (2 . lﬁg) s
a0 n
S ((n —1)- 3}’({) , und ferner die symmetrischen Abbildungen der Ecken in bezug
n

auf die cinzelnen Achsen bestimmen 2n Permutationen der Eckenmenge; wir wollen die

5 Gruppoid- und Grippentheorie
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von diesen Permutationen gebildete Menge mit M, bezeichnen. Es sollen die folgenden
Eigenschaften der Menge M, festgestellt werden: a) Aus p € M,, q € M, folgt qp € M,;
b) ee€ M,; c) aus p € M, folgt p~1 e M,.

5. Je zwei zyklische Permutationen einer beliebigen, aus n (= 1) Elementen bestehenden
Menge, deren Zyklen, die mehr als ein Element enthalten, keine gemeinsamen Elemente
besitzen, sind miteinander vertauschbar.

§9. Mehrdeutige (allgemeine) Abbildungen

1. Grundlegende Begriffe und Eigenschaften. Der Begriff der eindeutigen
Abbildung einer Menge ¢ in eine Menge G*, dessen Eigenschaften den Gegen-
stand unserer Untersuchungen in den vorhergehenden Paragraphen bildeten,
kann in folgender Weise erweitert werden:

Unter einer mehrdeutigen oder allgemeinen Abbildung der Menge G in die
Menge G* verstehen wir eine Beziehung zwischen den Elementen der beiden
Mengen derart, daB jedem Element der Menge  mindestens ein Element der
Menge G* zugeordnet wird.

Es sei g eine mehrdeutige Abbildung der Menge G in die Menge G*. Dann
besitzt bei dieser Abbildung jedes Element a € ¢ mindestens ein, im all-
gemeinen mehrere und eventuell auch unendlich viele Bilder in der Menge G*;
die von diesen Bildern gebildete Menge, die sogenannte Bildmenge, wird mit
ga bezeichnet.

Wenn jedes Element a* € G* in der Bildmenge mindestens eines Elements
a € G enthalten ist, so sagen wir, g sei eine mehrdeutige oder allgemeine
Abbildung der Menge G auf die Menge G*. In diesem Fall ist durch die Ab-
bildung g eine mehrdeutige Abbildung der Menge G* auf die Menge G bestimmt,
die sogenannte zu g inverse Abbildung g~!. Diese Abbildung g-! wird so
definiert, daf} jedem Element a* € G* alle Elemente a € (¢ zugeordnet werden,
in deren Bildmengen in g das Element a* enthalten ist. Nach dieser Definition
gelten also die beiden Beziehungen a* € ga, a € g-1a* gleichzeitig, d. h., wenn
eine von ibnen gilt, so gilt auch die andere.

Es kann leicht gezeigt werden, dal die zu g~ inverse Abbildung mit der Ab-
bildung g identisch, d. h. (g~1)!= g ist. In der Tat, aus der Beziehung a* € ga
folgt a € g~ta* und daraus a* € (g~!)'a, so daBl gaC (g~!)ta gilt; um-
gekehrt folgt aus a* € (g~')~'a die Beziehung a € g-'a* und daraus a* € ga,
so daB (g~')laC ga ist. Es ergibt sich also (g"!)"'a = ga.

Mit Riicksicht auf diese Eigenschaft nennen wir die beiden Abbildungen
g,g ! zueinander invers, ohne zu unterscheiden, welche von ihnen zu welcher
invers ist.

Ist die Abbildung g eindeutig, so ist die zu ihr inverse Abbildung g-! im
allgemeinen mehrdeutig. In diesem Fall besteht fiir jeden Punkt «* € g
die Bildmenge g~'a aus allen Punkten von @, die sich durch g auf den Punkt a*
abbilden lassen; g—'a stellt also ein Element der zu der Abbildung g gehorigen
Zerlegung von @ dar.
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