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54 I. Mengen

von diesen Permutationen gebildete Menge mit M, bezeichnen. Es sollen die folgenden
Eigenschaften der Menge M, festgestellt werden: a) Aus p € M,, q € M, folgt qp € M,;
b) ee€ M,; c) aus p € M, folgt p~1 e M,.

5. Je zwei zyklische Permutationen einer beliebigen, aus n (= 1) Elementen bestehenden
Menge, deren Zyklen, die mehr als ein Element enthalten, keine gemeinsamen Elemente
besitzen, sind miteinander vertauschbar.

§9. Mehrdeutige (allgemeine) Abbildungen

1. Grundlegende Begriffe und Eigenschaften. Der Begriff der eindeutigen
Abbildung einer Menge ¢ in eine Menge G*, dessen Eigenschaften den Gegen-
stand unserer Untersuchungen in den vorhergehenden Paragraphen bildeten,
kann in folgender Weise erweitert werden:

Unter einer mehrdeutigen oder allgemeinen Abbildung der Menge G in die
Menge G* verstehen wir eine Beziehung zwischen den Elementen der beiden
Mengen derart, daB jedem Element der Menge  mindestens ein Element der
Menge G* zugeordnet wird.

Es sei g eine mehrdeutige Abbildung der Menge G in die Menge G*. Dann
besitzt bei dieser Abbildung jedes Element a € ¢ mindestens ein, im all-
gemeinen mehrere und eventuell auch unendlich viele Bilder in der Menge G*;
die von diesen Bildern gebildete Menge, die sogenannte Bildmenge, wird mit
ga bezeichnet.

Wenn jedes Element a* € G* in der Bildmenge mindestens eines Elements
a € G enthalten ist, so sagen wir, g sei eine mehrdeutige oder allgemeine
Abbildung der Menge G auf die Menge G*. In diesem Fall ist durch die Ab-
bildung g eine mehrdeutige Abbildung der Menge G* auf die Menge G bestimmt,
die sogenannte zu g inverse Abbildung g~!. Diese Abbildung g-! wird so
definiert, daf} jedem Element a* € G* alle Elemente a € (¢ zugeordnet werden,
in deren Bildmengen in g das Element a* enthalten ist. Nach dieser Definition
gelten also die beiden Beziehungen a* € ga, a € g-1a* gleichzeitig, d. h., wenn
eine von ibnen gilt, so gilt auch die andere.

Es kann leicht gezeigt werden, dal die zu g~ inverse Abbildung mit der Ab-
bildung g identisch, d. h. (g~1)!= g ist. In der Tat, aus der Beziehung a* € ga
folgt a € g~ta* und daraus a* € (g~!)'a, so daBl gaC (g~!)ta gilt; um-
gekehrt folgt aus a* € (g~')~'a die Beziehung a € g-'a* und daraus a* € ga,
so daB (g~')laC ga ist. Es ergibt sich also (g"!)"'a = ga.

Mit Riicksicht auf diese Eigenschaft nennen wir die beiden Abbildungen
g,g ! zueinander invers, ohne zu unterscheiden, welche von ihnen zu welcher
invers ist.

Ist die Abbildung g eindeutig, so ist die zu ihr inverse Abbildung g-! im
allgemeinen mehrdeutig. In diesem Fall besteht fiir jeden Punkt «* € g
die Bildmenge g~'a aus allen Punkten von @, die sich durch g auf den Punkt a*
abbilden lassen; g—1a stellt also ein Element der zu der Abbildung g gehorigen
Zerlegung von @ dar.



§ 9. Mehrdeutige (allgemeine) Abbildungen 55

Hinsichtlich der allgemeinen, auf dem obigen Abbildungsbegriff basierenden
Theorie wollen wir nur noch einige Worte iiber Zusammensetzung von mehr-
deutigen Abbildungen hinzufigen.

Der in § 6, Nr.7 fiir eindeutige Abbildungen erklirte Begriff der Zusammen-
setzung von Abbildungen kann unmittelbar auf mehrdeutige Abbildungen g, h
erweitert werden. In diesem Fall definiert man die aus den Abbildungen ¢
und h (in dieser Reihenfolge) zusammengesetzte Abbildung kg so, daB man
jedem Element a € G alle Bilder der in ga enthaltenen Elemente bei der
Abbildung h als h g-Bilder zuordnet. Es gilt natiirlich hga C K. Insbesondere
sicht man, da fir a € @ die Bildmenge g-'ga von denjenigen Elementen
in G gebildet wird, die bei der Abbildung g wenigstens ein Bild in der Bild-
menge ga besitzen.

Schlieflich sei bemerkt, daf der Begriff einer mehrdeutigen Abbildung
der Menge (' in die Menge G* so verallgemeinert werden kann, dafl man in der
Menge G Elemente zuldfit, denen keine Elemente in der Menge G* zugeordnet
werden. Eine solche Abbildung der Menge @ in die Menge G* heiflt eine
Relation von G in G*.

Wir wollen uns in den weiteren Ausfilhrungen iber mehrdeutige Abbil-
dungen nur auf den Fall beschrianken, dafl die Menge G* mit G' zusammen-
fallt und daBl es sich um mehrdeutige Abbildungen der Menge G auf sich
handelt.

2. Kongruenzen. Unter einer Kongruenz der Menge G verstehen wir eine
mehrdeutige Abbildung g der Menge ¢ auf sich mit folgenden Eigenschaften:

a) Fir jedes a € G gilt a € ga;

b) fiir alle den Bezichungen b € ga, ¢ € gb geniigenden Elemente a, b, c € G
¢ilt c € ga.

Die erste Eigenschaft wird als die Reflexivitdt, die zweite als die Transitivitit
der mehrdeutigen Abbildung g bezeichnet.

Wir sehen, daf eine Kongruenz der Menge G als eine mehrdeutige reflexive
und transitive Abbildung der Menge G auf sich erklirt werden kann.

Es sei nun g einc Kongruenz der Menge . In diesem Fall driicken wir die
Bezichung b € ga so aus. daB das Element b mit a beziiglich der Kongruenz g
kongruent ist.

Es ist leicht zu zeigen, daf die zu g inverse Abbildung g-1 ebenfalls eine
Kongruenz darstellt. In der Tat, die Abbildung g ist offenbar reflexiv.
Ferner folgen aus b€ g~'ta, ¢ € g'b die Bezichungen a € gb, b€ gc, also
auch a € gc. Wir haben also ¢ € g~'a und sehen, dal die Abbildung g-!
auch transitiv ist.

Die Kongruenz g-! wird naturgemal} als die zu g inverse Kongruenz be-
zeichnet. Die zu g-' inverse Kongruenz ist wiederum die Kongruenz g.

Wir wollen unsere Begriffe an einigen Beispielen erlautern.

Es seien A, B belicbige Zerlegungen auf der Menge G. Wir definieren eine
mehrdeutige Abbildung g der Zerlegung A auf sich so, daB wir jedem Element
@ € A alle Elemente in A zuordnen, die sich mit @ mit Hilfe der Zerlegung B
verbinden lassen. Aus § 3, Nr.1a,b schlieBen wir, dall diese mehrdeutige Abbil-
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dung g eine Kongruenz der Zerlegung A4 darstellt. Mit dem Element a sind alle
Elemente in A, die sich mit @ mittels der Zerlegung B verbinden lassen,
beziiglich der Kongruenz g kongruent. Bei der inversen Kongruenz g-!
sind jedem Element @ € 4 alle diejenigen Elemente in A zugeordnet, mit
denensichamit Hilfe der Zerlegung B verbindenliBt; aus § 3, Nr.1¢ schlieBen wir,
daB dies genau diejenigen Elemente sind, die sich mit @ mit Hilfe der Zer-
legung B verbinden lassen. Wir sehen, daB die inverse Kongruenz g-! mit
der Kongruenz g identisch ist; es gilt also g~'= g.

Weitere Beispiele von Kongruenzen sind die folgenden: Wenn wir jeder
Zerlegung A der Menge G alle Uberdeckungen (Verfeinerungen) von A zu-
ordnen, so erhalten wir eine Kongruenz der von allen Zerlegungen auf ¢
gebildeten Menge. Dies folgt aus § 3, Nr. 2a,b. Beziiglich dieser Kongruenz ist
mit der Zerlegung A4 jede Uberdeckung (Verfeinerung) von A kongruent. Diese
beiden Kongruenzen sind zueinander invers.

Besonders wichtig sind die sogenannten symmetrischen und antisymme-
trischen Kongruenzen.

3. Symmetrische Kongruenzen. Eine Kongruenz g der Menge G heilit sym-
metrisch, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

S. Fir a, b€ G, b€ ga gilt a € gb.

Diese Eigenschaft driickt eine Symmetrie der Kongruenz g aus, und zwar
in dem Sinn, daBl von je zwei beliebigen Elementen in G entweder keines
oder beide der Bildmenge des anderen angehoren. In diesem Fall driicken
wir die Beziehung b € ga durch b =a(g) oder b = a aus. Dann haben wir
auch a = b, und wir nennen die beiden Elemente a, b miteinander kongruent.

Zum Beispiel ist die oben im ersten Beispiel beschriebene Kongruenz der
Zerlegung A symmetrisch, wie aus § 3, Nr.1c zu ersehen ist.

Es sei nun ¢ eine symmetrische Kongruenz der Menge G.

Eine wichtige Eigenschaft von g besteht darin, daB das System aller T'eilmengen
in G, die aus denjenigen Elementen bestehen, die mit einem Element von G kon-
gruent sind, eine Zerlegung der Menge G darstellt. Von dieser Zerlegung sagen
wir, dal} sie zur Kongruenz g gehort; ihre Elemente werden Klassen der Kon-
gruenz ¢ genannt.

Der Beweis dieser Behauptung ist eine Verallgemeinerung des in § 3, Nr. 4
angefiihrten Beweises, in dem gezeigt wurde, daB das dort betrachtete System A
von Teilmengen in der Zerlegung A eine Zerlegung von A darstellt. Der
Leser moge die notigen Uberlegungen selbst durchfiihren.

Es ist auch leicht einzusehen, daB je zwet in derselben Klasse der Kongruenz g
liegende Punkte von G miteinander kongruent sind, wihrend zwei in vefschie-
denen Klassen liegende Punkte von G nie diese Eigenschaft besitzen. Eine
beliebige Teilmenge in @, die mit jeder Klasse der Kongruenz g genau cinen
Punkt gemeinsam hat, stellt ein Reprasentantensystem der Komgruenz g dar,
und zwar in dem Sinn, daBl jeder Punkt in @ genau mit einem Reprisentanten
kongruent ist.

Umgekehrt gibt es zu jeder Zerlegung A der Menge G eine symmetrische Kongruenz
der Menge G so, daf3 die zu ihr gehirige Zerlegung mit A zusammenfillt. Dicse
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Kongruenz wird in der Weise definiert, daB jedem Punkt @ € G genau die
in dem den Punkt a enthaltenden Element @ € 4 liegenden Punkte zugeordnet
werden.

Zwischen der Betrachtung von symmetrischen Kongruenzen und derjenigen
von Zerlegungen auf Mengen besteht kein wesentlicher Unterschied.

Schlieflich wollen wir zeigen, dall die zu g inverse Kongruenz g-! mit g
zusammenfdllt, also g-'= g ist. In der Tat, aus b € g-'a folgt a € gb und
ferner b € ga mit Riicksicht auf die Eigenschaft S, und wir haben g-la C ga;
umgekehrt folgt aus b € ga mit Riicksicht auf S die Beziehung a € gb, also
auch b€ g~'a, und es gilt gaC g-'a. Wir haben also g-'a = ga. Damit
ist der Satz bewiesen.

Wir bemerken, daB die symmetrischen Kongruenzen auch Aquivalenzen
genannt werden.

4. Antisymmetrische Kongruenzen. 1. Grundlegende Begriffe und Eigen-
schaften. Eine Kongruenz g der Menge G heillt antisymmetrisch, wenn sie
die folgende Eigenschaft besitzt:

AS. Fire,bel, bEga, acgb gilt a=5b.

Diese Eigenschaft driickt eine Antisymmetric der Kongruenz g aus, und
zwar in dem Sinn, daB von je zwei verschiedenen Elementen in G' entweder
keines oder genau eines mit dem anderen kongruent ist. In diesem Fall driicken
wir die Beziehung b € ga durch a < b(g) oder b = a(g) (oder kiirzer a < b
oder b = a) aus.

Wenn die Kongruenz g antisymmetrisch ist, so ist die zu thr inverse Kon-
gruenz g1 ebenfalls antisymmetrisch. Aus den Beziehungen b € g-'a, a € g~1b
folgt namlich a € gb, b € ga und ferner @ = b mit Riicksicht auf die Eigen-
schaft AS.

Zum Beispiel sind dic am Ende von Nr. 2 besprochenen Kongruenzen der
von allen Zerlegungen auf @ gebildeten Menge antisymmetrisch, wie wir
aus § 3, Nr. 2¢ sehen; wir haben bereits bemerkt, dafl diese Kongruenzen zu-
einander invers sind.

Die antisymmetrischen Kongruenzen werden in der Regel partielle Ordnungen
genannt; zueinander inverse partielle Ordnungen heiflen auch dual.

2. Obere und untere Grenze von zwei Elementen. Wichtige, auf dem Begriff
der antisymmetrischen Kongruenz beruhende Begriffe sind die der oberen
und unteren Grenze von zwei Elementen.

Es sei g eine antisymmetrische Kongruenz der Menge G.

Unter der oberen Grenze einer zweigliedrigen Folge von Elementen a,b € G
in bezug auf die Kongruenz g verstehen wir das durch die folgenden Eigen-
schaften gekennzeichnete Element ¢ € @: Es ist @ < ¢, b < ¢, und es gilt fir
alle den Beziehungen a < x, b < x geniigenden Elemente v € ¢ die Formel
c =z

Es ist leicht einzusehen, daf es fiir jede zweigliedrige Folge von Elementen
in @ hochstens eine obere Grenze geben kann; in der Tat, sind ¢, ¢/ obere
Grenzen einer zweigliedrigen Folge von Elementen, so haben wir ¢ < ¢/ und



58 I. Mengen

gleichzeitig ¢’ < ¢, also auch ¢ = ¢’ nach der Eigenschaft AS. Die obere
Grenze der zweigliedrigen Folge von Elementen a, b wird, falls sie existiert,
mit a—b bezeichnet.

Analog erkliren wir die untere Grenze einer zweigliedrigen Folge von
Elementen a, b € G in bezug auf die Kongruenz g: Unter der unteren Grenze
verstehen wir das durch die folgenden Eigenschaften gekennzeichnete Element
c€@: Esist c<a, c<b, und es gilt fiir alle, den Beziehungen « < a, 2 < b
geniigenden Elemente x € G die Formel z < ¢. Fir jede zweigliedrige Folge
von Elementen a, b € G gibt es hochstens eine untere Grenze, die wir, falls
sie existiert, mit a ~b bezeichnen.

Der Leser moge sich iiberlegen, daB fiir beliebige Elemente a,b,c€ @
die folgenden Gleichheiten gelten, sobald die entsprechenden oberen und
unteren Grenzen existieren:

a) a-b=bw—a, a’) a~b=b~a,

b) «-a=a, . b) a~a=a,

¢c) a—(b—c)=(a-b)—c, ¢) a~(b~c)=(a~b)~c,
d) a—(a~b)=a, d) a~(a-b)=a.

Mit Riicksicht auf die durch die Formeln a), a’) ausgedriickten symmetri-
schen Eigenschaften der beiden Grenzen sprechen wir im allgemeinen von
der oberen und der wunteren Grenze von zwei (eventuell zusammenfallenden)
Elementen, ohne die Numerierung der Elemente zu beriicksichtigen.

Aus der Definition der oberen und der unteren Grenze sehen wir, daf} die
obere (untere) Grenze von zwei Elementen in bezug auf die Kongruenz ¢
zugleich die untere (obere) Grenze derselben in bezug auf die inverse Kon-
gruenz g-! darstellt.

Um ein Beispiel fiir die obigen Begriffe anzugeben, wollen wir die anti-
symmetrische Kongruenz der Menge aller Zerlegungen auf ¢ betrachten,
in der jeder Zerlegung auf G alle Uberdeckungen bzw. Vereinerungen derselben
zugeordnet werden. In diesem Fall besitzen je zwei Zerlegungen A4, B auf @
die obere Grenze [A4, B] bzw. (4, B) und die untere Grenze (A4, B) bzw. [4, B).

5. Ubungsaufgaben.

1. Wird die Menge @ durch eindeutige Abbildungen a, b auf die Mengen 4 bzw. B
abgebildet und fallen die zu diesen Abbildungen gehérigen Zerlegungen auf ¢ zusammen,
80 ist f = ba! eine eindeutige und schlichte Abbildung der Menge 4 auf B und f! =ab!
die zu ihr inverse Abbildung von B auf A. In diesem Fall sind also die Mengen 4, B
aquivalent.

2. Es sei n eine natiirliche Zahl. Wenn wir jeder ganzen Zahl a alle Zahlen a +vn
zuordnen (¥ =...,—2,—1,0,1, 2,...), so erhalten wir eine symmetrische Kongruenz
der Menge aller ganzen Zahlen. Die zu dieser symmetrischen Kongruenz gehorige Zer-
legung besteht aus n Klassen, und die Menge {0,1,...,n—1} stellt eines ihrer
Reprasentantensysteme dar.
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3. Wenn wir jeder natiirlichen Zahl alle natiirlichen Vielfachen (alle positiven Teiler)
derselben zuordnen, so erhalten wir eine antisymmetrische Kongruenz der Menge aller
natiirlichen Zahlen. Je zwei natiirliche Zahlen besitzen in bezug auf diese Kongruenz
die obere Grenze, und zwar ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches (ihren groften gemein-
samen Teiler), und zugleich die untere Grenze, und zwar den groBten gemeinsamen Teiler
(das kleinste gemeinsame Vielfache). Beide Kongruenzen sind zueinander invers.

4. Wenn wir jeder Teilmenge in & alle ihre Obermengen (Untermengen) in G zuordnen,
so erhalten wir eine antisymmetrische Kongruenz der von allen Teilmengen in G ge-
bildeten Menge. Je zwei Teilmengen in @ besitzen in bezug auf diese Kongruenz eine
obere Grenze, und zwar ihre Vereinigungsmenge (ihren Durchschnitt), und zugleich eine
untere Grenze, und zwar den Durchschnitt (die Vereinigungsmenge). Beide Kongruenzen
sind zueinander invers.

5. Ist g eine antisymmetrische Kongruenz von G und gibt es fiir die Elemente a, b € G
die obere Grenze a—b, so gilt:
a) gla—b)=gangh;
glla—b)Dgltayugts.

§ 10. Reihen von Zerlegungen auf Mengen

In diesem Paragraphen werden wir eine Theorie der sogenannten Reihen
von Zerlegungen auf Mengen entwickeln, in der zahlreiche Ergebnisse unserer
blshengen Ausfithrungen tiber Zerlegungen und Abbildungen von Mengen
eine Anwendung finden werden. Diese Theorie stellt die mengentheoretische
Struktur der ontsprechenden Abschnitte der Gruppoid- und Gruppentheorie
dar und gestattet einen tieferen Einblick in die diesbeziiglichen, durch klas-
sische Methoden erzielten Ergebnisse der Gruppentheorie. Aulerdem finden
die Untersuchungen und Resultate iiber Reihen von Zerlegungen auf Mengen
eine bedeutsame Anwendung im Zusammenhang mit Abbildungen auf Folgen-
mengen und auf dem Gebiet der wissenschaftlichen Klassifikationen.

1. Grundbegriffe. Es seien A = B Zerlegungen auf G.

Unter ciner Reihe von Zerlegungen auf G von A nach B oder Reihe von A
nach B verstehen wir eine endliche Folge von o (= 1) Zerlegungen 4,, ..., 4,
auf ¢ mit den folgenden 'luigonqchaftvn: a) Die erste Zerlegung der Folge
ist A, die letzte B, also 4, = A, A, = B; b) jede nachfolgende Zerlegung

ist cine \erfomorung der unmlttelbar vorangehenden, also
(A=)A;=.--= A, (=B).

Eine solche Reihe wird kiirzer mit (4) bezeichnet. Die Zerlegungen 4,, ..., 4
werden die Glieder der Reihe (A) genannt. A, ist das Anfangsglied und A,
das Endglied der Reihe (A). Unter der Linge der Reihe (A) verstehen wir

die Anzahl « der Glieder in (A).
Zum Beispiel bildet jede Zerlegung A auf @ eine Reihe von der Linge 1;
das Anfangs- und das Endglied dieser Reihe fillt mit 4 zusammen.
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