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inzidiert. Damit haben wir festgestellt, daß je zwei benachbarte Elemente 
c„, cv + 1 mit einem geeigneten Element zv C B inzident sind, so daß die Folge (3) 
tatsächlich eine Bindung {Ä, B) von c nach f darstellt. 

3. Größte gemeinsame Verfeinerung. Es seien wiederum Ä, B erzeugende 
Zerlegungen auf ©. 

Es gilt der^ Satz, daß die größte gemeinsame Verfeinerung (Ä> B) der Zer­
legungen Ä, B ebenfalls erzeugend ist. 

Diesen Satz haben wir bereits auf Grund der Gleichheit (Ä, B) = Är\E 
bewiesen (§ 14, Nr. 3,2); wir haben gezeigt, daß die Durchdringung Äf]B 
der erzeugenden Zerlegungen Ä, B ebenfalls erzeugend ist. 

5. Übungsaufgaben. 

1. Wenn ein Element ä € A einer erzeugenden Zerlegung A in ö> eine gruppoidale 
Teilmenge X Q M enthält, also (0 4=) X C «> s o ist dieses Element ö selbst gruppoidal. 

2. Es sei (ty das aus allen natürlichen Zahlen bestehende Gruppoid, in dem die Multi­
plikation auf folgende Weine definiert ist : Für a, 6 6 i>) ist das Produkt ab die durch das 
dekadische Symbol ax . . . ax bt . . . bß definierte Zahl, wobei a1 . . . aa (bx . . . bß) das 
dekadische Symbol der Zahl a(b) darstellt. Dann gilt: a) Das Gruppoid ® ist assoziativ; 
b) die Zerlegung von (*}, deren Elemente ö, (i -• 1 , 2 , . . . ) jeweils von allen mit i Ziffern 
dekadisch darstellbaren natürlichen Zahlen gebildet werden, ist erzeugend. 

3. Das Gruppoid $ , dessen Feld von einer beliebigen Menge gebildet und in dem 
die Multiplikation durch die Formel ab a oder ab -•- b für a, b € & definiert wird, 
ist assoziativ, und alle seine Zerlegungen sind erzeugend. 

§ 15. Faktoroide 

Der Faktoroidbegriif, von dem wir jetzt sprechen werden, spielt in der 
gesamten weiteren Theorie eine führende Rolle. 

1. Grundbegriffe. Es sei Ä eine erzeugende Zerlegung in dem Gruppoid @. 
Dieser Zerlegung Ä können wir das auf folgende Weise definierte Gruppoid fl 
zuordnen: Das Feld von fl ist die erzeugende Zerlegung Ä; die Multiplikation 
von §1 besteht darin, daß das Produkt eines Elements ö ^ i mit einem Element 
b 6 Ä als das der Beziehung ab c c genügende Element c £ Ä definiert wird. 
Wir schreiben 

äob ^ c . 

Wir verwenden also das Zeichen o für Produkte in dem Gruppoid $1, ähnlich 
wie wir den Malpunkt für Produkte im Gruppoid (ty verwenden. Es gilt also 
ab C ä °h 6 91. 

Das Gruppoid 91 nennen wir Faktoroid in dem Gruppoid & oder, falls die 
Zerlegung A das Gruppoid W bedeckt, Faktoroid auf dem Gruppoid & oder 
auch Faktoroid des Gruppoids (ty. Jede erzeugende Zerlegung im Gruppoid (M 
bestimmt also eindeutig ein Faktoroid in W. und zwar dasjenige, dessen 
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Feld sie darstellt. Wir sagen, zu jeder erzeugenden Zerlegung in & gehöre 
ein bestimmtes Faktoroid in ©. 

Wir wollen beachten, daß es auf dem Gruppoid & immer wenigstens zwei 
Faktoroide gibt, nämlich das zu der größten erzeugenden Zerlegung öm a x gehörige 
größte Faktoroid CSmax und das zu der kleinsten erzeugenden Zerlegung Gmln 

gehörige kleinste Faktoroid ®mitl* Diese extremen Faktoroide auf & sind offenbar 
voneinander verschieden oder nicht, je nachdem, ob das Gruppoid © von 
mehr als einem oder genau von einem Punkt gebildet wird. 

2. Beispiel eines FaktoroMs. Wir betrachten das Gruppoid 3- ^ s se* n 

eine natürliche Zahl und % (i = 0, . . ., n — 1) die von denjenigen Zahlen 
von Q gebildete Menge, die bei der Division durch n den Rest i ergeben. Die 
Mengen ä0, . . ., än_t sind also die folgenden: 

ä0 ={•• . , - 2 n , — n, 0, n, 2n, 
ãг ={•• . , - 2 n + l , - n + 1 , 1, n + 1 , 2n + l, 
ä2 = {•• . , - 2 n + 2, — n + 2t, 2, n + 2, 2n + 2, 

ön_i =={...,— 2n + n—'1, — n - \ - n — 1 , n — 1 , n + n — 1 , 2n + n — ! , . . . } . 

Wir sehen, daß das Mengensystem {ö0, . . ., än_t} eine Zerlegung des Grup-
poids 3 darstellt, die wir mit Zn bezeichnen. Es ist leicht zu zeigen, daß Zn 

erzeugend ist. Zu diesem Zweck haben wir festzustellen, daß das Produkt 
% aj jeder zweigliedrigen Folge von Elementen ä€, ä$£ Zn als Teilmenge 
in einem Element äk £ Zn enthalten ist, also % äj C äk. Nun ist aber nach 
Definition die Menge % öj das System aller Produkte a • b, wobei a die Zahlen 
von äi und b die von äj durchläuft. Es sei also a£ä{(b£ ä^) eine beliebige 
Zahl derart, daß der Rest von a(b) durch n gleich i(j) ist. Nach Definition 
der Multiplikation in 3 stimmt das Produkt a • h mit der Zahl a + b überein, 
die in der Menge äk enthalten ist; dabei bedeutet k den Rest von i + j durch n, 
da die Zahlen a + b und i + j bei der Division durch n die gleichen Reste 
ergeben. Es gilt also ä{ äj C äk, und wir sehen, daß die Zerlegung Zn tatsächlich 
erzeugend ist. Das zugehörige Faktoroid 3 n besteht also aus den n Elementen 
ä0, . . ., än_x, und seine Multiplikation ist durch die Formel ät ° öj --- äk defi­
niert, wobei k den Rest von i + j bei Division durch n bedeutet. Offenbar 
stellt das Faktoroid 3 i d a s größte Faktoroid von 3 dar. 

3. Faktoroide in Gruppoiden. Wir wollen zunächst Faktoroide in Grup-
poiden betrachten. Einleitend sei daran erinnert, daß wir auf Gruppoide 
die für ihre Felder und Multiplikationen definierten Begriffe und Symbole 
übertragen (§ 12, Nr. 2). Dieser Erweiterungsprozeß betrifft natürlich* auch 
Faktoroide. Dennoch wollen wir die wichtigsten diesbezüglichen Begriffe und 
Symbole sowie die entsprechenden Resultate ausdrücklich besprechen. 

1. Überdeckungen und Verfeinerungen, Es seien H, SB Faktoroide im Grup­
poid (U. 

Wir nennen das Faktoroid %(%) Überdeckung (Verfeinerung) von S(W), 
wenn für die Felder Ä, B von W, S die Beziehung Ä*>B gilt. In diesem Fall 
schreiben wir *S 2> % oder S g. S . Wir sehen, daß die Beziehung % >̂ S 
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nur dann möglich ist. wenn die beiden Faktoroide auf demselben Unter­
gruppoid s S = s% hegen. Wenn 91 >̂ 23 und zugleich S 4= S ist, so wird 
die Überdeckung (Verfeinerung) 9t (S ) von S ( S ) ecM genannt ; in diesem 
Fall schreiben wir gelegentlich auch 2t > 23 oder S < 21. 

2. Hüllen und Durchdringungen. Es sei 93 C @ ein Untergruppoid und 2t, © 
Faktoroide in ©. 

Wenn BnsC =f= 0 ist, so stellen nach dem Satz aus § 14, Nr .3 ,2 die Hülle 
B\zC und die Durchdringung BnC je eine erzeugende Zerlegung in @ dar. 
Das zugehörige Faktoroid in © nennen wir die Hülle des Untergruppoids 93 
fw dem Faktoroid H bzw. die Durchdringung des Untergruppoids 93 (de<s Kafc-
toroids £1) mi£ dem Faktoroid (S (mi£ dem Untergruppoid 93) und schreiben 
» C S oder 5 u » bzw. 93 n £ oder 5 n » . 

Ebenso klar sind die im Fall s / i n s C + Ö definierten Faktoroide 9t Z ® 
oder © ZI 9t und 91 n ©; das erste heißt die Hülle des Faktoroids S im Faktoroid ©, 
das zweite die Durchdringung des Faktoroids 91 mit dem Faktoroid S . Es gilt 
natürlich §1 n 5 - E n S . 

Wir wollen beachten, daß 93 Z © ein Untergruppoid im Faktoroid © und 
93 n © ein Faktoroid im Untergruppoid 93 darstellt. 

Wenn insbesondere © auf dem Gruppoid Qi liegt, so ist die Bedingung 
BnsC -^ 0 erfüllt, und das Faktoroid 93 n © liegt auf dem Untergruppoid 93. 
Wir sehen, daß jedes aus einem Untergruppoid 93 in © und einem Faktoroid © 
auf ß) bestehende Gebilde zwei Faktoroide in Oj eindeutig bestimmt, nämhch 
93 Z © und sflni . i ; das erste ist ein Untergruppoid in ©, das zweite ein Fak­
toroid auf 93. 

Ähnlich bestimmt jedes aus einem Faktoroid 9t in 0) und einem solchen © 
auf W bestehende Gebilde die zwei Faktoroide 9t Z © und 9t Fl©, von denen 
das erste ein Untergruppoid in © und das zweite ein Faktoroid auf s% dar­
stellt . 

Bedecken die hei den Faktoroide 9t,© das Gruppoid 0$, so stimmt 91 ZI© mit 
der sogenannten größten gemeinsamen Verfeinerung (9t, G) der Faktoroide 91,© 
überein, also 91 n © ($ ,©) (Nr. 4 .5) . 

B e i s p i e l . Um die vorhergehenden Begriffe an einem Beispiel zu erläutern, 
wollen wir wieder das auf dem Gruppoid $ liegende Faktoroid 3n (n ?= 1) 
betrachten (Nr. 2). Es sei 9lm das in $ gelegene Untergruppoid, dessen Feld 
von allen ganzzahligen Vielfachen irgendeiner natürlichen Zahl m gebildet 
wird. Um unser Beispiel zu vereinfachen, wollen wir annehmen, daß die 
Zahlen ?n, n relativ prim seien. 

Es handelt sich darum, die beiden Faktoroide 9 l m z 3 « . 9 t m n 3 n ?-u Ja­
stimmen. 

Zunächst überlegen wir uns, welche der Elemente ä0 an„-, £ $„ mit 
dem Untergruppoid 9tm inzident sind. Ein Element ä{ £ $ n ist offenbar 
dann und nur dann mit 9tOT inzident, wenn es ein ganzzahliges Vielfaches xm 
der Zahl m enthäl t (x bedeutet eine ganze Zahl). Da jede in äi vor­
kommende Zahl die Form yn f i besitzt, wobei y eine ganze Zahl ist, sehen 
wir, daß äi dann und nur dann mit 9tm inzident ist, wenn die Gleichung 
xm yn + i und folglich auch die Gleichung xm — yn i in ganzen Zahlen x,y 
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lösbar ist. Nun sind aber die Zahlen m, n relativ prim, und daraus folgt, 
daß die Gleichung am — bn = 1 ganzzahlige Lösungen a, b besitzt. Wir 
sehen, daß die Gleichung xm — yn = i für jedes i = 0, . . ., n — 1 in ganzen 
Zahlen x, y lösbar ist, und zwar mit x = ai, y = bi. Folglich ist jedes Element 
% £ 5» m ^ ^ e m Untergruppoid %m inzident. Auf diese Weise kommen wir 
zu dem Resultat, daß das Faktoroid %m c $n mit Qn übereinstimmt. Das 
Faktoroid Stmll3n w^d v o n denjenigen Elementen gebildet, die durch die 
in den einzelnen Elementen ä0, . . ., än„t enthaltenen ganzzahligen Viel­
fachen der Zahl m dargestellt werden. 

3. Halbverknüpfte und verknüpfte Faktoroide. Es seien 5t, S Faktoroide 
in @. 

Wir nennen die Faktoroide %, (£ halbverknüpft (verknüpft), wenn ihre Felder 
Ä, C diese Eigenschaft besitzen (§4, Nr. 1). Zum Beispiel stellen die Hülle X C D 
eines Untergruppoids 36 C & in einem Faktoroid f) in & und die Durch­
dringung f ) n X ( X n s Y = j = 0 ) stets verknüpfte Faktoroide dar. 

Wir setzen nun die Gültigkeit der Beziehungen S = S C I , S = S c S 
voraus. Dann haben wir das Untergruppoid s%ns(£ in & und die auf 
ihm Hegenden Faktoroide $ n s S , @> n s$L Aus dem Satz aus § 14, Nr. 3,3 folgern 
wir, daß durch jede gemeinsame Überdeckung S der genannten Faktoroide ver­
knüpfte Überdeckungen ft ^ fl, ß ig (5 von S bzw. S erzwungen werden, wobei 
sich *§L und (J im Faktoroid S durchdringen, t̂ n ß = S. 

4. Adjungierte Faktoroide. Es seien S, S Faktoroide und 33» % Unter-
gruppoide in &; ferner sei % = s f[, (£ = s®. 

Wir setzen die Gültigkeit der Beziehungen 58 £ S, © G S , S n ® + 0 
voraus. Dabei bedeutet z. B. die erste Formel, daß das Feld von 99 als Element 
im Faktoroid S enthalten ist. 

Wir nennen die Faktoroide %, (S adjungiert in bezug auf die Untergruppoide 
33, 3), wenn die Felder Ä, C von W, (S in bezug auf die Felder B, D von 58, % 
diese Eigenschaft besitzen (§4, Nr. 2). Dieser Fall kann auch durch die Formel 

s ($C$n«) = s(!öC§n3() 
beschrieben werden. 

Es seien nun die Faktoroide Ü, (S in bezug auf 33, % adjungiert. Dann sind 

Faktoroide in @. Wir setzen ^ - s l 1 ? 3C8=-8«a, ©, - sC^, ga = Ä 5 Ä . 
Aus dem Ergebnis von § 4, Nr. 2 erhalten wir im Hinblick auf § 14, Nr. 4,12 und 
§14,Nr.3,3 den folgenden Satz: 

1.78 gibt verknüpfte Überdeckungen *$l, (£ von W1? Sj derart, daß ?(2 £ 91, ©2 6 (£ 
i§£; diese Überdeckungen sind durch die in § 4, Nr. 2a) gegebene Konstruktion 
bestimmt. Die Untergruppoide 3t2, ®a ^^ inzident. 

5. Ketten von Faktoroiden. Es seien %~D% Untergruppoide in &. Unter 
einer Kette von Faktoroiden von % nach 33 oder Kette von 31 nach 83 verstehen 
wir eine endliche Folge von a ( ^ 1) Faktoroiden &\, . . ., Ha in ($} mit den 
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folgenden Eigenschaften: a) §t Hegt auf 31; b) § y + 1 Hegt auf einem Element 
von fy für 1 < y <: a - 1; c) SB € fa. Eine solche Ket te wird mi t 

S'i —>• • • * —• Sta 

oder kürzer mit [;Ä] bezeichnet. 
Die in § 2, Nr. 5 und § 4, Nr. 2 für Ket ten von Zerlegungen definierten Begriffe 

können unmit telbar auf Ket ten von Faktoroiden übertragen werden. Ins­
besondere wird der Begriff von adjungierten Ket ten von Faktoroiden so 
definiert: 

Es seien 3lD 33, © D ® Untergruppoide in & und 

( [S ]^ !—. . . -H .a . 
v a ' 

Ket ten von Faktoroiden von 31 nach 33 bzw. von © nach %. 
Die Ket ten [:Jt], [£] heißen adjungiert, wenn a) die Enden von [§] und [S] 

dieselben sind, also 31 = d, SB = %; b) je zwei Glieder My, Zd von [1] bzw. [£] 
in bezug auf sJ t y + 1 ; «£,3 + ! adjungiert sind, und zwar für y = 1, . . . . a und 
<$ = 1, . . ., /?; dabei ist s l a + 1 == 33, sEß + 1 = ©. 

4. Faktoroide auf Gruppoiden. Wir wollen nun insbesondere Faktoroide 
auf Grup])oiden betrachten . Die diesbezüglichen Ergebnisse kommen auch 
für Faktoroide in Gruppoiden weitgehend zur Geltung, da jedes Faktoroid 3t 
im Gruppoid 05 zugleich ein Faktoroid auf dem Untergruppoid s3l darstellt. 

1. Überdeckungen und- Verfeinerungen. Wir knüpfen an die in Nr. 3,1 er­
läuterten Begriffe von Überdeckungen und Verfeinerungen eines Faktoroids 
im Gruppoid 0* an. Wir wollen nun den Spezialfall eines Faktoroids auf dem 
Gruppoid 0$ näher betrachten. 

Es seien 3l, 33 Faktoroide auf 05. Wir wissen, daß das Faktoroid 1 (33) 
Überdeckung (Verfeinerung) von 33 (31) genannt und dieser Sachverhalt 
durch die Formel 31 >: 33 oder 33 :" 31 ausgedrückt wird, wenn für die Felder 
A, B von 3V 33 die Beziehung Ä > B gilt. Ferner kennen wir die Bedeutung 
der Formel 31 > 33 oder 33 < 31. 

Offenbar ist WniJlx (SI3) die größte (kleinste) Überdeckung von 33, und zwar 
in dem Sinn, daß jede Überdeckung von 33 eine Verfeinerung von ($ m a x und 
eine Überdeckung von 33 ist; analog stellt das Faktoroid 31 (0)nnn) die größte 
(kleinste) Verfeinerung von 31 dar. 

Für 3t > 33 ist die Zerlegung Ä eine Überdeckung von B, und folglich 
ist diese Überdeckung durch eine auf der Zerlegung B, d. h. auf dem Fak­
toroid 33 liegende Zerlegung B erzwungen (§ 2, Nr. 4). Die Zerlegung B besteht 
also aus Elementen, die durch je ein System von Untermengen in OK die ah 
Elemente in 33 vorkommen, dargestellt werden, und die Zerlegung A entsteht 
durch Summenbildung aller je in demselben Element von B enthaltenen 
Elemente von 33. 

Wenn umgekehrt irgendeine Zerlegung B auf dem Faktoroid 58 gegeben ist. 
so wird durch sie wohl eine Überdeckung Ä der Zerlegung B erzwungen, 
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die jedoch keinesfalls erzeugend zu sein braucht. Im allgemeinen gehört 
also zu der durch die Zerlegung E erzwungenen Überdeckung von B kein 
Faktoroid. 

Es gilt nun der folgende 
Sa tz . Es sei §8 ein Faktoroid auf © und E eine auf ihm liegende Zerlegung; 
ferner sei Ä die durch E erzwungene Überdeckung des Feldes B von 58. Die 
Zerlegung Ä ist dann und nur dann erzeugend, wenn dies für die Zerlegung E 
der Fall ist. 

Beweis, a) Wir nehmen an, die Zerlegung E sei erzeugend. Wir betrachten 
beliebige Elemente ö1? ä2£ Ä. Es ist zu zeigen, daß es ein Element ö3 £ Ä 
gibt, für welches äxä2 C äz ist. Nun ist aber ät = U ht, ä2 = U 52, wobei 
sich die erste (zweite) Summe auf alle in einem bestimmten Element ht (52) 
von E enthaltenen Elemente ht (52) von S bezieht. Da die Zerlegung E er­
zeugend Ist, gibt es ein Element 53 £ E derart, daß ht o 52 c 53 ist. Wir bezeichnen 
mit ä3 die Summe der in 53 enthaltenen Elemente von S und erhalten dann die 
Beziehung ä3 £ Ä. Offenbar gilt für jedes Element ht (52), auf welches sich die 
oben erwähnte erste (zweite) Summe bezieht, bt° h2 £ h1®h2C 53. Folglich be­
stehen die Beziehungen ätä2 == U Ub1b2C UU5xo ö2C a3, womit das Ge­
wünschte bewiesen ist. 

b) Wir nehmen an, die Zerlegung Ä sei erzeugend. Wir betrachten beliebige 
Elemente 5 1 , 5 2 £ J S und behalten die obige Bedeutung für äly ä2 und 6,, 52 

bei. Da die Zerlegung Ä erzeugend ist, gibt es ein Element ä3 £ Ä, für das 
ätä2Cäs ist. Nach Definition von Ä gibt es Elemente 63 £ SB derart, daß 
äz= U5 3 ist und die Menge dieser Elemente ein Element 53 £ E bildet. 
Für S j£6 1 ? 62 € b2 besteht die Beziehung b1b2Cä3, und daher gibt es ein 
Element B3 £ 53 mit der Eigenschaft b1b2 C 63. Daraus folgt b2 ° b2 - 63£&3 

und schließlich 51o62cß3 . Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir sehen, daß beide Zerlegungen Ä, E zugleich erzeugend sind, d. h., 
wenn eine von ihnen erzeugend ist, so hat auch die andere dieselbe Eigen­
schaft. Wenn dieser Fall vorliegt, so gehört zu der Zerlegung Ä ein auf dem 
Gruppoid @ Hegendes Faktoroid 51, und es besteht die Beziehung S3I Jg 58; 
ebenso gehört zu E ein auf dem Faktoroid 58 liegendes Faktoroid 33. Wir 
sagen, das Faktoroid fl sei die durch das Faktoroid $$ erzwungene überdeckmig 
des Faktoroids 58. Jedes auf einem Faktoroid 58 von & liegende Faktoroid !sB 
erzwingt also eine wohlbestimmte Überdeckung des Faktoroids 58, und um­
gekehrt ist jede Überdeckung des Faktoroids 58 durch ein wohlbestirnmtes, 
auf S liegendes Faktoroid SB erzwungen. 

Beispie l . Um die obigen Begriffe an einem Beispiel zu erläutern, wollen 
wir wieder das auf dem Gruppoid $ hegende Faktoroid 3» betrachten (Nr. 2). 
Wir nehmen an, daß die natürliche Zahl n wenigstens gleich 2 sei und keine 
ungerade Primzahl darstelle. Es sei d ein den Ungleichungen 1 < d < n ge­
nügender Teiler von n, so daß n = qd ist; q stellt eine natürliche, den Un­
gleichungen 1 < q < n genügende Zahl dar. Wir betrachten nun die auf dem 
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Faktoroid | } n Hegende und von den folgenden Elementen äö, äx, . . ., äd„t 

gebildete Zerlegung Zd: 
äQ -= {a0, äd , . . . , <%_!)<*}, 
öj —{äl9 ad+1 , . . . , äiq_1)d + 1}, 

Wir sehen, daß jedes Element % £ Zd(i = 0, . . ., d — 1) von denjenigen Ele­
menten ä0, . . ., ä„„x des Faktoroids | ] w gebildet wird, deren Indizes bei der 
Division durch d den Rest i ergeben. Wir wollen nun zeigen, daß die Zer­
legung Zd erzeugend ist. Zu diesem Zwreck betrachten wTir beHebige Elemente 
<5|, äj £ Zd und beweisen die Beziehung % o ^. c äk, wobei k der Rest der Zahl 
i + j bei der Division durch d ist. Es seien äa£äi, äß£ ä$ beHebige Elemente, 
so daß a bei der Division durch d den Rest i und ß den Rest j ergibt; die Zahlen 
a + ß, i + j unterscheiden sich also nur um ein ganzzahliges Vielfaches von d. 
Nun gilt aber nach Definition der Multiplikation im Faktoroid jßn die Be­
ziehung äa o äß = äy, wobei y den Rest der Zahl a + ß durch n bedeutet. Da d 
ein Teiler von n ist, unterscheiden sich die Zahlen a + ß, y und folglich auch 
i + j , y nur um ein ganzzahUges Vielfaches von d; die Zahl y ergibt also bei 
Division durch d den Rest k. Daraus folgen die Beziehungen äaoäß = äy £ äk, 
und wir erhalten die erwähnte Beziehung afoajC%.. Die durch das zu der 
erzeugenden Zerlegung Zd gehörige Faktoroid $d erzwungene Überdeckung 
von ||fi besteht aus d Elementen: 

{. ..,—n-\-i,—n-\-d-\-i,...,—n-\-(q—l)d-\-i,i,d + i,...,(q—l)d + i, 
n~\-i, nJ

rd + i$...,n + (q — 1) d + i,...}> 

wobei i die Zahlen 0, . . ., d—1 durchläuft. 
2. Lokale Eigenschaften von Überdeckungen und Verfeinerungen. Es seien 

1 ^ 8 Faktoroide auf @. 
Wir betrachten beHebige, den Beziehungen ät D bt, ä2 D b2 genügende 

Elemente ält ä2 £ $ , bx,b2£ S. Ferner betrachten wir in & die Zerlegungen 
^ n S, ä2n S. Wegen der Beziehung $• ^ SB stellen diese Zerlegungen Kom­
plexe in SB dar. 

Es gelten nun die folgenden Formeln: 

%°a aD61o62 (1) 

(o-n S5)o(san S ) c ( % o a 2 n S ) . (2) 

Beweis, a) Aus den Beziehungen b1b2Cb1ob2nä1a2Cb1ob2Piä1°ä2 

schließen wir, daß die Elemente bt o b2 £ S und ät®ä2£% Inzident sind. Daraus 
folgt wegen 1 > SB (§ 3, Nr. 2) die Formel (1). 

b) Das Produkt xy mit beliebigen Faktoren x £ %["! fS. y £ ä 2 n S ist das 
der Beziehung xyCz genügende Element 5 £ 58, das nach § 14, Nr. 4,1 in der 
Zerlegung ät o ä2 n S Hegt. 

Wenn insbesondere ein Element ö £ S eine gruppoidale Teilmenge in dl 
darstellt, so haben wir a o ä = ä, und die Formel (2) ergibt für ät = ä2 = a 
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die Beziehung (an SB) «(an S) C (an SB). Wir sehen, daß in diesem Fall die 
Zerlegung ä n S einen gruppoidalen Komplex in SB darstellt. 

Wenn also das Element ä£% eine gruppoidale Teilmenge in © darstellt, 
so erzeugt die Zerlegung ä n l das auf dem entsprechenden Untergruppoid 
a C © liegende Faktoroid ä n S . 

Insbesondere stellt ein Element ä £ S eine gruppoidale Teilmenge in © 
dar, wenn es einen idempotenten Punkt a enthält, wenn also aa — a £ ä ist 
(Nr. 6,4). 

Wenn also ein Punkt a £ © idempotent ist, so ist das diesen Punkt enthaltende 
Element ä £ S3 eine gruppoidale Untermenge in ©, und die Zerlegung a n SB 
erzeugt das auf dem entsprechenden Untergruppoid a C © liegende Faktoroid 
an S. 

3. Gemeinsame Überdeckung und Verfeinerung zweier Faktoroide. Es seien 
W, SB Faktoroide auf ©. Unter einer gemeinsamen Überdeckung oder Über-
deckung der Faktoroide S, SS verstehen wir jedes Faktoroid auf @, das beide 
Faktoroide 51, S gleichzeitig überdeckt. 

Ähnlich definieren wir eine gemeinsame Verfeinerung oder Verfeinerung 
der Faktoroide SS, SB als ein Faktoroid, das beide Faktoroide SS, SS gleichzeitig 
verfeinert. 

Zum Beispiel stellt das größte Faktoroid auf ©, ©max? eine gemeinsame 
Überdeckung und das kleinste, ©miIl, eine gemeinsame Verfeinerung der 
Faktoroide 1 , SB dar. 

Es ist leicht einzusehen, daß jede Überdeckung einer gemeinsamen Über­
deckung der Faktoroide S, 33 wiederum eine Überdeckung der Faktoroide 
SS, 33 darstellt; ähnlich ergibt jede Verfeinerung einer gemeinsamen Ver­
feinerung der Faktoroide SS, SS wiederum eine Verfeinerung dieser Faktoroide. 

4. Kleinste gemeinsame Überdeckung zweier Faktoroide. Aus § 14, Nr. 4,2 wissen 
wir, daß die kleinste gemeinsame Überdeckung der Felder von zwei auf dem 
Gruppoid © liegenden Faktoroiden SS, SB eine erzeugende Zerlegung auf © 
darstellt. Das zu dieser kleinsten gemeinsamen Überdeckung gehörige Fak­
toroid wird die kleinste gemeinsame Überdeckung oder die kleinste Überdeckung 
der Faktoroide SS, SB genannt und mit [SS, SB] oder [SB, SS] bezeichnet. 

Aus dieser Definition des Faktoroids [SS, SB] ergibt sich, daß das Feld von 
[SS, 33] eine Verfeinerung jeder gemeinsamen Überdeckung und folglich auch 
jeder erzeugenden gemeinsamen Überdeckung der Felder von SS und SB dar­
stellt. Daraus sehen wir, daß das Faktoroid [SS, SB] eine gemeinsame Über­
deckung der Faktoroide SS, SB darstellt und diese die kleinste ist, und zwar 
in dem Sinn, daß jede gemeinsame Überdeckung der Faktoroide ®, SB augleich 
eine Überdeckung von [SS, SB] darstellt. 

5. Größte gemeinsame Verfeinerung zweier Faktoroide. Aus § 14, Nr. 4,3 wissen 
wir, daß die größte gemeinsame Verfeinerung der Felder von zwei auf dem 
Gruppoid © liegenden Faktoroiden SS, SB eine erzeugende Zerlegung auf © 
darstellt. Das zu dieser größten gemeinsamen Verfeinerung gehörige Faktoroid 
wird die größte gemeinsame Verfeinerung oder die größte Verfeinerung der 
Faktoroide W, SB genannt und mit (S, S) oder (SB, SS) bezeichnet. 
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Aus dieser Definition des Faktoroids (S\ S ) ergibt sich, daß das Feld von 
(W, S ) eine Überdeckung jeder gemeinsamen Verfeinerung und folglich auch 
jeder erzeugenden gemeinsamen Verfeinerung der Felder von W und ft ist. 
Daraus sehen wir, daß das Faktoroid (W, S ) eine gemeinsame Verfeinerung 
der Faktoroide S , S darstellt und diese die größte ist, und zwar in dem Sinn, 
daß jede gemeinsame Verfeinerung der Faktoroide S , §3 zugleich eine Ver­
feinerung von (W, 3 ) ist. 

Wir wollen hier auch an die Gültigkeit der Formel (S , 33) = S Fl 33 erinnern 
(Nr. 3,2). 

ß. Modulare Faktoroide. Es seien X, 91, $8 drei der Bedingung 36 ^ S ge­
nügende Faktoroide auf dem Gruppoid (ij. 

Wir nennen das Faktoroid SB modnlar in beziig auf die Faktoroide X, % (in 
dieser Anordnung), wenn 

[91, ( £ , « ) ] - - - (X, [ « , « ] ) 
erfüllt ist. 

Ist etwa X sJt oder X Wmax« s o -s* ® in bezug auf X, S modular. 

Wir betrachten nun beliebige, den Bedingungen X ^ S)I, f) ^ S5 genügende 

Faktoroide X. f) und SÄ, $ auf 0) und setzten voraus, daß das Faktoroid S 

in bezug auf :V. sJi und das Faktoroid sjl in bezug auf 9), 33 modular ist. 

Dann gilt 

(s>t )LVJMA\ « ) ] (X, [ « , 58]). 

( « ) [ S - (V), vi)j ( ? ) . | . « - $ ] ) , 

wobei wir das durch die erste (zweite) Formel definierte Faktoroid auf (?j 

mit sil (sl\) bezeichnet haben. 
In di(*em Fall gelten die Beziehungen 

X::SA >s&, $)>-$>:% 

und ft r/irr die Formefn (§4,'>) 

\*l.i<] $ , $ ] , \X,h] [ £ ? > . $ ] . L ? M H »Ls7iJ: (1) 

( * , & ) ( * - & ) - - ( ? ) , « ) • ( ( i ,
? ? ) ) , [ « > ® | ) . (2) 

7. Komplementäre Faktoroide, Ks seien sJi, 9} beliebige Faktoroide auf dem 
Gruppoid (S). Wir nennen die Faktoroide sjV $j komplementär, wenn ihre Felder 
komplementär sind, d. h., wenn je zwei in ein und demselben Element 
w. £ 191, s$ | als Teilmengen enthaltene Kiemente ä £ Vi, 6 £ 93 inzident sind 
( § 5 , N r . l ) . 

Wenn z. B. eines der beiden Faktoroide das andere überdeckt, so sind die 
Faktorok le komplement är. 

Wenn für ein Faktoroid X auf M die Beziehung X > 91 besteht und die 
Faktoroide 91, 93 komplementär sind, so ist das Faktoroid 93 in bezug auf X, 9i 
modular (§ 5, Nr. 4) . 

8 Gruppoid- und Gruppentheorie 
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Später (§25, Nr. 3) werden wir Gruppoiden begegnen, die so beschaffen sind, 
daß je zwei auf ihnen Hegende Faktoroide komplementär sind. Es scheint also 
zweckmäßig, zu bemerken, daß zwei auf einem Gruppoid hegende Faktoroide 
im allgemeinen nicht komplementär sind. So sind z. B. alle auf dem aus vier 
Punkten a, b, c, d bestehenden und mit der Multiplikation xy = y versehenen 
Gruppoid liegenden Zerlegungen erzeugend (§ 14, Nr. 5,3), aber z. B. die beiden 
Zerlegungen {a, b}, {c, d} und {a}, {b, c, d} sind nicht komplementär (§ 5, Nr. 6,2). 

5. a-Gruppoidgebilde. Wir wollen nun ein komplizierteres, auf dem Begriff 
eines a-Mengengebildes und einer Multiplikation beruhendes Gebilde, ein 
sogenanntes a-Gruppoidgebilde definieren. Es sei a ( ^ 1) eine beliebige natür­
liche Zahl und ([%] =)(%l9 . . .. %a) eine Folge von Gruppoiden; Ay soll das 
Feld von %y bedeuten (y = 1, .. . ., a). 

Unter einem OL-Gruppoidgebilde bezüglich der Gruppoidfolge [%] verstehen 
wir ein Gruppoid M von folgender Struktur: 

Das Feld von Jl ist ein oc-Mengengebilde bezüglich der Folge ( i l t . . . , Aa); 
jedes Elemente = (äl9 . . ., öa) g M ist also eine a-gliedrige Folge, von der jedes 
Glied äy von beliebigem Rang y (=-• 1, . . ., a) einen Komplex in %y darstellt. 
Ferner ist die Multiplikation in dem Gruppoid Jl von der Beschaffenheit, daß 
für je zwei Elemente a = (ä2, . . ., äa), b ? (b1, . . ., ba) £ & und deren Produkt 
ah = c = (cl9 . . ., ca) £ M die Beziehungen ä1hl C cl9 . . ., aj)a C va gelten. 

Wir werden insbesondere den Fall zu betrachten haben, daß als Gruppoide 
%l9 . . ., %a die Faktoroide S j , . . ., %a eines Gruppoids (ty auftreten. Solche 
a-Gruppoidgebilde Jl haben also die folgende Struktur: Jedes Element 
ä• == (äl9 . . ., äa) £ M ist eine a-gliedrige Folge, von der jedes Glied ä von 
beliebigem Rang y(— 1, . . , , a ) eine Zerlegung im Gruppoid W, und zwar 
einen Komplex im Faktoroid %y darstellt. Ferner ist die Multiplikation in Jl 
so beschaffen, daß für je zwei Elemente ä - (äx, . . ., öa), b ----- (b1, . . ., ba) £ M 
und deren Produkt ah = c == (c-., . . ., ca) £ Jl die Beziehungen ä- ° bx C cx, . . ., 
ä*°KCca gelten. 

6. Übungsaufgaben. 

1. Man zeige, daß die Gruppoide 3 n , Bn(n ^ -) isomorph sind. 

2. Es sei %m das von allen ganzzahligen Vielfachen einer natürlichen Zahl m > 1 ge­
bildete Untergruppoid in 3* Man bestimme die beiden Faktoroide 9(m C 3 » » * L n $n unter 
der Annahme, daß die Zahlen m, n nicht relativ prini seien. 

3. Jedes auf einem abelsehen (assoziativen) Gruppoid liegende Faktoroid ist ebenfalls 
abelsch (assoziativ). 

4. Wenn in einem Gruppoid % ein sogenanntes idempotentes, d, h. d^r Beziehung 

aa = a genügendes Element a vorkommt, so ist das den Punk t a enthaltende K lernen t ä 

eines beliebigen Faktoroids 91 in @ eine gruppoidale Teilmenge in (s> und folglich ein 

idempotentes Element von % (Nr. 4, 2). 
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