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inzidiert. Damit haben wir festgestellt, daB je zwei benachbarte Elemente
¢,, ¢,,1 mit einem geeigneten Element z, € B inzident sind, so daf§ die Folge (3)
tatsichlich eine Bindung {4, B} von ¢ nach 7 darstellt.

3. Gropte gemeinsame Verfeinerung. Es seien wiederum A, B erzeugende
Zerlegungen auf .

Es gilt der Satz, daB die grifte gemeinsame Verfeinerung (A, B) der Zer-
legungen A, B ebenfalls erzeugend ist.

Diesen Satz haben wir bereits auf Grund der Gleichheit (A4, B) =
bewiesen (§14, Nr.3,2); wir haben gezeigt, daBl die Durchdringung

der erzeugenden Zerlegungen A, B ebenfalls erzeugend ist.

w tcl
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5. Ubungsaufgaben.

1. Wenn ein Element @ € A einer erzeugenden Zerlegung A in & eine gruppoidale
Teilmenge X C & enthilt, also (@ %) X C @, so ist dieses Element @ selbst gruppoidal.

2. Es sei () das aus allen natiirlichen Zahlen bestehende Gruppoid, in dem die Multi-
plikation auf folgende Weise definiert ist: Fur @, b € ¢ ist das Produkt ab die durch das
dekadische Symbol @, ...a, b, ...bg definierte Zahl, wobei @, ...a, (b, ... bg) das
dekadische Symbol der Zahl a(b) darstellt. Dann gilt: a) Das Gruppoid @ ist assoziativ;
b) die Zerlegung von @, deren Elemente a, (¢ =1, 2, ...) jeweils von allen mit 7 Ziffern
dekadisch darstellbaren natiirlichen Zahlen gebildet werden, ist erzeugend.

3. Das Gruppoid 4, dessen Feld von einer beliebigen Menge gebildet und in dem
die Multiplikation durch die Formel ab =a oder ab =25 fir a, b € ¢ definiert wird,
ist assoziativ, und alle seine Zerlegungen sind erzeugend.

§ 15. Faktoroide

Der Faktoroidbegriff, von dem wir jetzt sprechen werden, spielt in der
gesamten weiteren Theorie eine fithrende Rolle.

1. Grundbegriffe. Es sei A eine erzeugende Zerlegung in dem Gruppoid 6.
Dieser Zerlegung A konnen wir das auf folgende Weise definierte Gruppoid A
zuordnen: Das Feld von U ist die erzeugende Zerlegung A; die Multlphkatlon
von A besteht darin, daB das Produkt eines Elements @ € A mit einem Element

b€ A als das der Beziehung ab c ¢ geniigende Element ¢ € A definiert wird.
Wir schreiben

Wir verwenden also das Zeichen o fiir Produkte in dem Gruppoid %, dhnlich
wie wir den Malpunkt fiir Produkte im Gruppoid & verwenden. Es gilt also
abcaob € A.

Das Gruppoid A nennen wir Faktoroid in dem Gruppoid & oder, falls die
Zerlegung A das Gruppoid ¢ bedeckt, Faktoroid auf dem Gruppmd & oder
auch Faktoroid des Gruj ppouls &. Jede erzuwende Zerlegung im Gruppoid &
bestimmt also eindeutig ein Faktoroid in (B{ und zwar das]emge dessen
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Feld sie darstellt. Wir sagen, zu jeder erzeugenden Zerlegung in & gehire
ein bestimmtes Faktoroid in .

Wir wollen beachten, dal es auf dem Gruppoid & immer wenigstens zwei
Faktoroide gibt, ndmlich das zu der groften erzeugenden Zerlegung G, gehirige
gropte Faktoroid ®p,, und das zu der kleinsten erzeugenden Zerlequng G,
gehorige kleinste Faktoroid &;,. Diese extremen Faktoroide auf ¢ sind offenbar
voneinander verschieden oder nicht, je nachdem, ob das Gruppoid & von
mehr als einem oder genau von einem Punkt gebildet wird.

2. Beispiel eines Faktoroids. Wir betrachten das Gruppoid 3. Es sei »

eine natiirliche Zahl und a@; (1 =0, ..., n — 1) die von denjenigen Zahlen
von 3 gebildete Menge, die bei der Division durch n den Rest ¢ ergeben. Die
Mengen a,, ..., a@,_, sind also die folgenden:

g, ={..,—2n, —n, 0, n, 2n, L,
g ={..,—2n+1, —n+1, 1, n-41, 2n 41, )
a ={..,—2n+2, —n -+ 2, 2, n-+ 2, 2n + 2, )

......................................................................

Wir sehen, daB das Mengensystem {@,, .. ., @,_;} eine Zerlegung des Grup-
poids 3 darstellt, die wir mit Z, bezeichnen. Es ist leicht zu zeigen, daB Z,
erzeugend ist. Zu diesem Zweck haben wir festzustellen, daB das Produkt
a@; a; jeder zweigliedrigen Folge von Elementen a;,a;€ Z, als Teilmenge
in einem Element @ € Z, enthalten ist, also @; @;C @;. Nun ist aber nach
Definition die Menge a; a; das System aller Produkte a - b, wobei a die Zahlen
von @; und b die von &; durchliuft. Es sei also a € @;(b € @;) eine beliebige
Zahl derart, daB der Rest von a(b) durch = gleich ¢(j) ist. Nach Definition
der Multiplikation in 3 stimmt das Produkt a - b mit der Zahl a + b iberein,
die in der Menge a;, enthalten ist; dabei bedeutet k den Rest von ¢ + j durch =,
da die Zahlen a + b und ¢ + j bei der Division durch » die gleichen Reste
ergeben. Es gilt also @; @; C @, und wir sehen, dal die Zerlegung Z, tatsichlich
erzeugend ist. Das zugehorige Faktoroid 3, besteht also aus den n Elementen
ay, . .., @,_;, und seine Multiplikation ist durch die Formel @, - a; — @, defi-
niert, wobei £ den Rest von 7 4 j bei Division durch » bedeutet. Offenbar
stellt das Faktoroid 3, das groBte Faktoroid von 3 dar.

3. Faktoroide in Gruppoiden. Wir wollen zunidchst Faktoroide in Grup-
poiden betrachten. Einleitend sei daran erinnert, dal wir auf Gruppoide
die fiir ihre Felder und Multiplikationen definierten Begriffe und Symbole
ibertragen (§12, Nr. 2). Dieser Erweiterungsprozel betrifft natirlich auch
Faktoroide. Dennoch wollen wir die wichtigsten diesbeziiglichen Begriffe und
Symbole sowie die entsprechenden Resultate ausdriicklich besprechen.

1. Uberdeckungen und Verfeinerungen. Es seien U, B Faktoroide im Grup-
poid &. -

Wir nennen das Faktoroid N (B) Uberdeckung (Verfeinerung) von B (%),
wenn fiir die Felder 4, B von %A, B die Bezichung 4 = B gilt. In diesem Fall
schreiben wir % = B oder B < A. Wir sehen, daB die Beziehung % = B
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nur dann moglich ist, wenn die beiden Faktoroide auf demselben Unter-
gruppoid sU = sB liegen. Wenn A = B und zugleich A = B ist, so wird
die Uberdeckung (Verfeinerung) %(®B) von B(A) echt genannt; in diesem
Fall schreiben wir gelegentlich auch % > B oder B < .

2. Hiillen und Durchdringungen. Es sei 8 C & ein Untergruppoid und U, €
Faktoroide in .

Wenn BN sC == 0 ist, so stellen nach dem Satz aus § 14, Nr.3,2 die Hiille
B C und die Durchdringung BrC je eine erzeugende Zerlegung in ¢ dar.
Das zugehorige Faktoroid in 6§ nennen wir die Hiille des Untergruppoids B
in dem Faktoroid € bzw. die Durchdringung des Untergruppoids B (des Fak-
toroids €) mit dem Faktoroid € (mit dem Untergruppoid B) und schreiben
BCC oder E3B bzw. BE oder €1 B.

Ebenso klar sind die im Fall s AnsC == @ definierten Faktoroide A C ¢
oder € 1% und A M€ ; das erste heiBt die Hiille des Faktoroids W im Faktoroid €,
das zweite die Durchdringung des Faktoroids N mit dem Faktoroid €. Es gilt
natiirlich ANC =CnA.

Wir wollen beachten, daB B CC ein Untergruppoid im Faktoroid € und
BC ein Faktoroid im Untergruppoid B darstellt.

Wenn insbesondere € auf dem Gruppoid & liegt, so ist die Bedingung
BnsC # 0O erfiillt, und das Faktoroid B M€ liegt auf dem Untergruppoid 8.
Wir sehen, daB jedes aus einem Untergruppoid 8B in ¢§ und einem Faktoroid €
auf ¢ bestehende Gebilde zwei Faktoroide in (¢ eindeutig bestimmt, ndmlich
BCC und BNE; das erste ist ein Untergruppoid in €, das zweite ein Fak-
toroid auf B.

Ahnlich bestimmt jedes aus einem Faktoroid ¥ in (& und einem solchen €
auf (5 bestehende Gebilde die zwei Faktoroide A =€ und A M C, von denen
das erste ein Untergruppoid in € und das zweite ein Faktoroid auf s dar-
stellt.

Bedecken die beiden Faktoroide U, C das Gruppoid (3, so stimmt AME mit
der sogenannten groften gemeinsamen Verfeinerung (U, C) der Faktoroide A, T
iiberein, also ANC = (A, C) (Nr. 4,5).

Beispiel. Um die vorhergehenden Begriffe an einem Beispiel zu erliutern,
wollen wir wieder das auf dem Gruppoid 3 liegende Faktoroid 3, (n =1)
betrachten (Nr. 2). Es sei %, das in 3 gelegene Untergruppoid, dessen Feld
von allen ganzzahligen Vielfachen irgendeiner natiirlichen Zahl m gebildet
wird. Um unser Beispiel zu vereinfachen, wollen wir annehmen, dafi die
Zahlen m, n relativ prim seien.

Es handelt sich darum, die beiden Faktoroide %, C 3,, %A,,M.3, zu be-
stimmen.

Zunichst iiberlegen wir uns, welche der Elemente a, ..., @, , € 3, mit
dem Untergruppoid %, inzident sind. Ein Element a;€ 3, ist offenbar
dann und nur dann mit %, inzident, wenn es ein ganzzahliges Vielfaches xm
der Zahl m enthilt (z bedeutet eine ganze Zahl). Da jede in a; vor-
kommende Zahl die Form yn -+ ¢ besitzt, wobei y eine ganze Zahl ist, sehen
wir, daBl @; dann und nur dann mit %, inzident ist, wenn die Gleichung
xm = yn + ¢ und folglich auch die Gleichung xm — yn = 1 inganzen Zahlen z,y
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16sbar ist. Nun sind aber die Zahlen m, » relativ prim, und daraus folgt,
dal die Gleichung am — bn =1 ganzzahlige Losungen a,b besitzt. Wir
sehen, dafl die Gleichung am — yn = ¢ fir jedes + =0, ..., n — 1 in ganzen
Zahlen z, y 1osbar ist, und zwar mit x = at, y = bs. Folglich ist jedes Element
@; € 8, mit dem Untergruppoid %, inzident. Auf diese Weise kommen wir
zu dem Resultat, daB das Faktoroid %, C 8, mit 3, iibereinstimmt. Das
Faktoroid U, M3, wird von denjenigen Elementen gebildet, die durch die
in den einzelnen Elementen a,,...,d,_, enthaltenen ganzzahligen Viel-
fachen der Zahl m dargestellt werden.

3. Halbverkniipfte und verkniipfte Faktoroide. Es seien U,T Faktoroide
in &.

Wir nennen die Faktoroide A, € halbverkniipft (verkniipft), wenn ihre Felder
A, C diese Eigenschaft besitzen (§4, Nr.1). Zum Beispiel stellen die Hiille X )
eines Untergruppoids ¥ C & in einem Faktoroid ¥) in ¢ und die Durch-
dringung Y X(XNsY 5 O) stets verkniipfte Faktoroide dar.

Wir setzen nun die Giiltigkeit der Beziehungen A =CC A, €= ACC
voraus. Dann haben wir das Untergruppoid sANs€ in & und die auf
ihm liegenden Faktoroide A M s€, € M sA. Aus dem Satz aus § 14, Nr. 3,3 folgern
wir, daB durch jede gemeinsame Uberdeckung B der genannten Faktoroide ver-
kniipfte Uberdeckungen % = A, € =T von A baw. C erzwungen werden, wobei
sich A und € im Faktoroid B durchdringen, A M€ = B.

4. Adjungierte Fakioroide. Es seien U,& TFaktoroide und B, D Unter-
gruppoide in &; ferner sei A = s A, € = sC.

Wir setzen die Giiltigkeit der Beziehungen BE U, DEC, BND+ 9
voraus. Dabei bedeutet z. B. die erste Formel, daB} das Feld von B als Element
im Faktoroid A enthalten ist.

Wir nennen die Faktoroide %, € adjungiert in bezug auf die Untergruppoide
B, D, wenn die Felder 4, C von 9, € in bezug auf die Felder B, D von B, ®
diese Eigenschaft besitzen (§ 4, Nr. 2). Dieser Fall kann auch durch die Formel

s(PCANC)=s(BENY)
beschrieben werden.
Es seien nun die Faktoroide %, € in bezug auf B, © adjungiert. Dann sind

Ay=6€c¥y, Au=DCA,
(SZIZQIE@, @2:—%[:6

Faktoroide in &. Wir setzen %A, = sU,, A= sA,, €, = sC,, €, = sC,.
Aus dem Ergebnis von § 4, Nr. 2 erhalten wir im Hinblick auf § 14, Nr. 4,2 und
§14, Nr. 3,3 den folgenden Satz:

Es gibt verkniipfte Uberdeckungen %, € von U, €, derart, dafp A, € A, €, € ¢
tst; diese Uberdeckungen sind durch die in § 4, Nr.2a) gegebene Konstruktion
bestimmt. Die Untergruppoide U,, €, sind inzident.

b. Ketten von Faktoroiden. Es seien % D B Untergruppoide in 5. Unter
einer Kette von Faktoroiden von U nach B oder Ketlte von A nach B verstehen
wir eine endliche Folge von «(= 1) Faktoroiden &,, ..., & in ¢ mit den



§ 15. Faktoroide 97

folgenden Eigenschaften: a) &, liegt auf %; b) &,,, liegt auf einem Element
von &, fir 1 <y <a —1; ¢) B € K,. Eine solche Kette wird mit

[N

oder kiirzer mit [®] bezeichnet.

Diein § 2, Nr. 5 und § 4, Nr. 2 fiir Ketten von Zerlegungen definierten Begriffe
koénnen unmittelbar auf Ketten von Faktoroiden iibertragen werden. Ins-
besondere wird der Begriff von adjungierten Ketten von Faktoroiden so
definiert:

Es seien A D B, €O D Untergruppoide in & und
(['ﬁ‘]:)ﬁ‘l"*”'“"@a7
(B]=) 8 —--— T

Ketten von Faktoroiden von 9 nach 8 bzw. von € nach ®.

Die Ketten [&], [R] heiBen adjungiert, wenn a) die Enden von [®] und [2]
dieselben sind, also A = €, B = D; b) je zwei Glieder &, L, von []] bzw. [T]
in bezug auf s&, ., s¥¢;,, adjungiert sind, und zwar fir y =1, ..., « und
6=1,...,p; dabei ist s&,,, =B, s, =D.

4. Faktoroide auf Gruppoiden. Wir wollen nun insbesondere Faktoroide
auf Gruppoiden betrachten. Die diesbeziiglichen Ergebnisse kommen auch
fiir Faktoroide in Gruppoiden weitgehend zur Geltung, da jedes Faktoroid o
im Gruppoid ¢ zugleich ein Faktoroid auf dem Untergruppoid s darstellt.

1. Uberdeckungen und Verfeinerungen. Wir kniipfen an die in Nr.3,1 er-
liuterten Begriffe von Uberdeckungen und Verfeinerungen eines Faktoroids
im Gruppoid ¢ an. Wir wollen nun den Spezialfall eines Faktoroids auf dem
Gruppoid ($ niher betrachten.

Es seien 9, B Faktoroide auf 5. Wir wissen, daB das Faktoroid A (B)
Uberdeckung (Verfeinerung) von B (%) genannt und dieser Sachverhalt
durch die Formel A = B oder B < A ausgedriickt wird, wenn fiir die Felder
A, B von %, B die Bezichung A = B gilt. Ferner kennen wir die Bedeutung
der Formel A > B oder B < .

Offenbar ist G, (B) die groBte (kleinste) Uberdeckung von B, und zwar
in dem Sinn, daB jede Uberdeckung von B eine Verfeinerung von . und
eine Uberdeckung von B ist; analog stellt das Faktoroid A (®,,;,) die groBte
(kleinste) Verfeinerung von U dar.

Fir A = B ist die Zerlegung A eine Uberdeckung von B, und folglich
ist diese Uberdeckung durch eine auf der Zerlegung B, d. h. auf dem Fak-
toroid B liegende Zerlegung B erzwungen (§ 2, Nr.4). Die Zerlegung B besteht
algso aus Elementen, die durch je ein System von Untermengen in 4, die als
Elemente in B vorkommen, dargestellt werden, und die Zerlegung A entsteht
durch Summenbildung aller je in demselben Element von B enthaltenen
Elemente von 8.

Wenn umgekehrt irgendeine Zerlegung B auf dem Faktoroid B gegeben ist,
so wird durch sie wohl eine Uberdeckung A der Zerlegung B erzwungen,



98 II. Gruppoide

die jedoch keinesfalls erzeugend zu sein braucht. Im allgemeinen gehért
also zu der durch die Zerlegung B erzwungenen Uberdeckung von B kein
Faktoroid.

Es gilt nun der folgende
Satz. Es sei B ein Faktoroid auf & und B eine auf ihm liegende Zerlegung;
ferner sei A die durch B erzwungene Uberdeckung des Feldes B von B. Die
Zerlegung A ist dann und nur dann erzeugend, wenn dies fir die Zerlegung B
der Fall ist.

Beweis. a) Wir nehmen an, die Zerlegung B sei erzeugend. Wir betrachten
beliebige Elemente @,, @, € A. Es ist zu zeigen, dal es ein Element a; € A
gibt, fir welches @,a,C @, ist. Nun ist aber a, = Ub,, a, = Ub,, wobei
sich die erste (zweite) Summe auf alle in einem bestimmten Element b, (b,)
von B enthaltenen Elemente b, (b,) von B bezieht. Da die Zerlegung B er-
zeugend ist, gibt es ein Element b, € B derart, daB b, o b,C b, ist. Wir bezeichnen
mit @, die Summe der in b, enthaltenen Elemente von B und erhalten dann die
Beziehung @, € A. Offenbar gilt fiir jedes Element b, (b,), auf welches sich die
oben erwihnte erste (zweite) Summe bezieht, b, b, € b,0b, C b,. Folglich be-
stehen die Beziehungen @,d, = UUbb,C UUb,0b,C a;, womit das Ge-
wiinschte bewiesen ist.

b) Wir nehmen an, die Zerlegung A sei erzeugend. Wir betrachten beliebige
Elemente b,, b, € B und behalten die obige Bedeutung fiir a,, @, und b,, b,
bei. Da die Zerlegung A erzeugend ist, gibt es ein Element a, € 4, fiir das
@,@, C @y ist. Nach Definition von A gibt es Elemente b, € B derart, daB
@y = Ub, ist und die Menge dieser Elemente ein Element b, € B bildet.
Fiir b, € b, b, € b, besteht die Beziehung b,b, C @,, und daher gibt es ein
Element b, € b, mit der Eigenschaft b,b,C b,. Daraus folgt b, b, = b,€b,
und schlieBlich b,08,C b,. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir sehen, daB beide Zerlegungen A, B zugleich erzeugend sind, d.h.,
wenn eine von ihnen erzeugend ist, so hat auch die andere dieselbe Eigen-
schaft. Wenn dieser Fall vorliegt, so gehort zu der Zerlegung A ein auf dem
Gruppoid @& liegendes Faktoroid %, und es besteht die Beziechung A = B;
ebenso gehort zu B ein auf dem Faktoroid 3B liegendes Faktoroid 8. Wir
sagen, das Faktoroid 9 sei die durch das Faktoroid B erzwungene Uberdeckung

des Faktoroids B. Jedes auf einem Faktoroid B von (¢ liegende Faktoroid B
erzwingt also eine wohlbestimmte Uberdeckung des Faktoroids B, und um-
gekehrt ist jede Uberdeckung des Faktoroids B durch ein wohlbestipmtes,

auf B liegendes Faktoroid B erzwungen.

Beispiel. Um die obigen Begriffe an einem Beispiel zu erldutern, wollen
wir wieder das auf dem Gruppoid 3 liegende Faktoroid 3, betrachten (Nr. 2).
Wir nehmen an, daB die natiirliche Zahl n wenigstens gleich 2 sei und keine
ungerade Primzahl darstelle. Es sei d ein den Ungleichungen 1 < d < n ge-
niigender Teiler von =, so daB n=gqd ist; g stellt eine natiirliche, den Un-
gleichungen 1 <7 ¢ < n geniigende Zahl dar. Wir betrachten nun die auf dem
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Faktoroid 3, liegende und von den folgenden Elementen dg, d,, . . .

- ’ &d-l
gebildete Zerlegung Z;:
(?0 :{‘Em ‘zd v fi(q—l)d}’
a, ={a, Qg1 s B@ondsfs
Gg-y={Aa_1; @Gara_1>---> Gg-na+a-1)-
Wir sehen, daBl jedes Element @, € 7d(i =0,...,d — 1) von denjenigen Ele-
menten d,, . . ., G,_; des Faktoroids 3, gebildet wird, deren Indizes bei der

Division durch d den Rest i ergeben. Wir wollen nun zeigen, da$ die Zer-
legung Z; erzeugend ist. Zu diesem Zweck betrachten wir beliebige Elemente
@y, @5 € Zg und beweisen die Beziehung @; » a; C G, wobei k der Rest der Zahl
i -+ 7 bei der Division durch d ist. Es seien a, € d;, @; € d; beliebige Elemente,
so daB o bei der Division durch d den Rest 7 und 8 den Rest j ergibt; die Zahlen
« -+ f3, © 4 j unterscheiden sich also nur um ein ganzzahliges Vielfaches von d.
Nun gilt aber nach Definition der Multiplikation im Faktoroid 3, die Be-
ziehung @, o ag = a,, wobei y den Rest der Zahl « +  durch » bedeutet. Da d
ein Teiler von n ist, unterscheiden sich die Zahlen o + f, y und folglich auch
¢ 4 7, y nur um ein ganzzahliges Vielfaches von d; die Zahl y ergibt also bei
Division durch d den Rest k. Daraus folgen die Beziehungen a, o @y = a, € ay,
und wir erhalten die erwihnte Beziehung d;od;C a;. Die durch das zu der
erzeugenden Zerlegung CZ} gehorige Faktoroid §d erzwungene Uberdeckung
von 3, besteht aus d Elementen:

{.,—n+i,—nt+d+i,...,—n+@g—1)d+i,i,d+1,...,(¢g—1)d+1,
nti,ntd+1,...,n+(@—1)d+1,...},
wobei ¢ die Zahlen 0, ..., d—1 durchlauft.

2. Lokale Eigenschaften von Uberdeckungen und Verfeinerungen. Es seien
A = B Faktoroide auf 4.

Wir betrachten beliebige, den Beziehungen a,>b,, @, Db, geniigende
Elemente a,, @, € A, b,, b, € B. Ferner betrachten wir in ¢ die Zerlegungen
a, 1B, a, V. Wegen der Bezichung A = B stellen diese Zerlegungen Kom-
plexe in 9B dar.

Es gelten nun die folgenden Formeln:

@083 Db; b, (1)
(@, M B)o(@ N B)C(@0a, 1 B). (2)

Beweis. a) Aus den Beziechungen b,b,Cb,0b,Na,a,CbyobyNa,oa,
schlieBen wir, daB die Elemente b, 0b, € B und a, o a, € A inzident sind. Daraus
folgt wegen A = B (§ 3, Nr.2) die Formel (1).

b) Das Produkt Z7 mit belicbigen Faktoren € @, B, § € @, B ist das
der Beziehung £ C z geniigende Element z € B, das nach § 14, Nr.4,1 in der
Zerlegung a,0a,M B liegt.

Wenn insbesondere ein Element @ € A eine gruppoidale Teilmenge in 6
darstellt, so haben wir @@ = @, und die Formel (2) ergibt fir a, = @, = a
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die Beziehung (@M B)o(am B) C (@ B). Wir sehen, daB in diesem Fall die
Zerlegung @M B einen gruppoidalen Komplex in B darstellt.

Wenn also das Element a € W eine gruppoidale Teilmenge in & darstellt,
so erzeugt die Zerlegung aM'B das auf dem entsprechenden Untergruppoid
aC & liegende Faktoroid am B.

Insbesondere stellt ein Element @ € A eine gruppoidale Teilmenge in (%
dar, wenn es einen idempotenten Punkt a enthilt, wenn also aa = a € @ ist
(NT.6,4).

Wenn also ein Punkt a € & idempotent ist, so ist das diesen Punkt enthaltende
Element a € W eine gruppoidale Untermenge in ®&, und die Zerlegung ar B
erze%gt das auf dem entsprechenden Untergruppoid a C & liegende Faktoroid
af .

3. Gemeinsame Uberdeckung und Verfeinerung zweier Faktoroide. Es seien
A, B Faktoroide auf &. Unter einer gemeinsamen Uberdeckung oder Uber-
deckung der Faktoroide A, B verstéhen wir jedes Faktoroid auf &, das beide
Faktoroide %A, B gleichzeitig iiberdeckt.

Ahnlich definieren wir eine gemeinsame Verfeinerung oder Verfeinerung
der Faktoroide U, B als ein Faktoroid, das beide Faktoroide A, B gleichzeitig
verfeinert.

Zum Beispiel stellt das groBte Faktoroid auf ¢, ®,., eine gemeinsame
Uberdeckung und das kleinste, ®,,;,, eine gemeinsame Verfeinerung der
Faktoroide 9, B dar.

Es ist leicht einzusehen, daB jede Uberdeckung einer gemeinsamen Uber-
deckung der Faktoroide A, B wiederum eine Uberdeckung der Faktoroide
A, B darstellt; dhnlich ergibt jede Verfeinerung einer gemeinsamen Ver-
feinerung der Faktoroide %A, B wiederum eine Verfeinerung dieser Faktoroide.

4. Kleinste gemeinsame Uberdeckung zweier Faktoroide. Aus § 14, Nr. 4,2 wissen
wir, daB die kleinste gemeinsame Uberdeckung der Felder von zwei auf dem
Gruppoid & liegenden Faktoroiden A, B eine erzeugende Zerlegung auf 6
darstellt. Das zu dieser kleinsten gemeinsamen Uberdeckung gehorige Fak-
toroid wird die kleinste gemeinsame Uberdeckung oder die kleinste Uberdeckung
der Faktoroide %, B genannt und mit [A, B] oder [B, A] bezeichnet.

Aus dieser Definition des Faktoroids [, B] ergibt sich, daB das Feld von
[, B] eine Verfeinerung jeder gemeinsamen Uberdeckung und folglich auch
jeder erzeugenden gemeinsamen Uberdeckung der Felder von 9 und B dar-
stellt. Daraus sehen wir, daB das Faktoroid [, B] eine gemeinsame Uber-
deckung der Faktoroide U, B darstellt und diese die kleinste ist, und zwar
in dem Sinn, daB jede gemeinsame Uberdeckung der Faktoroide 9, B augleich
eine Uberdeckung von [, B] darstellt.

b. Grofite gemeinsame Verfeinerung zweier Faktoroide. Aus § 14, Nr. 4,3 wissen
wir, daB die groBte gemeinsame Verfeinerung der Felder von zwei auf dem
Gruppoid @& liegenden Faktoroiden A, B eine erzeugende Zerlegung auf ¢
darstellt. Das zu dieser groBten gemeinsamen Verfeinerung gehorige Faktoroid
wird die grofte gemeinsame Verfeinerung oder die grifte Verfeineruny der
Faktoroide A, B genannt und mit (A, B) oder (B, A) bezeichnet.
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Aus dieser Definition des Faktoroids (U, B) ergibt sich, daB das Feld von
(A, B) eine Uberdeckung jeder gemeinsamen Verfeinerung und folglich auch
jeder erzeugenden gemeinsamen Verfeinerung der Felder von 9 und 9 ist.
Daraus sehen wir, daB8 das Faktoroid (U, B) eine gemeinsame Verfeinerung
der Faktoroide A, B darstellt und diese die groBte ist, und zwar in dem Sinn,
daB jede gemeinsame Verfeinerung der Faktoroide A, B zugleich eine Ver-
feinerung von (A, B) ist.

Wir wollen hier auch an die Giiltigkeit der Formel (U, ) = A M B erinnern
(Nr. 3,2).

6. Modulare Faktoroide. Es seien X, A, B drei der Bedingung ¥ = A ge-
niigende Faktoroide auf dem Gruppoid &.

Wir nennen das Faktoroid B modular in bezug auf die Faktoroide X, U (in
dieser Anordnung), wenn

[9_[: (i‘- SB)] = (i; [9—15 53])
erfillt ist.

Ist etwa X = U oder X = ®,., so ist B in bezug auf ¥, A modular.

Wir betrachten nun beliebige, den Bedingungen ¥ = U, J) = B geniigende
Faktoroide X, 9) und %A, B auf ¢ und setzen voraus, daB das Faktoroid B
in bezug auf X, A und das Faktoroid A in bezug auf §), B modular ist.

Dann gilt

(9 =) [, (&, 9)] = (&, [, B)),
(B=)[B, (Y, W] = (") (8, AN,
wobei wir das durch die erste (zweite) Formel definierte Faktoroid auf ¢

mit 9 (‘SB) bezeichnet haben.
In diesem Fall gelten die Beziehungen

X=UA=A, V=V=9
und ferner die Formeln (§4,3)

(9, 6] (¥, B, (X, D] [, B]. [9. 9], [A]; ()
(A, B) (X, 9)= (D, 0 = (. V), [A, B)). (2)

7. Komplementire Faktoroide. Es scien A, B belicbige Faktoroide auf dem
Gruppoid (5. Wir nennen die Faktoroide U, B komplementir, wenn ihre Felder
komplementir sind, d. h., wenn je zwei in ein und demselben Element
@ € [N, B] als Teilmengen enthaltene Elemente @ € A, b € B inzident sind
(§ 5, Nr.1).

Wenn z. B. eines der beiden Faktoroide das andere iiberdeckt, so sind die
Faktoroide komplementir.

Wenn fiir cin Faktoroid X auf (5 diec Bezichung X = U bestcht und die
Faktoroide A, B komplementiir sind, so ist das Faktoroid B in bezug auf X, A
modular (§ 5, Nr. 4).

8 Gruppoid- und Gruppentheorie
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Spéter (§ 25, Nr. 3) werden wir Gruppoiden begegnen, die so beschaffen sind,
daB je zwei auf ihnen liegende Faktoroide komplementir sind. Es scheint also
zweckmilig, zu bemerken, daBl zwei auf einem Gruppoid liegende Faktoroide
im allgemeinen nicht komplementéir sind. So sind z. B. alle auf dem aus vier

Gruppoid liegenden Zerlegungen erzeugend (§ 14, Nr. 5,3), aber z. B. die beiden
Zerlegungen {a, b}, {c,d} und {a}, {b, ¢, d} sind nicht komplementiir (§ 5, Nr. 6, 2).

5. a-Gruppoidgebilde. Wir wollen nun ein komplizierteres, auf dem Begriff
eines «-Mengengebildes und einer Multiplikation beruhendes Gebilde, ein
sogenanntes «-Gruppoidgebilde definieren. Es sei « (= 1) eine belicbige natiir-
liche Zahl und ([U] =)(,, . .., A,) eine Folge von Gruppoiden; A, soll das
Feld von %, bedeuten (y =1, ..., a). '

Unter einem «-Gruppoidgebilde beziiglich der Gruppoidfolge [N] verstehen
wir ein Gruppoid & von folgender Struktur:

Das Feld von R ist ein «-Mengengebilde beziiglich der Folge (4,, ..., 4,);
jedes Element a = (@, . . ., @) € & ist also eine «-gliedrige Folge, von der jedes
Glied @, von beliebigem Rang y (= 1, ..., «) einen Komplex in ¥, darstellt.
Ferner ist die Multiplikation in dem Gruppoid & von der Beschaffenheit, daB3
fiir je zwei Elemente @ = (a,, .. ., @,), b = (b;, . . ., b,) € & und deren Produkt
ab=72¢=(¢,...,¢) € R die Beziehungen a,b, C¢,, ..., a,b, C¢, gelten.

Wir werden insbesondere den Fall zu betrachten haben, dal} als Gruppoide
Ay, ..., A, die Faktoroide Ay, ..., A, eines Gruppoids ¢ auftreten. Solche
o-Gruppoidgebilde & haben also die folgende Struktur: Jedes Element
a= (@, ..., a,) € R ist eine a-gliedrige Folge, von der jedes Glied @, von
beliebigem Rang y (=1, ..., «) eine Zerlegung im Gruppoid (§, und zwar
einen Komplex im Faktoroid I, darstellt. Ferner ist die Multiplikation in &
s0 beschaffen, daB fiir je zwei Elemente @ = (@,, . . ., @), b= (b;, ..., b,) € B
und deren Produkt @b =¢= (¢4, .. ., &) € & die Bezichungen @,<b, C¢,, ..
@,ob, C¢, gelten.

.

6. Ubungsaufgaben.

1. Man zeige, daB die Gruppoide 3,, 8,(n = 1) isomorph sind.

2. Es sei %, das von allen ganzzahligen Vielfachen einer natiirlichen Zahl m > 1 ge-
bildete Untergruppoid in 8. Man bestimme die beiden Faktoroide 2, 3,, %, 3, unter
der Annahme, dal die Zahlen m, n nicht relativ prim seien. *

3. Jedes auf einem abelschen (assoziativen) Gruppoid liegende Faktoroid ist ebenfalls
abelsch (assoziativ).

4. Wenn in einem Gruppoid & ein sogenanntes idempotentes, d.h. der Bezichung
aa = a geniigendes Element ¢ vorkommt, so ist das den Punkt a enthaltende Element a
eines belichigen Faktoroids % in (& eine gruppoidale Teilmenge in (4§ und folglich ein
idempotentes Element von ¥ (Nr.4, 2).
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