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110 1I. Gruppoide
§ 17. Reihen von Faktoroiden

In diesem Paragraphen werden wir eine Theorie der sogenannten Reihen
von Faktoroiden entwickeln. Diese Theorie stiitzt sich auf die in § 10 ent-
wickelte Theorie der Reihen von Zerlegungen auf Mengen und entsteht aus
ibr durch Hinzufiigung algebraischer, auf dem Multiplikationsbegriff be-
ruhender Situationen. Wir werden sehen, daB in der zu entwickelnden Theorie
insbesondere die mit dem Begriff der «-Gruppoidgebilde zusammenhingenden
Begriffe eine natiirliche und interessante Anwendung finden.

1. Grundbegriffe. Es seien % = B Faktoroide auf (5. Unter einer Reihe
von Faktoroiden auf & von A nach B oder Reihe von A nach B verstehen wir
eine endliche Folge von «(= 1) Faktoroiden U, ..., A, auf & mit den fol-
genden Eigenschaften: a) Das erste Faktoroid der Folge ist U, das letzte B,
also A, = A, A, = B; b) jedes nachfolgende Faktoroid ist eine Verfeinerung
des unmittelbar vorangehenden, also

A=)z 2% (=)

Eine solche Reihe wird kiirzer mit (%) bezeichnet. Die Faktoroide ¥, . . ., U,
werden die Glieder der Reihe () genannt. A, ist das Anfangsglied und A,
das Endglied der Reihe (). Unter der Ldnge der Reihe (N) verstehen wir die
Anzahl « der Glieder in ().

Zum Beispiel bildet ein Faktoroid A auf @ eine Reihe von der Liinge 1;
das Anfangs- und das Endglied dieser Reihe fillt mit 9% zusammen.

Die Felder der einzelnen Glieder einer Reihe (W) von Faktoroiden auf ¢
bilden eine Reihe (A) von (erzeugenden) Zerlegungen auf (. Die fiir die
Reihe (A) definierten Begriffe und die entsprechenden Resultate kénnen un-
mittelbar auf die Reihe () iibertragen werden. So kann z. B. die Lange der
Reihe () als diejenige der Reihe (A4) erklirt werden. Natiirlich kommen fiir
die Theorie der Reihen von Faktoroiden insbesondere solche Situationen in
Betracht, die mit dem Multiplikationsbegriff zusammenhéngen.

Von den Begriffen, die auf diese Weise in die zu entwickelnde Theorie
eingehen und die wir an dieser Stelle wegen ihrer offenbaren Bedeutung
explizit nicht erkliren, wollen wir insbesondere die folgenden anfithren:
wesentliche und unwesentliche Glieder der Reihe (W), die reduzierte Linge von (N),
Verkiirzungen und Verlingerungen der Reike (W), Verfeinerungen wvon ().
In den Betrachtungen zweier Reihen (), (B) von Faktoroiden auf ¢ sind
insbesondere die Begriffe von modularen und komplementiren Reihen von
Wichtigkeit.

2. Lokale Ketten. Den Ausgangspunkt fir die weiteren Ausfiihrungen
bildet der Begriff einer lokalen Kette, der auch zu den aus der Theorie der
Reihen von Zerlegungen stammenden Grundbegriffen gehort (§ 10, Nr.2). Wir
wollen jedoch diesen Begriff wegen seiner Wichtigkeit explizit anfiihren.

Es sei (U) =) U, =... =9, eine Reihe von Faktoroiden auf dem Grup-
poid @ von der Linge « =1, a € U, ein beliebiges Element und a, das-
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jenige Element im Faktoroid %, das a als Teilmenge enthilt (y =1, ..., ).
Dann bestehen die Beziehungen

@D -Da, (@, =a).
Ferner ist die (mit der E{iille a,C A, ., zusammenfallende) Durchdringung
R,=a,n%,., (I, =9,

eine Zerlegung auf G,. Sie stellt einen Komplex in 9, , dar, und es gilt @, , € K,
(a¢+1 = a )

Die Kette von Zerlegungen in ¢ von @, nach a

(1K) =) By K,

ist die zu der Basis a gehorige lokale Kette der Reihe () oder die lokale Kette
mat der Basis @. Wir bezeichnen sie wie oben oder ausfiihrlicher mit ((Ka] =)
K,a—...—>K,a

Im Zusammenhang mit der Multiplikation im Gruppoid & kann der Fall
eintreten, daf die Basis @ und somit (§ 14,Nr.5,1) auch die anderen Elemente
a, €A (y =1, ,2) gruppoidale Teilmengen in (§ darstellen. In dieser
Sltuatlon smd dle Lerlegungen K, erzeugend (§ 14, Nr.4,1). Eine solche lokale
Kette wollen wir gruppoidal nennen Die zu den einzelnen erzeugenden Zer-
legungen K., gehorigen Faktoroide &, in (5 bilden eine Folge von Faktoroiden,

die zu der Baszs a gehorige lokale Ixette von Faktoroiden der Reihe (N) oder die
lokale Faktoroidkette mit der Basis a. Wir bezeichnen sie mit [{] oder [§a].

x4+1

3. Lokalkettengruppoid. Wir Dbetrachten eine Reihe von Faktoroiden
auf 6:
(=)W= =AU, (==1).

Zu jedem Element a € N, gehort eine lokale Kette [Ka] der Reihe ()
mit der Basis a.

Dic von den zu den einzelnen Elementen von 9, gehérigen lokalen Ketten
gebildete Menge ist das zu der Reihe () gehorige Lokalkettengebilde A. Es
ist ein 2-Mengengebilde beziiglich der Faktoroidfolge %,, . . ., Ay, 1.

Wir wollen nun in dem Lokalkettengebilde A auf folgende Weise eine
Multiplikation definieren: Fiir je zwei Elemente [Ka], [Kb]€ A ist das
Produkt [Ka][Kb] durch

[Ka][Kb]--[Kae-b)
erklart.

Das Lokalkettengebilde A\ bildet zusammen mit dieser Multiplikation ein
Gruppoid A, das wir das zu der Reihe () gehorige Lokalkettengruppoid nennen.

Wir wollen zunichst zeigen, dafl das Gruppoid B ein «-Gruppoidgebilde
beziiglich der Faktoroidfolge N, . . ., o, 1 (N, ;= A,) darstellt.

Beweis. Jedes Element von & ist eine «-gliedrige Folge, von der jedes
Glied von beliebigem Rang 9 (= 1,..., a) eine Zerlegung im Gruppoid (,
und zwar einen Komplex im Faktoroid U, ., darstellt. Ferner ist die Multi-
plikation in & so beschaffen, daf} fiir je zwei Elemente

(Ka] ~K,a—~---—K,a, [Rb] = K, b—~---~K,bc &
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und deren Produkt
[Ka][Kb] = [Ka ob] = K@ ob—>--.—> K, b€ &
die Beziehungen
Ka-K,bCcK,aob,...,K,ao K,bCK,a-b
bestehen (§ 15, Nr. 4,2).

Wenn wir jedem Punkt ¢ € @ die lokale Kette [Kd@]€ & mit der den
Punkt a enthaltenden Basis @ = a, € &, (a € @) zuordnen, so erhalten wir eine
Abbildung d von ¢ auf das Lokalkettengruppoid &, die offenbar eine De-
formation darstellt. Dies ist die natiirliche Deformation des Gruppoids & auf
das Lokalkettengruppoid R. Das zu der Deformation d gehorige Faktoroid
auf ¢ fillt mit dem Faktoroid A, zusammen. Unter der zu dem Punkt a ge-
hérigen lokalen Kette der Rethe (W) verstehen wir die lokale Kette [K a].

Es seien nun
() =) % = %A,
((%) :) 281 = %p
beliebige Reihen von Faktoroiden auf ¢ mit der besonderen Eigenschaft,
daB ihre Endglieder %,, B, ibereinstimmen: 9, = By Wir betrachten die
zu den Reihen (), (B) gehongen Lokalkettengruppmde a, 3.

Wenn wir jedem Element [Ka] € & das zu derselben Basis a@ gehorige Ele-
ment [L&] € B zuordnen, so erhalten wir eine schlichte Abbildung des Lokal-
kettengruppoids & auf das Lokalkettengruppoid 3, die offenbar einen Iso-
morphismus darstellt. Diesen Isomorphismus nennen wir gleichbasig.

Wir sehen, daB die zu zwei Rethen von Faktoroiden mit iibereinstimmenden
Endgliedern gehorigen Lokalkettengruppoide isomorph sind, wobei eine isomorphe
Abbildung durch den gleichbasigen Isomorphismus realisiert wird.

=
=

4. Kettenisomorphe Reihen von Faktoroiden. Es seien

(X )912 =,
((% =)8,z-.-2 8,

beliebige Reihen von Faktoroiden auf % von derselben Linge « (=1). Wir
bezeichnen mit 8, 3 die zu den Reihen (), (B) gehorigen Lokalketien-
gruppoide.

Wir nennen die Reihe (B) kettenisomorph zur Reihe (A), wenn das Lokal-
kettengruppoid 3 zu dem Lokalkettengruppoid & stark isomorph ist.

Ist die Reihe (B) kettenisomorph zur Reihe (%), so ist auch die Reihe ()
kettemsomorph zu (B) (§16, Nr. 3,1). Mit Riicksicht auf diese Svmmo‘rrm
sprechen wir von kettenisomorphen Reihen (), (B).

Nach der obigen Definition ist die Reihe (B) kettenisomorph zur Reihe (),
wenn es einen starken Isomorphismus des Lokalkettengruppoids & auf das
Lokalkettengruppoid B gibt (§ 16, Nr. 3,2). Wenn insbesondere die Endglieder
A, B, der Reihen (A), (B) iibereinstimmen und die gleichbasige Abbildung
des Lokalkettengruppoids & auf das Lokalkettengruppoid 3 einen starken
Isomorphismus darstellt, so nennen wir die Reihe (B) gleichbasig kettenisomorph
zur Reihe () und sprechen von gleichbasig kettenisomorphen Reihen (A), (B).
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Wir nehmen nun an, die Rethen (N), (B) seien kettenisomorph. Diese Situation
kann kurz so beschrieben werden:

Es gibt eine isomorphe Abbildung ¢ des Lokalkettengruppoids B auf das
Lokalkettengruppoid 3. Ferner gibt es eine Permutation p der Zahlenmenge
{1, ..., «} folgender Art: Durch die Permutation p wird fir die Glieder
von je zwei bei dem Isomorphismus i einander zugeordneten lokalen Ketten
[K], i[K] eine schlichte Abbildung derart bestimmt, daB dem Glied K, der

lokalen Kette [K] von beliebigem Rang y (= 1... ., «) das Glied L, der lokalen
Kette i[K] vom Rang 0 = py zugeordnet wird. Zu dem Ghed K, gehort
eine schlichte Abbildung a,,, die das Glied K, auf das Glied L, elementwe1se
abbildet. Die zu den (qhedern K,a, K,b von' zwei beliebigen lokalen Ketten
[Ka], [Kb] und zu dem Glied e @ o des Produkts [Ka][Kb]l = [Kaob]
gehorigen schlichten Abblldun(ren a . b,, e, verhalten sich homomorph, d.h.,
fur beliebige Elemente a € 1\ a, b € 1\ gilt die Beziehung

cy(a ob) = (a.',a) o (b,b).
Offenbar sind die Reihen (), (B) ketteniquivalent. Folglich kommen die
in §10,5 fiur kettenidquivalente Reihen von Zerlegungen a,norestellten Uber-

lefrun(r(n zur Geltung. Insbesondere sehen wir, dal die I’elhen (), (B) die-
splb( r(du ierte L(LNJ(’ besitzen.

5. Halbverkettete und verkettete Reihen von Faktoroiden. Eine zu der
obon fiir kettenisomorphe Reihen von Faktoroiden angestellten analoge
Begriffsbildung fihrt auf die Begriffe von halbverketteten bzw. verketteten
Reihen von Faktoroiden.

Wir wenden die obigen Bezeichnungen an.

Wir nennen die Reihe (B) halbverkettet (verkettet) mit der Reihe (), wenn
das Lokalkettengruppoid 2 mit dem Lokalkettengruppoid 2 isomorph und
halbverkniipft (isomorph und verkniipft) ist.

Ist die Reihe (B) halbverkettet (verkettet) mit der Reihe (%), so hat auch (A)
dieselbe Eigenschaft in bezug auf (B). Mit Riicksicht auf diese Symmetrie
sprechen wir von halbverketteten (verketteten) Reihen (), (B).

Nach der obigen Definition ist die Reihe (B) halbverkettet (verkettet)
mit der Reihe (W), wenn es cinen Isomorphismus mit Halbverknipfung
(Isomorphismus mit Verkniipiung) des Lokalkettengruppoids 2 auf das Lokal-
kettengruppoid 3 gibt (§ 16, Nr. 3,2). Wenn insbesondere die Endglieder U,, B,
der Reihen (), (B) zusammenfallen und die gleichbasige Abbﬂdmm des
Lokalkettengruppoids 2 auf das Lokalkettengruppoid ® einen hoxnorpthnN\
mit Halbverkniipfung (Isomorphismus mit Verkniipfung) darstellt, so nennen
wir die Reihe (B) gleichbasig halbeerkettet (gleichbasig verkettet) mit der Reihe ()
und sprechen von gleichbasig halbverketteten (gleichbasig verketteten) Reihen
(), (B).

Wir nchmen nun an, die Reihen (), (B) seien halbverkettet. Dieser Fall
kann kurz so beschricben werden:

Es gibt eine isomorphe Abbildung i des Lokalkettengruppoids & auf das
Lokalkettengruppoid 2. Ferner gibt es eine Permutation p der Zahlenmenge
{1, ..., 2} folgender Art: Durch dic Permutation p wird fir die Glieder
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von je zwei bei dem Isomorphismus ¢ einander zugeordneten lokalen Ketten
[K] € &,i[K] € B eine schlichte Abbildung derart bestimmt, daBl dem Glied K,
der lokalen Kette [K] von beliebigem Rang y (=1, ..., «) das Glied L; der
lokalen Kette i[K] vom Rang d = py zugeordnet wird. Zu der Hille HK,, =
L;C K, gehoért eine mit Hilfe der Inzidenz von Elementen definierte

schhchte Abbildung a,, die die Hille HK, auf die Hille HL, = K, C L,
elementweise abbﬂdet Slnd [Ka], [Kble 53, beliebige lokale Ketten und
[Kal[Kb]l =[Ka-bl€ & das entsprechende Produkt, so verhalten sich die
zu den Hiillen HK,a, HK,b, HK,aob gehérigen schlichten Abbildungen
b, ¢, homomorph d. h far beheblcre Elemente @ € HK,a, b€ HK,b
G‘llt d1e Bezlehung c,(a@ob) = (a,a) (b, b)
Sind insbesondere dte Reihen (N), (B) Lerkettet so sind sie auch kettenisomorph
und haben folglich dieselbe reduzierte Ldnge (§ 17, Nr. 4).

6. Modulare und komplementiiré Reihen von Faktoroiden. Es seien
() =) Tz =%,
(B)—) B,=--- =8,
modulare Reihen von Faktoroiden auf dem Gruppoid (& von den Lingen
z, p(21).
Es gilt der folgende
Satz. Die Reihen (W), (B) besitzen gleichbasiq halbverkettete Verfeinerungen
(91), (SBQ) mit ibereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern. Setzt man
[\jl, %1] :ﬁ’ (1[ %ﬂ) %’
<)Tl():: %0: Csjmax, ﬁzx71 = %fh] =
und ferner fiir you=1,..,0+lundo,v=1,...,+1
\)[y, vy [Sﬂy, (ﬁy-l, %1)] - (\ﬂy—l‘ [Q_[y, %v])!
‘Ba,u = ["Ba, (%c‘wl, \Jl,,)] = (586-1, [%a, cj[,‘]) ’

s0 sind die erwihnien gleichbasig halbverketieten Verfeinerungen der Rethen
(), (B) die folgenden:

((j[ :)u::ml,l; mlf 1= uﬂl "Qla g1t
"'%ﬁunz ‘Hadﬂ )
((%):)ﬁ:'%],lg' Qj1a :/;l"z,1~— ZB,an"‘ -

"'%%ﬁhl,l—“ - = ,'ﬂla‘-l"z%'

Sind die Reihen (), (B) komplementir, so sind die beiden Verfeinerungen
(), (B) gleichbasig verkettet.

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus den in § 10, Nr. 7 und 8 angestellten
Betrachtungen iiber modulare und komplementire Reihen von Zerlegungen
auf der Menge G.



§ 18. Spezielle Gruppoide 115
7. Ubungsaufgahen.

1. In einem Gruppoid &, in dem je zwei auf ihm liegende Faktoroide komplementar
sind, besitzen beliebige Reihen von Faktoroiden auf &, (), (B) gleichbasig verkettete
Verfeinerungen.

§ 18. Spezielle Gruppoide

Einige ausgezeichnete Arten von Gruppoiden, mit denen wir uns jetzt
beschiftigen wollen, sind durch besondere Eigenschaften der Multiplikation
gekennzeichnet, und ihre Untersuchung kniipft unmittelbar an die in § 11, Nr. 2
angestellten Uberlegungen an. Wir wollen uns jedoch mit speziellen Grup-
poiden erst an dieser Stelle beschiftigen, um der Tatsache Ausdruck zu
verleihen, daf3 die vorangehenden Erorterungen fiir die allgemeinsten Grup-
poide, ohne Bezug auf irgendwelche besonderen Eigenschaften dieser Grup-
poide, ihre Giiltigkeit behalten. Fiir unsere weiteren Ausfithrungen sind
insbesondere die assoziativen Gruppoide (Halbgruppen), ferner die Divisions-
gruppoide mit eindeutiger Division (Quasigruppen) und Gruppoide mit Eins-
element von besonderer Wichtigkeit. Wegen ihrer Bedeutung in verschiedenen
Zweigen der Algebra wollen wir auch die Branprschen Gruppoide kurz be-
sprechen, obwohl diese in gewissem Sinn die Grenzen unserer Begriffsbildung
iiberschreiten.

1. Assoziative Gruppoide (Halbgruppen). 1. Definition. Den Begriff eines
assoziativen Gruppoids haben wir bereits in § 12, Nr.7,2 erklirt, und zwar so,
daf jede dreigliedrige Folge von Elementen in ( genau ein Produktelement
besitzt. Das Gruppoid ¢ heilit also assoziativ, wenn fir je drei Elemente
ay, a,, a; € ¢ die Gleichheit a,(a, a;) = (a, a,)a, besteht. Assoziative Grup-
poide werden auch Halbgruppen genannt.

2. Der Hauptsatz iiber assoziative Gruppoide. Wir wollen zunédchst den
Hauptsatz iber assoziative Gruppoide herleiten:

In etnem assoziativen Gruppoid & besitzt jede n-gliedrige Folge von Elementen
genau ein Produktelement (n = 2). Fiir beliebige Elemente a,, . . ., a, € & stellt
also das Symbol a, . . . a, genaw ein Element in & dar.

Zum Beweis betrachten wir ein assoziatives Gruppoid & und wenden die
vollstindige Induktion an.

Unsere Behauptung trifft natiirlich fiir n = 2 zu, wie aus dem Multlph-
kationsbegriff unmittelbar hervorgeht. Wir haben also folgendes zu zeigen:
Ist 7 >2 und trifft die Behauptung fiir jede hochstens (n — ]) gliedrige Folge
von Elementen in ¢ zu, so behilt sie ihre Giltigkeit auch fir jede n-gliedrige
Folge von Elementen in .
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